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Vorwort zum hundertsten Bande. 


Es sind nun sechzig Jahre her, seit A. L. Crelle, der hoch- 
verdiente Begründer dieses Journals, in der Vorrede zum zweiten 
Bande seine Genugthuung über das Interesse äusserte, welches 
der erste Band beim mathematischen Publikum gefunden hatte, 
und daran den Ausdruck der Hoffnung knüpfte, „die Zeitschrift 
werde noch immer mehr Theilnahme finden und immer weiter 
gedeihen, je mehr sie bekannt wird, und je mehr sie sich selbst 
für die Zwecke, die sie sich vorgesetzt hat, entwickelt.“ Plan 
und Zweck, welche bereits in der Vorrede zum ersten Bande an- 
gedeutet waren, sollten — so fuhr Crelle fort — im Ganzen fest- 
gehalten werden. Nur in der Hinsicht trat eine Aenderung ein, 
dass die Zeitschrift nicht, wie ursprünglich beabsichtigt war, auf 
Deutschland allein berechnet blieb. Denn darin, dass auch für 
den zweiten Band „ein grosser Theil der Abhandlungen von 
ausserhalb Deutschland, namentlich aus Frankreich, den Nieder- 
landen, Dänemark, Schweden etc.“ eingegangen war, sah Crelle 
„die Tendenz des Journals eine allgemeine Zeitschrift zu werden,“ 
und er gab dieser Tendenz gern nach, in der Erwägung, dass 
„die Allgemeinheit der Mittheilung ohne Zweifel am allerkräftigsten 
zur Erreichung des Zweckes des Unternehmens wirken“ werde. 


VI Vorwort zum hundertsten Bande. 


Die von Crelle ausgesprochene Hoffnung hat sich vollauf 
erfüllt; die universale Tendenz, welche er als Existenzbedingung 
eines grossen mathematischen Journals gleich in dessen erster 
Phase feinsinnig erkannt und grosssinnig aufgenommen hat, ist 
eine der Hauptursachen des glänzenden Erfolges seines Unter- 
nehmens geworden. Die Geschichte der Entwickelung dieses 
Journals, welches noch von Gauss, Poisson, Poncelet Beiträge er- 
halten hat, welches die Mehrzahl der Werke Abels, Jacobis, Lejeune 
Dirichlets, Steiners zuerst veröffentlicht hat, welches Hauptarbeiten 
Riemanns und Abhandlungen von vielen der bedeutendsten unter 
den noch lebenden älteren und jüngeren Mathematikern und mathe- 
matischen Physikern aller Nationen enthält, welches also vier 
mathematischen Generationen als Stätte für Publikationen gedient 
hat, stellt einen guten Theil der Geschichte der Entwickelung 
dar, welche die Mathematik selbst in den vergangenen sechzig 
Jahren genommen hat. 

Für diesen hundertsten Band sind uns zu unserer Freude 
nicht nur aus Deutschland sondern auch aus England, Frank- 
reich, Italien, Portugal, von älteren und neueren Freunden des 
Journals Beiträge zugegangen. Unserm Wunsche sie sämmtlich 
aufzunehmen ist die Verlagsbuchhandlung mit dankenswerther 
Liberalität dadurch entgegengekommen, dass sie eingewilligt hat, 
den Umfang des Bandes wesentlich zu vergrössern. Das Er- 
scheinen ist dabei einigermassen verzögert worden; aber durch 
die baldige Ausgabe der beiden ersten Hefte des 101. Bandes, 
deren Drucklegung nahezu vollendet ist, wird die gewöhnliche 
Frist wieder hergestellt werden. 


Berlin, im März 1887. 


L. Kronecker, K. Weierstrass. 


De generali quadam aequatione differentiali 
tertii ordinis. *) 
(Auetore E. E. Kummer, Dr. phil.) 


Ch. Jacobi i in theoria fanctionum ellipticarum demonstravit, aequationes 
modulares omnes, quieunque sit gradus transformationis, aequationi diffe- 
rentiali tertii ordinis satisfacere, cuius praeterea integrale completum per 
functiones ‘ellipticas exhibuit. Haec inde sequitur aequationis proprietas sin- 
gularis, ut integralia particularia algebraica habeat infinita numero, integrale 
autem completum non nisi per functiones transcendentes exprimi possit; 
eamque ob causam Cl. Jacobi haec integratio altissiniae indaginis esse visa 


egt. Aequatio generalis, quam Ni nobis proponimus: 


d’z 
A) das Seis) - LE tx = 0, 


in qua Z et X quascunque variabilium reap. s et x functiones significant, 
illam funetionum ellipticarum aequationem, et multos praeterea casus aeque 
fere memorabiles compleetitur, unde disquisitionem nostram omnibus, qui 
analysin sublimiorem colunt, imprimis autem iis, quibus functionum ellipti- 
earum theoria nova probe cognita est, non ingratam fore speramus. 

Primum adnotamus aequationem nostram, quae est tertii ordinis, ad 
duas aequationes lineares NM ordinis posse reduci: 


2.) Fr tay = 0 
d’ 
(3.) oo + PS —+Q.0 = 0, 
in quibus p et g sunt functiones variabili xz, P et Q functiones quantitatis 2. 
Attamen rem nostram, per se haud facilem, in luce clariore ponemus si, me- 
thodo inversa, ex aequationibus (2.) et (3.) aequationem (1.) deducemns. Quem 





— 


*) Abdruck aus dem Programm des evangelischen Kónigl. und Stadtgymnasiums 
in Liegnitz vom Jahre 1834. 
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in finem consideremus 3 tanquam functionem quantitatis 2, et ponamus va- 
lorem y = w.v, designante w functionem certam variabilis 2, aequationi (2.) 
satisfacere. Inde, differentiali de constante posito, per differentiationem 
sequitur: 








y = wv, 

dy _ dws, do ds 

dz ~ dz ^5 ds dx’ 

d'y _ ae dw ds d’z do T d’v 

da’ — ote dr dx ate de! ds + dx de®? 
quibus in NO 2) uM prodit: 

ds? dw dz 

(4) wj á "ICE dr dz wie ul ant (Gate +0) = 0 = 


Haec aequatio linearis secundi ordinis, respectu quantitatis e, cum 
aequatione (3.), cuius eadem forma est, identica esse debet, id quod efficitur 
statuendo: 


(5.) Kr wo tw —Pw- = 0, 





© Herder Je = 0 


ex iisque aequationibus (5.) et (6.), variabili # cum quotientibus differentia- 
libus =“ resultat aequatio tertii ordinis 


| (.) ER -3( EE) -25 + P49) À dx’ 5 +(2 2 +p —4q) = 


quae in aequationem nobis propositam abit posito: 


(8) 2% +P-40=2; Q- 1(2 5 P- 2), 


d d 
(9) 245 4 pidqg =X; q- 1(2 0 p- X). 


Invenimus igitur per aequationem (1.) exprimi conditionem, quae inter 
variabiles s et æ existere debet, ut y = wo integrale sit aequationis (2.), sci- 
licet quantitatibus y et e per aequationes (2.) et (3.), atque q et Q per 
aequationes (8.) et (9.) determinatis. 

Praeterea quantitas w, cui multiplicatoris nomen dabimus, ex aequa- 


. "M . dz " ey: 
tione (5.) invenitur, quae per dz" divisa (quo facto variabiles tres w, s et 


c separatae sunt) et integrata hane formam induit: 
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(10) w- c eI gr, m 
. a 
denotante e basin logarithmorum naturalium et c constantem arbitrariam. 
Nune si aequationum (2.) et (3.)'(quas auxiliares ad integrationem 


nuncupabimus) integralia completa cognita accipiuntur: 

11) y = Ae(z)t Bo, (2), 

(12) 0 = Cy@)+Dyß), 
in quibus g(x) et p(x), w(s) et y,(z) integralia particularia earundem ae- 
quationum, et A, B, C, D sunt constantes arbitrariae, per aequationem 
y — wo, constantibus C et D rite determinatis, erit 

(183) | Ag(z)--Be,(z) = w(Cy(s)+Dy,(s)). 

Hoc iam est integrale secundum aequationis (1.), duas constantes arbitrarias 


et prinum solummodo quotientem differentialem p in quantitate « im- 


plicitum, continens (cfr. aequ. (10.)). Plane eodem modo, si A’, B', C', D' 
constantes quascunque alias designant, erit 


(14) — A'g(z) t B'o,(z) = w(Cw(s)-- D'v,()), 
ex lisque aequationibus (13.) et (14.), quantitate # per divisionem eliminata, 
sequitur | 
(15.) Ag(z)-Bg,(z) _ Cu(s)dD w,(s) 








A'o (a) + B'g, (2) Cy (2) + Dv (s) 
integrale completum aequationis propositae (1.), cui formae dari possunt com- 
modiores: 
(16.) va) _ A¢@+B¢,@) 
vs) Cq (7) - D (x) 
give 
(7)  Ae(z)w(s)--Be(z)v(2)--Cq ()w(9)--Dq,(z) v (s) = 0. 
Inde aequationis (1.) integratio ad invenienda integralia aequationum 
duarum linearium secundi ordinis reducta est, in quibus praeterea functiones 
p et P arbitrio nostro relietae sunt. Quae si statuerentur nihilo aequales, 
aequationes ipsae formam persimplicem haberent, sed melius erit in singulis 
casibus his functionibus valores eiusmodi tribuere, ut integralia particularia | 
p(x), 9 (x), w(s) et w,(s) formam simplicissimam obtineant.  Generaliter 
autem aequationum (2.) et (3.) integralia inveniri nequeunt, unde etiam aequa- 
tionis (1.) integratio non semper per formas finitas poterit exhiberi. 
1* 
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Reliquum est, ut methodum generalem ad easus aliquos notatu di- 
gnissimos, prae ceteris vero ad functiones ellipticas: applicemus, et cum 
aequationis illius supra laudatae non solum integratio sed origo ' etiam ex 
methodo nostra prodeat, utramque nune deducturi sumus. 

Pro aequationibus (2.) et (3.) accipiamus hasce: 


? 1-32? d 
| z^ Jr dy y 0, 


z(1—z?) dr 1—2’ 
(18.) d?v 1-33” de ELM 
ds) si) ds 1-2 





5 = 0, 


quibus, quod Cl. Legendre primus invenit, integralia elliptica integra primae 
Q4 -———À 1 — 

speciei, modulis z et 3 eorumque complementis æ = l'1—2* et 3 = Y'1— s, 

satisfaciunt, quarum igitur integralia completa sunt | 


{y = AF (2) BF'(e), 


(19.) 
Lo = CF@)+DF'@); 
inde quia est 
1—3z* —1 
qo) |^ Gr ote 
pn lc 1—35? 0 = 
34-3) ’ 73 0 


per aequationes (8.) et (9.) sequitur | 
1+2° 14-5? 3 
(21.) Xx -- (us): Z = Gas): 
quibus in aequatione (1.) substitutis habemus 
| „dia fs" Vds 7 dat 
(22.) 2s ® as) tnu) à dz a (aos) 


Haec aequatio, uti gencraliter supra ostensum est, conditionem exprimit, 
quae inter variabiles 3 et r locum habere debet, uf sit y — t».e, sive hoc 
casu AF'(z)4- BF'(z) = w(CF'(s)+DF'(s)), quae conditio etiam pronun- 
ciari potest, ut 3 sit modulus quicunque transformatus ex modulo z. Eadem 
aequatio, ab inventore Cl. Jacobi per methodos alias demonstrata, legitur 
in Fundam. Nov. ete. pg. 77 et 49. Facillime inde integratio completa per- - 
fieitur, habemus enim aequationum auxiliarium (18.) integralia particularia: 
F'(z), F'(z) et F'(z), F'(a), itaque per formam (17.) erit integrale completum 
aequationis (22.): 
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(23.) AF (z)F + BF'G)F (2) CF)" (2) -DF @F'@) = 0, 
quod idem invenit Cl. Jacobi, |. c. pg. 78. 

. Ex aequatione (10.) sponte prodit multiplicator functionum ellipti- 
carum, est enim casu nostro 


of = s(1— 57), e" — z(1— 27), 
ideoque 
s(1—2’)de . 


(24.) 0° = €: a(i—a*)ds’ 


efr. 1. e. pg. 75, ubi praeterea inventum est c= i pro substitutionibus 
omnibus sti ordinis. 
Quod sequitur exemplum integrationis, notissimae seriei hypergeo- 
metricae ope perficitur. Integranda proponatur aequatio: 
G5) a ae) vac cast ar = O 
Loco quantitatum A,.B, C, A’, B', C', ut integrale formam commodiorem 
accipiat, has novas introducamus o, ß, y, a’, P', y’, et statuamus 


A = (a — y —1, A' = (a' — 8^y —1, 
(26) | B= 4o—2y(a+/3-1), B' = 4o' p —2»(a' 4 f — 1), 
| C — y(y -2), C'= 7'(y'—2). 
Porro si-functionibus arbitrariis p et P hos valores tribuimus: 
—(e+ß+1)z y —(e t8 -F1)s 
| GU) pa o P= a > 
per valores quantitatum X et Z, qui sunt 
| Aa*+ Bo+C _ Als? +B's+C 
(28.) A = = — z'1— —zy = et Z — IT 2°(1- —z) — 9 


ex aequationibus (8.) et (9.) quantitates q et Q determinantur; peracto cal- 
culo invenitur 


_ aß, _ Ze _ 
| (29.) q — r(1—2) ’ Q — »(1—2) ’ 

unde aequationes auxiliares ad integrationem fiunt: 
d'y | r7-(a+8+f)z dy «By _ 9g 


da! ! — z(1i—z) de alla) 
30. 
(30) FM rt Ed): de ae 8 





d;* 2(1— a) ds 3(1—s) — 
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Nunc si, duce Cl. Gauss, seriem hypergeometricam signo functionali 

F designamus, ita ut sit 
u aß e.a+1.8.8+1 , 

(31) F(a,ß,y,r) = I+ et —13..::11 € 
facile demonstratur aequationum (30.) integralia particularia esse: 

(32.) | F(a, B, y, €) et F(a, ß, a+ B— 7 +1, 1— 2), 

F(«, P, y 3) et F(a’, P, e, —y- 1, 1— 3), 

ex quibus secundum formulam (16.) componitur aequationis (25.) integrale 
completum: 


(883) er Oo, Br, o) dF Ca, B or Boy +4, 1-2) 
^  F(«', 8', a' --8'—»' 4-1,1—3) cF(o, B, y, x) 3- d F(a, B, a -- 8—y--1, 1—2) 


Integrationis huius duo exempla proferemus. 


I 


Exemplum I. Posito 


a=a=1, B= p = hy == 


ale 


quia 
A=A=-14, B=B'=18, C=C=- 
fit aequatio (25. ^ 
(34) | 2—- 
porro fit: 


(85.) 


Ec 4198 /—185-F15 ds’ _ 4527—18z 4-15 
Bd dsdz 163 (--2) dz* 162°(1— x)’ 


1 
| F(e, Pp, e 4- 9—» 4- 1, 1—2)-— F(1, +, 1, 1—2) = zt 
et F(a, P, V's €) = F(1, +, à, c), 
quae series per functiones ellipticas exprimi potest. Posito enim x = cos q*, est 
z 1 My PE 
(36.) F(1, +, i T) = FR (In, } D—F(p, Y1))- 
Inde fit aequationis (34.) integrale completum . 
ad bF( (v) 
GT). FO) = Gare) | 
existente cog q* — x et cosy* — 3; modulum autem l1, qui omnibus functio- 
nibus F idem est, brevitatis causa omisimus. Aequatio (34.), cuius integrale 
completum per funetiones eilipticas expressum est, eadem gaudet proprietate 


insigni qua aequatio (22.), ut integralia algebraica habeat numero infinita, 
quae methodo sequenti eruimus. Posito 


d=0, * —aF(9, 2=n, 
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ex forma (37.) obtinemus integrale particulare aequationis (34.): 
(88) Fly) = «(F()--F(9)) | 
in quo modulus Yl gubintelligendus est. Ex hac autem aequatione sequitur 
(39. cosy = cosamn(F(c)+F(p)), 
(40.) 3 = {cosamn(F(c)+F(¢@))}*. 
Nune si s est numerus quicunque rationalis, ex theoriae fanctionum 
ellipticarum elementis notum est formulam 
cos am s(F (c) 4- F (4) 
functionem esse algebraicam quantitatum sing et cosy; quae cum ipsae 
. per æ algebraice expressae sint, sequitur 3 esse functionem algebraicam | 
quantitatis z, siquidem » est numerus rationalis. Casus simplicissimus s — 1 
praebet integrale algebraicum 
2Yaa—V(i—aJ(1—2) \ 
a) CEA Ys 
Ceterum notandum est omnia haec integralia algebraica deduci posse 
ex aequatione simpliciore 
dz ndz 
42.) Ada aldi" 
quae ipsa aequationi (34.) satisfacit. 
Exemplum II. Sit @=('=1, y=y'=2, tum quia 
1— (1—2zyi-2 


(43.) F(e,1,2,2) = -— 





et 
1 
(44.) F(e, l,e, 1—2) = 2 
per faciles aliquas transformationes habemus aequationis 


ds gf ds * e'(a'—2) d , e(a—2) _ 
45) Lara) do asc dox = 0 
integrale completum 


(46) (1—3)-« = A0-2 7B. 





C(1—2z)-"--D 
Ex hoe denique, posito « — idm — 0 sive « — o' — 2, prodit aequationis 
(4) 27 na -3(445) = = 0 


integrale completum 
(48) 3 .215., 
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Denique ex omnibus aequationibus integrabilibus, quas forma generalis 
(1.) complectitur, unam etiam eligimus, quae integralia algebraica habet nu- 
mero infinita, cuius autem integrale completum a functionibus circularibus 
pendet: 
1 ds 4 
(49.) 2 P -3 (2) - aa de tray — 
ubi 4 4 
G0) X- qz 2a 
Inde positis 
2 
14-5' 








(51.) P= et P= 


per aequationes (8.) et (9) fit 
(52) gqg—=0 et Q=0. 


Itaque aequationes ad integrationem auxiliares, earumque integralia 


fiunt: 
? 2 
oY. I 0; y — const. et y-arctanga; 
(53.) : 
o T4 pu A —0; e — const. et »v=arctangz; 


ex quibus, secundum formulam (16.) sequitur integrale completum aequa- 


tionis (49.): | 
- _ A4 Baretangm | 
(64)  arctangs = "CiDarctangz ’ 
inde eruuntur integralia particularia algebraica posito 


D —0; a =n.aretange; — — 1, 


quo facto est: | 
(55.)  arctangs = n(arctangc+arctangæ), 


(56.) 3 = tang (n. arctang or? 2-) 





1— 
Ex hac forma patet, si # est numerus quicunque rationalis, inter z 
et x aequationem algebraicam existere, quae ex. gr. pro & = 1, et & = 2 est: 


2 ckz. |... 2(ctz)y(1—cezx) 
OU) 17 qoos 57 (I erf (epa 
Omnia autem haec integralia algebraica ex aequatione simpliciore 
_ds nd 
its? 000 dau 


deduci possunt, quae aequationi generaliori (49.) satisfacit. 
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Eodemmodo cuiusvis aequationis, quae formam ad (1.) propositam pa- 
titur, integratio perfici potest, dummodo aequationum auxiliarium integralia 
particularia possunt inveniri. Sed alium etiam usum insignem haec me- 
thodus praebet transcendentibus, quae per aequationes lineares secundi or- 
dinis exprimi possunt, inter se comparandis. Ipse etiam in tali quaestione 
versatus ad hane methodum inveniendam ductus sum. Quamquam enim 
viri omnium elarissimi: Euler, Pfaff, Gauss, Jacobi et alii, de serie hyper- 
geometrica in alias series eiusdem speciei transformanda, ingeniosissimas 
disquisitiones instituerant, tamen methodi modo traditae ope eandem quae- 
stionem denuo tractandam mihi proposui. Neque spes mea frustrata est. 
Nam cum hactenus non nisi duae transformationes generales, et paucae 
praeterea transformationes speciales notae essent, contigit mihi, ut magnam 
copiam transformationum et generalium et specialium invenirem. Sicuti 
enim aequationis (22.) integralia algebraica functionum ellipticarum relationes 
certas praebent, eodemmodo per integralia algebraica aequationis (25.) serie- 
rum hypergeometriearum relationes inveni, quarum vero numerus non nisi 
in casibus specialissimis, ubi elementorum «, 5, y vel unum vel nullum 
arbitrarium remanet, infinitus est. Spero fore ut editore qui sumtus solos 
suppeditet invento, opusculum quod de hac re conscripsi propediem in publi- 
cum edere possim. 


bo 
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Zwei neue Beweise der allgemeinen Reciprocitäts- 
gesetze unter den Resten und Nichtresten. der 
Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist. 


(Von Herrn E. E. Kummer.) 
(Abgedruckt aus den Abhandlungen der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1861.) 


Einleitung. 


Der erste Beweis der allgemeinen Reciprocitätsgesetze für Potenz- 
reste, deren Grad eine Primzahl 4 ist, welchen ich in den Abhandlungen 
der Akademie vom Jahre 1859 gegeben habe, stützt sich auf die Theorie 
gewisser Formen des Aten Grades mit % Unbestimmten, in denen die Coef- 
ficienten sowohl, als die Unbestimmten aus Aten Einheitswurzeln gebildete 
complexe Zahlen sind. Diese Formen des Aten Grades, welche ich als 
Normen complexer Zahlen einer. höheren Ordnung behandle, stehen mit den 
allgemeinen Reciprocitätsgesetzen für Ate Potenzreste in einem eben so inni- 
gen Zusammenhange, als die quadratischen Formen mit den Reciprocitits- 
gesetzen für die quadratischen Reste, und man kann durch die Theorie der- 
selben nicht nur auf dem Wege, welchen ich in der angeführten Abhandlung 
nach Analogie des zweiten Gaussischen Beweises des theorema fundamentale 
eingeschlagen und durchgeführt habe, sondern auch auf anderen und zwar 
kürzeren Wegen zu den allgemeinen Reeiprocitätsgesetzen gelangen. Die 
beiden neuen Beweise, welche ich aus dieser Quelle herleiten werde, haben 
ebenso wie jener zuerst gegebene ihre analogen, aus der Theorie der qua- 
dratischen Formen zu schöpfenden Beweise der quadratischen Reciprocitits- 
gesetze, deren kurze Entwickelung ich als Einleitung voranschicken will, 
um an diesen einfachsten Beispielen den Gedankengang der folgenden all- 
gemeineren Untersuchung darzulegen. 

Der erste der in dem Folgenden auszuführenden Beweise der allge- 
meinen Reciprocitätsgesetze beruht wesentlich nur auf der Theorie der Ein- 
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heiten der, aus den Wurzeln der Gleichungen o!-— 1 und w’= D(e) ge- 
bildeten, complexen Zahlen, der analoge Beweis des quadratischen Reci- 
procitätsgesetzes also auf der Pellschen Gleichung £— Du = 1. Legendre 
hat bekanntlich den einen Fall, wo die zu vergleichehden Primzahlen beide 
von der Form 4n+3 sind, durch diese Pellache Gleichung bewiesen, wäh- 
rend er für die anderen Fälle andere Hülfsmittel aus der Theorie der qua- 
dratischen Formen anwendet; es lässt sich aber dasselbe Princip consequent 
für alle Fälle durchführen, wenn man einige Hülfssätze über die Existenz 
von Primzahlen, die gewisse Bedingungen erfüllen müssen, anwendet, welche 
jetzt mit Hülfe der Dirichletschen Methoden vollkommen streng bewiesen 
werden können. 

Nimmt man in der Fischen Gleichung 

— Du =1 
die Determinante D als eine Zah von der Form 4n+1, so ist nothwendig 
( ungrade und grade, und diese Gleichung in die Form 
(+1)(-1) = Dw 
gesetzt, ergiebt: 
{+1 = 2mx, t—1= 2m'i: 
wo 
. mm =D und 2zi-u 
ist. Man erhält hieraus 
1 = mz-—m A. 

Es sind nun so viele verschiedene Fille zu betrachten, als es verschiedene 
Zerlegungen der Zahl D in zwei Factoren m und m’ giebt. Nimmt man 
für £ und # die kleinsten der. Pellschen Gleichung genügenden positiven 
Zahlen, so findet von allen diesen Fällen stets nur ein einziger wirklich 
Statt, auch wird dadurch der Fall, wo m — 1, m' =D ist, ausgeschlossen, 
weil ~ und 4 kleiner sind, als ¢ und ». Für die eine Gleichung der Form 
1 =mz’—m'i’, welche wirklich Statt hat, muss m quadratischer Rest von 
m, also auch von allen Primfactoren des m’ sein, und ebenso —m’. quadra- 
tischer Rest von m, also auch von allen Primfactoren des m. 

Es sei nun erstens D = pp’, gleich dem Producte zweier versehiedenen 
Primzahlen der Form 4n+3, so fällt ausser 1 = #—pp’# auch 1 = pp'z’— 
weg, und es bleiben nur folgende zwei Fälle übrig: 


]-pz-—pÀ, wenn (5) = +], (5) = —1, 
1=pr-pi, wenn (2) = +1, C) = — À]; 
2% 
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man hat daher: 
Wenn (5) = +1, 80 ist (2 = —1. 
Wenn (5) — —1l, so ist (2) = +1. 


Es sei zweitens D = pp'q, und p und p' Primzahlen der Form 4n+3, 
aber q eine Primzahl der Form 4n+1, so sind acht Zerfällungen der Deter- 
minante D in zwei Factoren vorhanden, und demgemäss acht verschiedene 
Fälle besonders zu betrachten, deren erster m = 1, m =ppq wegfällt, weil 
t und u die kleinsten der Pellschen Gleichung genügenden Zahlen sein sollen. 
Wählt man nun die Primzahl p' so, dass 


?)-—1 und (#)=-1 
(2) (2) | 
ist, so ist nach dem bereits bewiesenen Falle des Reciprocitätsgesetzes 


(5) =-+1, und es bleiben alsdann, wenn man die diesen Bedingungen 


widersprechenden Fülle ausschliesst, nur folgende drei übrig: 
1= px’—p'qi’, wenn e ) = +1, (2) = +1, 
l= gx-—ppXÀ, wenn (1) = +1, (5) = +1, (*) =—l, 


p q q PN 
1=ppx— qi’, wenn (4) = —l, (5) = —l, i ) = — À. 
Wenn (2) = +1 ist, so findet nur der erste dieser drei Fälle Statt, welcher 
zugleich (4) = +1 giebt; wenn ferner (4) = —1 ist, so findet nur der 
dritte Statt, welcher zugleich (5) — —1 giebt, also: 
PY. iat (TN = +1. 
Wenn (E) +1, so ist (1) +1 
I)=-—-1 ist (2)=-1. 
Wenn (1) , 80 ist (2) 
Bestimmt man die Primzahl p' in anderer Weise, und zwar so, dass 


5) =+1 und (4) =—1*) 


*) Nur an dieser Stelle wird ähnlich wie bei Legendre von der Voraussetzung 
Gebrauch gemacht, dass zu einer jeden Primzahl q von der Form 4r-+1 eine Prim- 
zahl p' von der Form 4n+3 gefunden werden kann, für welche jene quadratischer 
Nichtrest ist. (Vgl. S. 14 oben.) Kronecker. 
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ist, woraus nach den bereits bewiesenen Fällen des Reciprocitätsgesetzes 


(£)= —1 und (?) = —1 folgt, so bleiben nur die beiden Fälle 
— 2. 9! 92 DP. 23. 
1= px'-p qi, wenn (2) +1, (i) +1, 


1=pp’x’— gi, wenn (7) =—l, (1) = —] 
übrig, aus welchen folgt: 
Wenn (7) — —1, so ist (1) -— —], 


Wenn (1)- 41 80 ist (5)- 41. 


Es sei nun drittens D —pp'qq, wo p und p' Primzahlen von der 
Form 4n+3, q und q' Primzahlen der Form 4n+1 sind. Weil hier D auf 
sechzehn verschiedene Weisen in zwei Factoren zerlegt werden kann, so sind 
sechzehn Fülle besonders zu betrachten, deren erster m — 1, m'— pp'qq 
jedoch aus dem oben angegebenen Grunde wegfallt. Wählt man nun die 
Primzahlen p und p' in der Art, dass 


()=-1 (5)- +1 ()=+1, (B)=-1, 


woraus nach dem bereits Bewiesenen 


q q q q 

Ty, (L)= qT) I) _ 
folgt, so bleiben nach Ausschliessung der diesen Bedingungen widersprechen- 
den Fälle nur folgende drei bestehen: | 


1—pqgx-—pqAÀ, wenn (5) = +1, (2) — +1, (2) = +1, 

_ aeg Py. 4 (2)=--ı (Nr, 
]-—p'qx—pqX, wenn (5) = 1, (7)= 1, (1)- 1, 
]-pqx-—pqXÀ, wenn (2) = +1, (2) = +1, (2) = +1. 

Wenn nun (*) = —] ist, so findet nur der zweite dieser drei Fälle Statt, 


und man hat (7) = —1; wenn aber (2) +1 ist, so kann nur der erste 
oder dritte dieser Fälle Statt haben: der eine so wie der andere ergiebt aber 


alsdann auch (7) = +1, also: 
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' 
Wenn 4 = —], so ist I)=—-1. 
(2) (4) 


Wenn (2)- +1, so ist (1) = +1. 


Zur Vervollständigung dieses Beweises würde noch der Nachweis 
gehören, dass immer Primzahlen der Art existiren, wie sie hier als Hiilfs- 
zahlen angewendet worden sind, ebenso wie zur Vollständigkeit des von 
Legendre gegebenen Beweises noch der Beweis des Satzes gehörte, dass zu 
einer jeden Primzahl von der Form 4#+1 eine Primzahl der Form 4n+3. 
gefunden werden kann, für welche jene quadratischer Rest ist; da ich aber 
hier nicht beabsichtige, einen neuen Beweis der quadratischen Reciprocitäts- 
gesetze aufzustellen, sondern lediglich ein einfaches und genaues Schema 
des analogen Beweises der allgemeinen Reciprocitätsgesetze zu geben, so 
würde es überflüssig sein, auf den Beweis dieser Hülfssätze einzugehen, 
welcher durch die Dirichletschen Methoden ausgeführt werden kann. 

Der andere neue Beweis der allgemeinen Reciprocititsgesetze ent- 
spricht keinem der bisher bekannten Beweise für das quadratische Recipro- 
citätsgesetz; das Princip, auf welchem derselbe beruht, ist aber ebenso auf 
diesen besonderen Fall anwendbar, und liefert einen neuen und zwar sehr 
einfachen Beweis dieses Fundamentaltheorems, welchen ich hier ebenfalls 
ausführen will, um in ihm die Umrisse der betreffenden allgemeineren Un- 
tersuchung einfach und klar zu zeigen. 

Es seien p und p' Primzahlen der Form 42-3, g und q' Primzahlen 
der Form 4#+1, und r eine Primzahl, welche sich durch eine quadratische 
Form der Determinante —p darstellen lüsst, welche also der Bedingung 


= 


genügt: so wird im allgemeinen r nicht durch die Hauptklasse darstellbar 
sein, sondern durch irgend eine andere Klasse der Formen dieser Determi- 
nante. Es ist aber alsdann nothwendig eine Potenz von r durch die Haupt- 
form z’+py” darstellbar, und der Exponent der niedrigsten, durch die Haupt- 
form darstellbaren Potenz von r ist ein Theiler der Klassenanzahl der qua- 
dratischen Formen der Determinante —p, m. s. Gauss disq. arithm. art. 305. 
Diese Klassenanzahl ist aber nothwendig eine ungrade Zahl, weil für die 
Determinante —p ausser der Hauptklasse keine classis anceps existirt und 
ausser dieser einen Hauptklasse alle anderen Klassen, wenn man zu jeder 


Kummer, zwei Beweise der allgemeinen Reciprocilätsgesetse. 15 


ihre entgegengesetzte hinzunimmt, paarweise vorkommen, m. 8. Gauss disq. 
arith. art. 303. Es ist daher auch der Exponent der Potenz, zu welcher r 
erhoben werden muss, um durch die Hauptform darstellbar zu sein, noth- 
wendig ungrade. Bezeichnet man denselben mit 24+1, so hat man 


a? 4+ py? — r^r, 
und diese Gleichung als Congruenz nach dem Modul p betrachtet, zeigt, 


dass (5)- 1 sein muss, also: 
Wenn (=P )= 41, so ist (7) =41. 


Nimmt man nun erstens r= p' von der Form 4n+3, und zweitens r=q 
von der Form 4n+1, so hat man: 


Wenn (7)= —1, 80 ist (= +1, 


p ’ q 
Wenn ()=H, so ist (4) = +1. 
Es sei zweitens r irgend eine Primzahl, welche sich durch quadratische 


Formen der Determinante +g darstellen lässt, für welche also 


EET | 
ist. Es ist alsdann nothwendig eine bestimmte Potenz von r, deren Expo- 
nent ein Divisor der Klassenanzahl der quadratischen Formen der Determi- 
nante +g ist, durch die Hauptform z/—qy' darstellbar, und weil für die 
Determinante +g ebenfalls nur die eine Hauptklasse als classis anceps exi- 
stir, so ist die Klassenanzahl und folglich auch der Exponent der durch 
die Hauptform darstellbaren Potenz von r eine ungrade Zahl. Bezeichnet 
man denselben mit 2h+1, so hat man 


T'— gy’ — r^r, 
und diese Gleichung, als Congruenz nach dem Modul g betrachtet, giebt 
r 
— ) = 1, also: 
(2) 1, ale 
Wenn (1) =+1, 80 ist CT) = 41. 


Nimmt man nun r einerseits als Primzahl p von der Form 4n+3, anderer- 
seits als Primzalıl g’ von der Form 4n+1, so hat man: 
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Wenn (2) = +1, so ist (7) =+l. 
Wenn (4)=+1, so ist T). 4 1. 
(4)=+1, s ist (T) 


Die hier bewiesenen vier Fälle erschöpfen die quadratischen Reciprocitäts- 
gesetze unter je zwei ungraden Primzahlen vollstündig, weil die vier anderen - 
Fälle, nämlich: 


= 


Ney NY NEL No 
| 
| 
pe 


i] 
| 


Wenn (G)=+l so ist 


Wenn (E)=-1, 80 ist 


| 
| 
m 


Wenn (7) = —]l, 80 ist 


afc alu Bla wl 


m dm TNO 


Wenn (2)--1 80 ist 


| 
| 
L 


aus denselben unmittelbar folgen *). 

Der Vortheil, welchen dieser sehr einfache Beweis vor dem obigen 
voraus hat, dass er keine Hülfssätze über die Existenz von Primzahlen, welche 
gewisse Bedingungen erfüllen, nóthig hat, geht in dem allgemeineren Falle 
verloren, wo es sich um 4te Potenzreste handelt. Es scheint überhaupt, 
dass die allgemeinen Reciprocititsgesetze aus der von mir zu Grunde ge- 
legten Theorie complexer Zahlen ohne Anwendung solcher Hülfs- Prim- 


*) Dass, wenn (5) = +1 ist, nothwendig (5) = —] sein muss, ist hier aus 


Versehen als eine Folge der unmittelbar vorhergehenden Deduction bezeichnet worden; 
es ist dies aber gerade die erste und einfachste Schlussfolgerung, welche oben auf 
S. 12 aus der Existenz von Lösungen der Pellschen Gleichung t'—pp'w' = 1 gezogen 
worden ist. Die Benutzung der Pellschen Gleichung auch bei diesem zweiten Kummer- 
schen Beweise des Reciprocitätsgesetzes, der im Uebrigen sich nur auf die Endlich- 
keit der Klassenanzahl der quadratischen Formen stützt, ist aber auch nothwendig; 
denn nur auf die beiden Lagrangeschen Fundamentalsätze der Theorie der quadratischen 
Formen, nämlich auf die Endlichkeit der Klassenanzahl und auf die Auflösbarkeit der 
Pellschen Gleichung, kann ein Beweis des Reciprocitütsgesetzes gegründet werden, weil 
auch umgekehrt diese beiden Lagrangeschen Fundamentalsätze sich als eine Folge des 
Reciprocitütsgesetzes darstellen lassen (Monatsbericht der hiesigen Akademie vom 
12. Mai 1864 S. 294 und 295). In dem ersten auf die Lösung der Pellschen Gleichung 
basirten Kummerschen Beweise wird die Voraussetzung der Endlichkeit der Klassen- 
anzahl bei jener Voraussetzung über die Existenz von Primzahlen p' gebraucht, für 
welche eine gegebene Primzahl g Nichtrest ist. Ich werde die hier angedeutete Be- 
ziehung des Reciprocitätsgesetzes und der Fundamentalsätze der Theorie der quadra- 
tischen Formen in einem besonderen Aufsatze näher darlegen. 
Kronecker. 
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zahlen sich nicht möchten vollständig beweisen lassen; aber diese Theorie 
liefert zugleich auch den Beweis für die Existenz aller dieser Hülfs-Prim- 
zahlen, so dass der vollkommenen Strenge der Beweise durch deren An- 
wendung nichts vergeben wird. 

Die beiden neuen Beweise der allgemeinen Reciprocitätsgesetze sind 
besonders auch darum einfacher als der erste, in den Abhandlungen der 
Akademie vom Jahre 1859 gegebene, weil sie die Befrachtung derjenigen 
besonderen Art complexer Zahlen, welche ich dort als complexe Zahlen in 
s bezeichnet habe, nicht erfordern, sondern lediglich auf der Theorie der, 
aus den Wurzeln der Gleichungen o^— 1 und w’= D(a) gebildeten com- 
plexen Zahlen in w beruhen. Die Resultate der in jener Abhandlung ent- 
wickelten Theorie der complexen Zahlen in w werden daher in der gegen- 
wärtigen Untersuchung überall ihre Anwendung finden. Da dieselben aber 
für den gegenwärtigen Zweck noch nicht ausreichen, so soll diese Theorie 
zunächst noch in so weit vervollständigt und weiter ausgeführt werden, dass 
alsdann die allgemeinen heciprocitütsgesetze mit Leichtigkeit aus ihr ge- 
folgert werden können. 


S 1. 
Die complexen Zahlen iu w, deren Normen keine anderen Primfactoren enthalten, als die der 
Determinante D(«) und 1—« und Einheiten in «. 


. Die complexen Zahlen in w, welche keirten der im $ 4 der ersten 
Abhandlung über die allgemeinen Reciprocititsgesetze vom Jahre 1859 
definirten idealen Primfactoren enthalten, deren Normen also lediglich aus 
den Primfactoren der. Determinante D(a), dem Factor 1—« — o und Ein- 
heiten in « zusammengesetzt sind, stehen mit den Einheiten in w im ge- 
nausten Zusammenhange. Dieselben werden aus dem, pag. 111 der ge- 

nannten Abhandlung aufgestellten Systeme der in der Form 


(1) — &(w)*e,(w)*...8, (0) 7 
enthaltenen Einheiten abgeleitet, deren Normen gleich Eins sind, und welche 
in so fern von einander unabhängig sind, dass der Quotient je zweier der- 
selben niemals eine ote Potenz einer Einheit sein kann. 
Die in dieser Form (1.) enthaltenen Einheiten, deren Anzahl gleich 
A" ist, weil jeder der uw Exponenten a, Mr e Oya alle A Werthe 0, 1, 


2, ... 4—1 erhalten kann, haben noch eiue gewisse Unbestimmtheit an sich, da 
Journal für Mathematik Bd.C. Heft 1. 3 
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sie mit den Potenzen der einfachen Einheit e beliebig multiplicirt genommen 
werden kónnen. Wenn | 
E(w) = A+ A, w+ Aute? 4-4 A; ue) 
irgend eine dieser A^ Einheiten ist, so hat man | 
NE(w) = 1 == A! (mod. D(«)), 
also 
(A—1)(4a —1)(Aa'—1)...(Ao^ '-1)=0 (mod. D(@)). 
Wenn nun f(a) irgend ein beliebig zu wühlender Primfactor der Determi- 
nante D(o) ist, so muss nothwendig einer, und auch nur einer der Factoren 
dieses Products dureh f(a) theilbar sein, man hat daher 
| Aa'—1==0 (mod. f(e)), 

für einen bestimmten Werth des & Nimmt man nun die Einheit « E(w) 
statt E(w), so ist Ao*. der erste Coefficient der Entwickelung, welcher dem- 
nach congruent Eins ist, nach dem Modul /(«). Man kann also jede Ein- 
heit, deren Norm gleich Eins ist, durch Multiplication: mit einer passenden 
Einheit o* so einrichten, dass in ihrer Darstellung als ganze rationale Function 
von # das erste, w nicht enthaltende Glied congruent Eins ist, für irgend 
einen beliebig zu wählenden Primfactor der Determinante als Modul. 

Es sei nun E(w) irgend eine in der Form (1.) enthaltene Einheit, 
so gewählt, dass in dem Ausdrucke 


E(w) = A+A,08+A;Ww’+ + A; 0" 


das erste Glied A congruent Eins sei, nach dem als Primfactor in der 
Determinante D(«) enthaltenen Modul f(a), so hat der Ausdruck 
PE(w) = 1-+ E(w)+ E(w) E(wa)+---+E(w)E(we)... E(wa’”) 
die Eigenschaft, dass 
E(w)PE(wa) = PE(w) 
ist. Bezeichnet man diesen Ausdruck PE(w), als ganze rationale Function 
von # oder complexe Zahl in tw, mit F(w), so hat man 
(2) | E(w)F(wo) = F(w). 
Diese Gleichung würde nichtssagend sein, wenn PE(w) d.i. F(w) gleich 
Null wäre; es ist aber leicht zu zeigen, dass dieser Fall niemals eintreten 
kann. Ordnet man nämlich den Ausdruck PE(w) nach Potenzen von w, 
ohne von-der Gleichung w* = D(a) Gebrauch zu machen, so erhält man 


PE(w) = C+ Ca + Cw, + Cue) +... 
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wo 
C — 1+A+4' +44 +...+ 41, 
und man hat 
NP E(w) =C’ (mod. D(a)). 
Nach dem Modul f(«), Primfaetor von D(a), ist aber 
| A=1 (mod. f(e)), 
. und folglich | 
C=4 (mod. f(e)), 
also . 
NPE(w) =." (mod. f(o)). 
Da nun die Norm von PE(w) nicht congruent Null ist, nach dem Modul 
f(@), so kann sie auch nicht gleich Null sein, und es kann darum auch 
PE(w), d.h. F(w) selbst nicht gleich Null sein. 

Wenn nun die complexe Zahl F(w) irgend einen der definirten idealen - 
Primfactoren g(w) enthält, so zeigt die Gleichung (2.), dass auch F(wa) 
denselben enthalten muss, und wenn w in wa, wa’, ... verwandelt wird, 
dass auch alle zu F(w) conjugirten complexen Zahlen denselben enthalten 
müssen. Es muss darum F(w) ausser dem idealen Primfactor g(w) auch 
alle zu demselben conjugirten enthalten, welche sich zu einem complexen 
Factor in «e zusammensetzen. Weil in derselben Weise alle in F(w) ent- 
haltenen definirten idealen Primfactoren sich zu complexen Factoren in a 
zusammensetzen, so hat man 


| (3.) F(w) = Fla)F,(w), 
wo F,(w) keinen definirten idealen Primfactor weiter enthält. Wenn nun 
Ya) eine wirkliche complexe Zahl in « ist, so muss auch F,(w) eine wirk- 
liche complexe Zahl in # sein; wenn aber *7/(o) ideal ist, und h bezeichnet 
die Klassenzahl der idealen Zahlen in e, so ist (o)' wirklich, und darum 
auch F,(w) wirklich. Die Gleichungen (2.) und (3.) geben alsdann 
| E(wy F,(wa)’ = F,(w)". 
Bestimmt man nun die Zahlen ¢ und & so, dass 
hk = 1+4 

ist, welches stets möglich ist, weil À nicht durch 4 theilbar, und erhebt zur 
kten Potenz, so wird | | 

E(w)' +" F, (wa) = F(w)". 

g* 


90 . Kummer, zwei Beweise der allgemeinen Reciprocilütsgeselze. 


Es ist nun E(w)", als Ate Potenz einer Einheit, deren Norm gleich Eins 
ist, zugleich eine ote Potenz einer solchen Einheit, man kann daher setzen: 
E(w) | 
E, (wa) ’ 





E(w)" = E, (w)*! = 


man hat demnach 
F(we)* _ Fw)" 





E(w) 





Ej(we) ^ Eu)” 
und wenn 
Fw) _ 
EG) 700) 
gesetzt wird: 
(4) E(w) d(wa) = Aw), E(w) = uy. 


wo Z(w) eine wirkliche und ganze complexe Zahl in w ist, welche keinen 
definirten Primfactor enthält, und welche von allen Factoren in «, den 
wirklichen, so wie den idealen befreit anzunehmen ist. Man hat daher fol- 
genden Satz: | 

I. Jede Einheit E(w), deren Norm gleich Eins ist, lässt sich als 
Quotient zweier conjugirten, wirklichen Zahlen A(w) und 4(we) darstellen, 
deren Normen keine anderen Factoren enthalten, als die der Determinante 
D(a) und ausserdem 1—a und Einheiten in a. 

Zu bemerken ist noch, dass, wenn E(w) eine der 4“ in der Form (1.) 
enthaltenen Einheiten ist, /(w) niemals eine Einheit sein kann, deren Norm 
gleich Eins ist. 

Um die complexen Zahlen 4(w) noch näher zu bestimmen, setze ich: 


A(w) = B+ Byw+ B,w’+---+ B, w^, 
E(w) A+ A,w+ Aw?! +--+ A; w^, 
E(w) d(wa) = C+ Cut 4 Cw! +--+ Ci uw. 


I 


Die Ausführung der Multiplication ergiebt alsdann: 
C = AB+w'(A,B,,0-'+ A,B, +... +4, SB o), 
C, = AB,a+A,B+w(A,B, ;a*71+...+ 4, Bo), 
C, = AB, @ + A, Bio 4- A,B+w'(A;B,_,0''+-»+ A B0), 
etc. etc. | 


Die Gleichung (4) giebt demnach folgendes System von A Con- 
gruenzen für den Modul #° = D(o):. 
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(A —1)B =: 0, | 
(Aa —1)B,+ A,B == 0, (mod. D(a)). 
5.) $(Ae?—1)B,+ A, Ba + A,B = 0, 

rar an mer B= 0, 





etc. ete. 


Es seien nun eben so, wie im § 9, pag. 86 der früheren Abhandlung: f(a), 
fi(e), ... f--1(@) die verschiedenen, in der Determinante D(a) enthaltenen 
Primfactoren, und 


D(a) = E(e).K(ey".f (e)... f (2). 


u^ = e(a) f(a)” = O(a), 
= ef" = de) 


ui ace NO SOUS = 3. (e), 
E(c) = e(a)e,(«)...e,_,(@), D(a) =d(a)d,(æ)...d, (a), en = uu,...u, , 


wo die Exponenten m, m, ... m, , nicht dureh 4 theilbar sind, und nur 
solche Werthe haben, dass die Factoren der Determinante d(a), d,(a), ... 
Ó, (c) alle einzeln wirklich sind, auch für ideale Primfactoren /(«), fi(o), ... 
f r-1 (a). 

Wenn die Congruenzen (5.), welche für den Modul D(a) gelten, in 
Beziehung auf den Factor d,(«) oder den Primfactor f,(«) aufgefasst werden, 
so muss, wie oben gezeigt worden, eine der Zahlen 4—1, A«—1, ... Au’"—1, 
und nur eine durch /,(c) theilbar sein. Diese eine sei A@”—1, so ergeben 
die Congruenzen (5.), dass die ersten #, Coeffivienten 

: B, B, ... Bun 
alle dureh d,(«) theilbar sein müssen, dass aber der Coefficient B, nicht 
durch f,(c) theilbar sein kann, weil sonst alle Coefficienten von 4(w) durch 
f.(@) theilbar wären, und darum 4(w) selbst diesen complexen Factor in 
« enthalten würde. 

Da nun die s ersten Coefficienten des .7(:) durch 9 (o) = w^ theilbar 
sind, der (n+1)te aber nicht durch f(e) theilbar, ferner die », ersten Coef- 
ficienten durch d,(œ) = wi theilbar, der (n,+1) aber nicht durch fı («) theil- 
bar u. s. w., so kann man aus /(w) die Factoren w", wr, u. 8. w. heraus- 
heben, und erhält demnach: 


Ferner sei 
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6, IE, = w.w...u, 7, f M, .. M4), 
wo fu, 1... », ,, eine aus den Irrationalitäten w, «,, ... w, , gebildete 
complexe Zahl von folgender Form iat: 


47 * EN ke i—n, i-*,. | 
€, fu, W,. ecc #,_;) — Z,a,u . 8, e PN, 


für k — 0. 1. 2. ... 4-1. und k—»|, ik—»|,.... 'k—nm, ,; die kleinsten 
nicht negativen Reste der Zahlen k —5, k — 5$. ... k—n, ,. nach dem Modul 
4 bezeichnen. und wo die Norm von f/u, wu, ... #,_,) keinen der Primfactoren 
der Determinante f‘c). fi(a). ... f,_.(a) weiter enthält, also nur noch aus 
einer Potenz von ç und einer Einheit E(«) bestehen kann: man vergleiche 
pag. 86 und 87 der früheren Abhandlung. _ 

Nach der oben für die Einheit E(w) festgesetzten Bestimmung ist 
A-—1 durch f(a theilbar und darum # — 0. man hat also 


ny —] 


dab, = ww...“ f(a, m. ... %,_,) 
und 
N) = d (r7 one (are (a), (a) 


' wenn &(0), &, £a), ... & fa) ein vollständiges System von Fundamental- 
einheiten in « bezeichnen. Sucht man nun für jede der 4" verschiedenen, 
in der Form (1., enthaltenen Einheiten die zugehörige complexe Zahl 4 (t). 
so erhält man 4" solche Zahlen /(w), welche alle wesentlich von einander 
verschieden sind, in der Art, dass in den Normen derselben die Exponenten 
B, By. Ba, kh, ©, 06, ... €, , nicht nur nicht gleich, sondern auch nicht 
alle congruent sein können, nach dem Modul 4, oder was dasselbe ist, dass 
der Quotient der Normen zweier solcher Zahlen nicht eine ate Potenz 
sein kann. 

Es seien. E(w) und E,(w) zwei verschiedene Einheiten der Form (1.) 
und 4(w) und 4,(w) die ihnen zugehörigen complexen Zahlen, so dass 


E(@) = quay Fil) aue? 








sei ferner 
E(w 
80 ist E,(w) ebenfalls eine in der Form (1.) enthaltene Einheit. Dieselbe gebe 


Eile) = Ze) 
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so hat man 
4 (wa) d,(we) _ 4, (0)4,(0). 
d (ta) u I(w) 
Da dieser Ausdruck ungeändert bleibt, wenn w in wa verwandelt wird, so 
folgt wegen der Irreductibilität der Gleichung w’—-D(«e)=0, dass er eine 
symmetrische Function aller Wurzeln dieser Gleichung sein muss und darum 
eine complexe Zahl in a, welche jedoch auch eine gebrochene sein kann. 


Es ist demnach 





4,(w)4,(w) _ 
AAC = Ya), 


und hieraus folgt 
NA, (w)NA,(w) = Flo! NA(wv). 

Wire nun der Quotient der Normen N/(w) und N4,(w) einer Aten 
Potenz gleich, so müsste auch N4,(w) eine Ate Potenz sein, und zwar die 
Ate Potenz einer ganzen complexen Zahl in o, und weil N4,(w) dieselbe 
Form hat, wie N Z(w), nämlich 

NA,(w) = 0,(a)"...0,_,(a)"" "era a (a)... (a) ^^, 


so müssten die Exponenten m, ... n,_,, A, c, 0... c,., alle einzeln durch A 
theilbar sein. Da die Exponenten s, n,, ... », , kleiner als À sind, so 
müssten diese nothwendig gleich Null sein. Was den Exponenten k be- 
trifft, so müsste dieser ebenfalls gleich Null sein. Um dieses letztere voll- 
ständig zu beweisen, setze ich die complexe Zahl Z,(:w) in die Form: 


4,(w) = G--G,(1—w)4 G,(1— wy t ---G, (1— wy. 
Wenn nun G, der erste nicht durch o theilbare Coefficient dieser Form ist, 
so hat man: 


4,(w) = (1—-w) B(w)+0 P(w), 


Po) = G.+G(l—-w)+...+G(1—w) it, 
also NŒ(w) nicht durch o theilbar. Aus dieser Form des 4,(w) folgt 
N4,(w) = NA—w)N@(w) (mod. o^, 
also NA,(w) enthält den Factor o genau ebenso oft, als N(1—»w), also 
genau i-mal, und weil ¢< 4 ist, so folgt, dass N24,(w) den Factor o nur 
dann mehr als (4—1)-mal enthalten kann, wenn 4,(w) selbst den Factor e 
enthält, welcher Fall dadurch ausgeschlossen ist, dass 4,(w) überhaupt 
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keinen Factor in « enthalten soll. Es folgt hieraus, dass k, welches durch 
À theilbar und kleiner als 2 sein muss. nur den Werth Null haben kann. 
Man hat demnach 

N4,(w) = E(aYy. 
4,(w) 
E(a) 
mit E(w) bezeichnet wird, so hat man 


und wenn 





als ganze complexe Zahl, deren Norm gleich Eins ist, 


| _ A,(w) _ E(tr) _ o 


Die Einheit E.(w) ist also nothwendig eine ete Potenz einer Einheit, woraus 
folgt. dass, wenn der Quotient der Normen N4(w) und NZ,(w) eine ste 
Potenz ist, der Quotient der entsprechenden Einheiten E(w) und E,(w) eine 
ete Potenz einer Einheit ist, und folglich E(w) und E,(w) nicht zwei ver- 
schiedene Einheiten der Form (1.). 

Die 4“ wesentlich verschiedenen complexen Zahlen .4(w), welche 
man aus den À“ verschiedenen Einheiten der Form (1.) erhält, haben alle 
die Eigenschaft, dass sie den einen Primfactor f(«) der Determinante D(a) 
nicht enthalten. Will man diesen Primfactor ebenfalls in den Normen zu- 
lassen. so hat man nur jede der 2" Zahlen Z(w) mit den Grössen 1, w, 
t£, ... w/^ zu multiplieiren, wodurch man 2"*' Zahlen Z(t) erhält, deren 
Normen von der Form 


(8)  N4(w) = da) J, (a)"...0,_4 (o) 1 o* a^ &(e)^... &u-ı (e) «3i ; 


nur verschiedene. d.i. nach dem Modul 4 nicht eongruente Exponenten 
Jd, M... Boa, kh, €, 0, ... ©, haben, und welche die Eigenschaft be- 
sitzen, dass | 
A (w , 
po = E(w) 
gleich einer Einheit ist, deren Norm gleich Eins ist. Da nur 4"*' wesentlich 
verschiedene complexe Zahlen 4(w) existiren, welche aus den Einheiten 
der Form (1.) erzeugt werden können, und da die in N4(w) enthaltenen 
u+l+r Exponenten s, m, ... n.a, Ay €, Ci, ++. Ci 4"''" verschiedene, 
nach dem Modul 4 nicht congruente Werthverbindungen zulassen, so folgt, 
dass diese nicht alle Statt haben können, sondern dass unter diesen Expo- 
nenten gewisse einschränkende Bedingungen Statt haben müssen, welche 


jetzt entwickelt werden sollen. 
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Wenn man die Zahl Z(w), deren Norm den bei (8.) gegebenen Aus- 
druck hat, mit e multiplicirt, wo », der Exponent der in der Norm ent- 
 haltenen Potenz d ist, so wird w^ "4(w) durch d,(«) theilbar; wenn nun 

0" Qo) 

à, (a) 

gesetzt wird, so kommt in der Norm von Z'(t) der Factor d,(«) nicht vor, 
und die Exponenten der Potenzen von 9(o), 0,(c), ... 0, ,(c), mit Ausschluss 
von O,(c) werden A+n—n,, À-Fm—n, ... ÀA-Fn, ,—n, Nimmt man nun in 
Beziehung auf den in 0,(a) enthaltenen Primfactor f,(«) den Index, welcher 


durch Ind, bezeichnet werden soll, so dass allgemein für jede complexe 
Zahl (a) 





= 4(w) 


N f, (a)—1 (a) à 
q(a) } = Fes) == a” s (4) (mod. f.(a)) 


ist, und bemerkt, dass die Norm einer jeden complexen Zahl in # in Be- 
ziehung auf jeden Primfactor der Determinante D(«) einer Aten Potenz con- 
gruent, also der Index derselben congruent Null ist (mod. 2), so erhält man: 


9) 0 = (n—n,)Ind,O (o) J- (», —n,)Ind,d,(@)+---+(n,_,—n,)Ind,d,_,(e) 
+ kInd,e+ c Ind, (o) + c, Ind, (@)+---+c,_,Ind,e,_,(e) 


nach dem Modul A, welche Congruenz, da s die Werthe 0, 1, 2, ... r—! 
haben kann, ein System von r Congruenzen repräsentirt. 

Wenn diese r Congruenzen so beschaffen sind, dass eine Anzahl r 
der Zahlen s, n, ... 2,1, k, c, c, ... c, , dureh die «+1 übrigen voll- 
ständig bestimmt wird, d. h. wenn diese r Congruenzen nicht identisch und 
von einander unabhängig sind, so bleiben von den u+r+1 Exponenten 
nur #+1 beliebig, die Anzahl aller verschiedenen Normen von der Form 
(8.) ist alsdann gleich 4^*', und da dieses genau die Anzahl aller wesent- 
lich verschiedenen complexen Zahlen /(w) ist, welche aus den Einheiten 
der Form (1.) erzeugt werden können, so folgt, dass diese alle in der That 

als Normen von complexen Zahlen in w darstellbar sein müssen. 
| Man hat demnach folgenden Satz: | 

IL Wenn die Determinante D(a) = 0(a).0,(a)...0,_,(@) r verschiedene 
Primfactoren f(a), f\(@), ... f... (e) enthält, und 


O(a) = e(a) f(a)”, ó, (e) — €i (e) fi Co)", E 


wo die Exponenten m, m,, ... m, , nicht durch À theilbar, und so beschaffen 
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sind, dass à (c), 0,(@), ... wirklich sind, auch für ideale Primzahlen f (a), fı(@), ..., 
so sind alle complexen Zahlen der Form 


a)".d,(a)"...d,_ (a) "tot ae, (a)... aot (ey. 


in welcher die Erponenten n, n, ... n, ,, k, e, Cy, ... c, , dem Systeme der 
r Congruenzen 


0 = (n—n)Ind,9(o)-F (2, —n,)Ind,d,(@)+---+(n,_,—n,)Ind,d,_,(e) 
+ KInd,o J- cInd,(«) c Inde, («) - + c,_,Ind,e,_ı(e), 


nach dem Modul 4, für s — 0, 1, 2, ... r—1 genügen, unter der Bedingung, 
dass diese r Congruenzen nicht identisch und von einander unabhängig sind, 
als Normen con wirklichen compleren Zahlen in w darstellbar, und diese lassen 
sich in die Form : 


Aw) = w'up...u, 5 f(a, U... %,_1) 


selzen, in welcher Nf(u,u,...%,_,) nur eine Potenz con 9 und Einheiten in 
« enthält. 


Ed 


) 2. 
“Die idealen Ambigen M complexen, Zahlen in te. 
Eine ideale Zahl in w, welche ihren conjugirten äquivalent ist, soll 
eine ideale Ambige in dieser Theorie der complexen Zahlen in w genannt 
werden. 

Wenn q(w) eine Ambige ist, also ¢(w) üquivalent (wa), und all- 
gemein ¢(w) äquivalent g(a"), und es ist w(«) irgend eine ideale Zahl in 
a, so ist v(e)q(t) ebenfalls eine Ambige; wenn daher die Anzahl der nicht 
üquivalenten Klassen der idealen Zahlen in « gleich À ist, und 


| ye), ld, Yale), na 
sind die Repräsentanten der % verschiedenen Klassen, so sind 
v(a)q Qo), vn(o)q o), --- Yu) p(w) 
h nicht äquivalente Ambige, welche alle zu einer und derselben Gruppe 
gerechnet werden sollen, weil man nur eiue derselben zu kennen braueht, 
um alle übrigen dieser Gruppe zu haben. 


Es sei nun g(#w) eine ideale Ambige, welche von jedem idealen 
Faetor in « befreit angenommen werden soll, so giebt es einen idealen 
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Multiplieator y(w), welcher die beiden äquivalenten idealen Zahlen q(w) 
und (we) zu wirklichen macht, und man hat 
y(w)g¢(w) = G(w), 
y(w)p(wa) = Go), 

wo G(w) und G,(w) wirkliche complexe Zahlen in w bezeichnen, welche 
in Betreff der Einheiten, die sie enthalten können, ganz unbestimmt sind, 
so dass ihnen Einheiten nach Belieben zugefügt werden können. Die Norm 
von G(w) und die Norm von G,(w) enthalten genau dieselben idealen Fac- 
toren in w; dieselben können sich daher nur durch eine Einheit unterscheiden, 
welche eine Einheit in « sein muss, weil diese Normen complexe Zahlen. 
in « sind. Man hat daher 

NG,(w) = E(a)NG(w), . 
und weil die Normen von wirklichen complexen Zahlen in w in Beziehung 
auf jeden Factor der Determinante D(c«) Attn Potenzen congruent sind, so 
erhält man hieraus E(«) einer Aten Potenz congruent, nach dem Modul 
f‚(@), und wenn man den Index in Beziehung auf den Primfactor f,(«) 
anwendet: | 

Ind,E(«) == (mod. A), 
oder wenn E(«) durch die Fundamental-Vinheiten ausgedrückt wird: 

E(a) = we(a)"...e,_, (a), 
‘80 hat man 
(1) 0 =eInd,(@)+e,Ind,e,(¢)+---+¢,_,Ind,e,_,(@) (mod. 4), 
für s=0, 1, 2, ... r-1. Es soll nun angenommen werden, dass die De- 
terminante D(a) so beschaffen ist, dass das System der r. Congruenzen bei 
(9.) im $ 1 ein unabhängiges ist, alsdann lassen sich, nach dem daselbst 
bewiesenen Satze, alle complexen Zahlen der Form 
Ó (e). 0, (e)"...0, (e) of a’ &, (a)... (a) ^^, 
welche diesen Congruenzen genügen, als Normen von wirklichen complexen 
Zahlen in w darstellen. Nimmt man nun s — t, =-:-=n,_,=0 und k=(, 
so genügt die Einheit E(c), wie die Congruenzen bei (1.) zeigen, jenen 
Congruenzen bei (9.) § 1, darum muss die Einheit E(«) sich als Norm 
einer wirklichen complexen Zahl in w darstellen lassen, welche hier nur 
eine Einheit in w sein kann; man hat daher 
E(a) = NE(w). 
4* 
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Verbindet man nun die Einheit E(w) mit der wirklichen complexen Zahl 
G(w), und schreibt einfach G(w) statt E(w)G(w), so hat man 

(2) NG(w) = NG,(w), 
also | 


Aus diesem Quotienten, dessen Norm gleich Eins ist, wird nun der Ausdruck 
(£@)) 21 G(w) ae 4 4 6(w)G(wa)...G(wai-?) 

G(w)! ~~" Go)" G,w)G,(wa) ^ — " G,(w)G, (wo)... G, (war?) 
gebildet, welcher, wenn N@G,(w) = B als gemeinschaftlicher Nenner aller 
Glieder genommen wird, in die Form 

p( 80") _ AFCe) 
PG (w) 
gesetzt werden kann, wo A und B ganze " wirkliche complexe Zahlen 
in « sind, und F(w) von jedem nur « enthaltenden Factor befreit genommen 
werden soll. Die identische Gleichung 
G(w) p (Sem) p( Sw.) 
G, G(w) G Goa) G (oy? 








giebt alsdann 
(3) | G(w)F(wo) = G,(w)F(w). 
Erhebt man diese Gleichung zur hi!" Potenz und setzt 
Pa = Bla), pe" = o) 
so sind d(w) und ¥(w) wirkliche complexe Zahlen, und man hat 
G (w)^ = "(w)d(w)s(u), 
G,(ic)^ = "T(w)d(woa)n(v), 
wo e(w) und &(w) beliebige .Einheiten sind. Die Gleichung (3.) giebt 
demnach, wenn der gemeinschaftliche und wirkliche Factor #(w) hinweg- 
gehoben, und 
& (t5) 


(ro) = e(w) 
b(w)F(wa)” = (wa) F(w)" e(w). 
Nimmt man auf beiden Seiten die Normen, so erkennt man, dass die Ein- 
heit e(w) eine solche ist, deren Norm gleich Eins ist; man hat daher 


e(w) = ER 


gesetzt wird: 
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wo 4(w) keinen definirten idealen Factor enthält, und wenn dieser Aus- 
druck der Einheit eingesetzt wird, so ist 
F(wa)^4(wa) _ F(w)"4(w) 
^ Q(wa) d(w) 

Weil der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung bei der Ver- 
wandlung von w in we ungeändert bleibt, so folgt in derselben Weise, wie 
in dem analogen Falle im vorigen Paragraphen, dass derselbe nur eine 
complexe Zahl in « sein kann, und wenn diese mit C bezeichnet wird, so 
hat man 








F(w)" 4(w) = CP(w). 


Da die Ambige y(w) frei von jedem, auch idealen Factor in « angenommen 
worden ist, so enthält auch @(w) = q(w)" keinen complexen Factor in o; 
es muss darum C eine ganze complexe Zahl in «o sein; denn enthielte es 
einen Nenner, so müsste derselbe sich gegen ®(w) hinwegheben, welches 
unmöglich ist. Weil ferner d»(w) nur definirte ideale Primfactoren enthält, 
aber 4(w) keinen solchen, so muss F(w)" durch &(w) theilbar sein, und 
folglich F(w) die ideale Ambige Y(w) als Factor enthalten. Setzt man 
F(w)"* 
Br) 





= F;(w), 


so hat man 
F(w)I(w) = C, 


woraus weiter folgt, dass, wenn F,(w) noch definirte ideale Primfactoren 
enthielte, diese sich zu complexen Zahlen in « zusammensetzen müssten. 
Es kann darum auch F(w) ausser der Ambigen g(w) keine anderen de- 
finirten idealen Factoren enthalten, als solche, welche sich zu complexen 
Factoren in @ zusammensetzen; fügt man diese nun der Ambigen œ(w) 
hinzu, wodurch man eine andere Ambige derselben Gruppe erhält, so ist 
diese ideale Ambige in F(w) enthalten, und ausser dieser kein anderer de- 
finirter idealer Factor. Man hat daher den Satz: 

I. Wenn die Determinante D(«) so beschaffen ist, dass die r Con- 
gruenzen (9.) $ 1 nicht identisch und von einander unabhängig sind, so ist 
jede ideale Ambige p(w), bei passender Wahl der idealen Zahl in o, mit 
welcher sie behaftet sein kann, in einer wirklichen complexen Zahl F(w) ent- 
halten, weiche ausser dieser Ambigen keine anderen definirten idealen Fac- 
toren enthält. | 
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Hat man eine wirkliche complexe Zahl F(w) gefunden, welche die 
ideale Ambige g(w) und ausser dieser keine anderen definirten idealen 
Factoren enthält, so kann man aus derselben sogleich eine ganze Reihe 
anderer herleiten, welche dieselbe Eigenschaft haben, nämlich dadurch, dass 
man die Zahl Fa) mit den 4"'' wirklichen complexen Zahlen 4(w) mul- 
tiplicirt, welche. keine definirten idealen Primfactoren enthalten. Wenn die 
r Congruenzen (9.) $ 1 erfüllt werden können, ohne dass k= 0 sein muss, 
so giebt es unter den 4^"*' Zahlen Z(w) auch solche, deren Normen Alle 
verschiedenen Potenzen von o enthalten. Wenn ferner die Norm von F(w) 
den Factor og genau r-mal enthält, und man multiplicirt F(w) mit einer 
Zahl Z(ic), deren Norm den Factor 9 genau (A—r)-mal enthält, so enthält 
die Norm von Z(w)F(v) den Factor o genau A-mal, woraus folgt, dass 
Z(w)F(w) durch o theilbar sein muss, und wenn dieser Factor hinwegge- 
hoben wird, so hat man eine, die Ambige q(w) enthaltende Zahl, deren 
Norm den Factor o nicht enthält. 

Die Gleichung (3.) 

G(w)F(wo) = G,(w) Fo), 


welcher jede, eine Ambige enthaltende wirkliche Zahl F(w) genügt, wird 
dureh Multiplieation mit 
G, (wo) G, (ie)... G (wat!) 
in folgende Form gebracht: 
(4)  H(c)F(wo) = KF(co), 
wo K=NG,(w) eine complexe Zahl in « ist, welche keinen Factor der 
Determinante D(e) und auch keinen Factor o enthält. Setzt man .nun 
Hav) = Ac Au Ane ++ A, i, 
F(w) = B+ Bw+ Bw’ +--+ B; qu^ 
so erhält man aus der Gleichung (4°) in derselben Weise wie oben bei (5.) 
$ 1 die Congruenzen 
(Ac —K)B = 0, 
(Aa —K)B,+A,B = 0, (mod. D(a)) 
(9) )(Aa?—K)B,+A,B,a + A, B = 0, 
(Ad — K) B,-- A,B,c’+ A,B, a+ A, B = 0, 
etc.. ete. | 
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aus welchen eben so wie oben geschlossen wird, dass F(w) die Form 
F(w) = w'ur...u f(a, U... uu) 

hat, wo die Norm von fiu, u, ...%,_ı) keinen Factor der Determinante 
D(«) enthält. Hat man nun F(w) so gewählt, dass die Norm dieser Zahl 
den Factor o nicht enthält, welches, wie gezeigt worden ist, immer geschehen 
kann, wenn das System der Congruenzen (9.) $ 1 unabhängig ist, und nicht 
nothwendig k=0 ergiebt, so enthält f(u, u, ...%_,) nur alle in F(w) ent- 
haltenen definirten idealen Factoren, also genau die in F(w) enthaltene 
Ambige, welche somit als wirkliche complexe Zahl in w, u,,...u,-, darge- 
stellt ist. Man hat also folgenden Satz: | 

ll. Wenn die r Congruenzen bei 19.) S 1 nicht identisch und unab- 
hängig sind, und wenn dieselben erfüllt werden können, ohne dass k = 0 ist, 
so ist jede Ambige, wenn die ideale Zahl in a, mit welcher sie behaftet sein 
kann, passend gewählt wird, als wirkliche complere Zahl in u,u,,...“%,_, dar- 
stellbar. 


§ 8. 


Die Bedingungen, unter welchen die Exponenten derjenigen Potenzen, zu welchen die idealen Zahlen 
in w erhoben werden müssen, um wirkliche Zahlen in w,",,...v, , zu werden, nicht durch 4 
theilbar sind. ' 


Wenn es eine ideale Zahl in : giebt, welche zu einer Potenz, deren 
Exponent durch 2 theilbar ist, erhoben werden muss, ume als wirkliche com- 
plexe Zahl in w, &,... &, , darstellbar zu sein, so muss es auch eine ideale 
Zahl in w geben, deren Ate Potenz in dieser Weise als wirkliche Zahl dar- 
stellbar ist; denn wenn f(x) eine ideale Zahl ist, deren kite Potenz als 
wirkliche Zahl in w#,a,,...u,_, darstellbar ist, aber keine niedere, so ist 
offenbar f(wY eine ideale Zahl, deren Ate Potenz diese Eigenschaft hat. 

Es sei nun (x) eine ideale Zahl, deren ate Potenz als wirkliche 
Zahl in s, », ... u,_, darstellbar ist. ohne dass sie selbst in dieser Weise 
dargestellt werden. kann, so haben die conjugirten Zahlen (ra), q (wo), ... 
offenbar dieselbe Eigenschaft. Bildet man nun folgende Reihe von idealen 
‘ Zahlen: 

| pi(w) = p(w) "p (wa), 
ay Le = nrw) 

pa) = pw)" p(wa), 
etc. ete. 
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so hat man allgemein für jeden Werth des n: 


n(n—1) —2 
) Cd — (4—1)* 


paleo) = quy wa)” eua") qoo?) 
und wenn s — À genommen wird, so hat man ¢,(w) gleich einer Aten Potenz 
einer complexen Zahl, welche nur aus den conjugirten idealen Zahlen q(w), 
q (wo) p(wa”), ... zusammengesetzt ist. Es ist daher q;(w) als wirkliche 
Zahl in u, w,, ... vu, , darstellbar. 

Da nun in der Reihe der complexen Zahlen 


9 (eo), Pi (1t), P2(w), coer p(W) 

die erste als wirkliche Zahl in v, u,, ... %,_, nicht darstellbar, die letzte 
aber als solche darstellbar ist, so muss eine bestimmte Zahl dieser Reihe 
die erste sein, welche diese Eigenschaft besitzt. Dieselbe sei q,,,(w), 80 
ist q,(w) nicht als wirklich in #,#,,...",_, darstellbar, aber ¢,(w)*— q, (wa) 
ist darstellbar. Weil ferner die Ate Potenz einer jeden wirklichen complexen 
Zahl in u, u, ... %_, eine wirkliche complexe Zahl in w ist, so ist q,(w)* 
eine wirkliche Zahl in w, und weil q,(4£0)97? eben so wie q,(w)^^ q, (we) 
als wirklich in «, w,, ... s, , darstellbar ist, so ist auch das Product der- 
selben, nämlich q, (27)^^! q, (wa), eine wirkliche complexe Zahl in wu, u, ... 9, ,. 
Setzt man nun einfach f (we) statt «, (i0), so hat man: 
(fey = Go, 
| fiw)?" fice) = Ga, uu, 
wo G(w) und G, (u, 4... 9, 4) beide wirklich sind. Die Normen dieser 
beiden complexen Zahlen sind, wie die Gleichungen (1.) zeigen, genau aus 
denselben idealen Factoren zusammengesetzt; dieselben können sich also 
nur durch Einheiten unterscheiden, welche nothwendig Einheiten in « sein 
müssen, da diese Normen selbst complexe Zahlen in « sind. Man hat also 

(3. . E(e)NG(w) = NG, (u, u, ... %_ı). 
Nimmt man nun 

G(w) = A+ Aw + Aw Heer Aw", 

Gi, (u, u, ... 8, 1) = au Lu rm 
so hat man in Beziehung auf den Modul 0,(@) oder f,(«) 
NG(w) = A, NG,(uu,...4.) = 4.0 Cr) (a) 7"... 9, (a) tr. 
also 


(2.) 


E (a) A’ == ai O(a)" . J, (a) . D (e) 7r 
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und wenn man die Indices nimmt in Beziehung auf f,(a): 
(4) Ind,E(e) = (n—n)Ind,d(o)+(n,—n,)Ind,d,(®)+---+(n,— n,_,)Ind,d,_,(e), 
nach dem Modul À, für $—0, 1,2, ... r—1. Drückt man die Einheit E (a) 
durch die Fundamental-Einheiten aus: 

E(a) = «e,(a)"8,(a)"...8, (le) #7! 
so stimmt dieses System von r Congruenzen mit dem Systeme bei (9.) § 1 
für den besonderen Werth = 0 vollständig überein; also wenn die Deter- 
minante D(a) so beschaffen ist, dass dieses System ein unabhängiges ist, 
so giebt es eine complexe Zahl ./(w) von der Art, dass 

A(w) = vu. us E(u,u,... t, 4) 
und 

N4(w) = O(oy.0,(o)"...0, , (a) "^ E(a). 

Die Gleichung 


i 


NE (a, a, ... %,_ı) E(@), 


mit (3.) verbunden, giebt 


G,(u, u, «66 4,1) 
NG(w) = Noten Meow), 
(w) « NE(u,u,,... Up 1) 7? 
ferner ist w"ur...u, 7, G, (uu... u, ,) eine wirkliche complexe Zahl in «, 
und diese, durch 4(w) dividirt, zeigt, dass 


G,(u, UTERE H, 1) 


—— See —— — — 


E(t, u,, ... u, 1) 
ebenfalls eine wirkliche complexe Zahl in w ist, und zwar eine ganze, 
weil der Nenner dieses Bruches nur eine Einheit ist. Setzt man nun 


G,(u,u, on) .. 
E(uw, wa) 7 (0. 





so hat man 
NG(w) = N&G,(w), 

und | | | 

fo) f(we) = E(u,u,... u, ))G Qo). 
Weil f(w)"-!f(wc), als wirkliche complexe Zahl in #, m4, ... #,_, nur durch 
die idealen Factoren bestimint ist, welche sie enthült, so kann man der- 
selben beliebige Einheiten in w, »,, ... w, , hinzufügen, oder von derselben 
wegnehmen; man kann daher die Einheit E(w,w,....w, ;) weglassen, und 
hat so in G,(w) eine wirkliche complexe Zahl in w, welche genau dieselben 
idealen Faetoren hat, als f(x)" f (wo). 
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Die beiden Gleichungen 
f(c)* = Glw), 
Fa? fee) = GG) 
zeigen, dass /(w) üquivalent f(we) ist, da beide mit f(w)”-" multiplicirt 
wirklich sind, dass also f(z) eine Ambige ist. Nach dem Satze II. $ 2 ist 
also, unter den daselbst angegebenen Bedingungen, . f(w) als wirkliche 
complexe Zahl in #, #,, ... w,_, darstellbar, woraus folgt, dass es überhaupt 
keine ideale Zahl f(ec) giebt, welche zur it" Potenz erhoben als wirklich 
in 2, #,, ... #,_, dargestellt werden kann, ohne selbst eine wirkliche Zahl 
in %, Wj, ... %,_, Zu sein. Also: 

Wenn die r Congruenzen (9.) § 1 nicht identisch und unabhängig sind, 
und wenn dieselben erfüllt werden können, ohne dass k nolhwendig gleich Null 
ist, so sind die Erponenten der niedrigsten Potenzen, zu welchen die idealen 
Zahlen in w erhoben werden müssen, um zu wirklichen complexen Zahlen in 
U, Un... U,_, 3% werden, niemals durch À theilbar. 


I 


. | 4, " 
Zweiter Beweis der heme Reciprocitatsgesetze. 
Es sei Z(w) eine von den 4“+' verschiedenen wirklichen complexen 
Zahlen, welche im § 1 vollständig behandelt worden sind, und zwar sei es 
eine solche, deren Norm den Factor o hicht enthält, so ist 


(1) | N4(w) = I(a)"d,(@)"...0,_, (Ele)... 
und die Exponenten #, m, ... m1 €, Cıy ... €,., genügen den r Con- 
gruenzen: 
2) ( 029 (n-n)Ind,d(a)+(n, — n) Ind, 9, (c) ------F- (2, ., — 2 )Ind,9,. ,(«) 
| + elund,(@)+ e, Ind,e(@)+---+c,_, Inde, (e), 
mod. 4, für s — 0, 1, 2, ... r—-1. Nach dem Satze II. $ 1 sind dies auch 
die einzigen Bedingungen, denen diese Exponenten unterworfen sind, sobald 
dieses System von r Congruenzen ein unabhängiges ist. 

Setzt man für J(@), d,(«), ... ihre Werthe e(a)f(«)”, e, (ef (a TEUER 


in welchen die Primzahlen f(«), f,(@), ... in der primären Form angenommen. 
werden sollen, und setzt ausserdem der Kürze halber 


a’e,(@)"...€, (0) "7" = Ele), 
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so kann man die r Congruenzen (2.) auch so darstellen: 

3) 0= Z(n—n)m,Ind,f, (o) + Z(n, —n,)Ind,e,(c)-- Ind, E(), 
mod. à, für s — 0, 1, 2, ... r—1, wo die Summenzeichen > sich auf die 
Werthe ¢=0, 1, 2, ... r—1 beziehen. 

Andererseits besteht für Z(w), als wirkliche complexe Zahl in w, die 
im $ 14 der Abhandlung v. J. 1859 entwickelte allgemeine Gleichung (29.), 
welche hier, wo f(e)"".f,(o)""...f, ,(0) " "— die primäre Zahl NA(w) ist, 
und e(a)"e,(a)"...e,_,(a)"-'E(a) die begleitende Einheit, und wo die Deter- 
minante D(a) in der primären Form gleich f(c)"fi(«)"...f, ,(a) "^ ist, mit 
der begleitenden Einheit e(c)e,(a)...e, ,(«), durch das verallgemeinert Le- 
gendresche Zeichen folgendermassen dargestellt wird: 


4. e(a)' e, (a)^ .. e (2) ^! E(a) e(a)e(@)...¢-—a(@) — Y 
4) Gre f(a)" f,(a)™..fr-1(a)""— )- Gerra. fon ssa) 
Wendet man anstatt des verallgemeinerten Legendreschen Zeichens die In- 
dices an, so wird diese Gleichung folgendermassen als Congruenz dar- 


gestellt: 
(5.  ZZm,n,Ind,e(e)+=m,Ind,E(e) = 22 m,n, Ind, e, (o), 

mod. A, wo die beiden Summenzeichen sich auf die Werthe s=0, 1, 2, 
r—1 und ¢=0, 1, 2, ... r—1 beziehen. 
| Verbindet man diese Congruenz mit der Congruenz (3.), indem man 
den Werth des Ind,E(«) aus jener in diese einsetzt, so erhält man: 

ZZm,n, Ind, e, (e) — X ZX(n,—n,) m,m,Ind,f,(o) 

— XX (n, —nj)m,Ind,e, (o) = ZXm,n,Ind,e,(o), : 
wo die beiden Summenzeichen sich ebenfalls auf alle Werthe s — 0, 1, 2, ... 
r—1 und ¢=0, 1, 2, ... r—1 beziehen. Hebt man nun die Glieder hin- 
weg, welche sich gegenseitig vernichten, so bleibt 

| Z23(n,—n,)m,m,Ind,f.(e)=0 (mod. à), 
für £250, 1, 2, ... r-1, s=0, 1, 2, ... r-1, oder wenn die je zwei 
Glieder, welche durch Vertauschung von s und / in einander tibergehen, in 
eins zusammengefasst werden, so erhält man schliesslich: 
(6) | ZZ(nm—n)m,m,(Ind, f, (c) — Ind,f,(e)) = 0, 

wo die beiden Summenzeichen nur auf die Werthe £— 1, 2, 8, ... r—1 
und s = 0, 1, 2, ... t—1 zu beziehen sind. 


e 


5* 
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Um nun aus dieser allgemeinen Congruenz die einfachen Recipro- 
citätsgesetze zu entwickeln, ist es nöthig, nicht allein die complexen Prim- 
zahlen der ersten Art, für welche nicht alle Einheiten Ate Potenzreste der- 
selben sind, zu unterscheiden (m. vergl. pag. 129 der Abhandlung v. J. 1859), 
sondern auch noch gewisse Beziehungen, welche unter den Primzahlen der 
ersten Art Statt haben können, besonders zu betrachten. 

Zwei Primzahlen der ersten Art f(«) und fı(«), welche in der be- 
sonderen Beziehung zu einander stehen, dass für jede beliebige Kinheit E(a) 
die Indices IndE(«) und Ind,E(@) dasselbe Verhältniss nach dem Modul 4 
zu einander haben, sollen ähnliche Primzahlen genannt werden, wenn aber 
die Verhältnisse dieser beiden Indices nicht für alle Einheiten dieselben 
sind, so sollen sie als wndhnliche Primzahlen bezeichnet werden. Da alle 
Einheiten durch die «—1 Fundamentaleinheiten ¢,(@), &(a), ... &,_,(a) und 
die einfache Einheit « ausgedrückt werden können, so können die ähn- 
lichen und unähnlichen Primzahlen auch so definirt werden: Wenn den 
se Congruenzen | 

Ind« == zInd,(e), 
Inde,(«) = sInd,&(o). (mod. A), 


Inde, (6) = zInd, e,_1(@), 
durch denselben Werth des s genügt wird, so sind die beiden Primzahleır 
f(@) und f,(@), auf welche die Indices Ind und Ind, sich beziehen, ähnliche 
Primzahlen, wenn nicht, unühnliche. 
Es wird nun zunächst angenommen, dass die Determinante D(«) nur 
zwei verschiedene Primfactoren f(a) und fı(«) enthält, welche überdies 
Primzahlen der ersten Art, und zwar unähnliche sein sollen, so ist 


NA(w) = (ay 0,(e)"a*& (a)... (a), 
und die Exponenten s, «, c, ©, ... c, , genügen den beiden Congruenzen 
( 0 = (n —n,)Ind 9,(e)-- cInd a+e,Ind &(o)-- --- 4 c, Ind &,_1(0), 
\0=(m-n Ind, d(@)+cInd,«+c,Ind, & () 4- --- 4- c, ., Ind, e, (0). 
Diese beiden Congruenzen sind nicht identisch und von einander unabhüngig; 
denn wenn eine derselben identisch erfüllt sein sollte, so müssten nothwendig 


die Indices aller Einheiten gleich Null sein, also die betreffende Primzahl 
f(e) oder fi(a) eine Primzahl der zweiten Art, und wenn sie von einander 


(*.) 
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abhängig sein sollten, so müsste die eine, mit einer bestimmten Zahl multi- 
plicirt, der anderen gleich sein, und darum mtissten f(a) und f,(@) ähnliche 
Primzahlen sein. Aus der Unabhängigkeit dieser beiden Congruenzen folgt 
nach dem Satze II. $ 1, dass für die Exponenten s, m, c, ©, ... c, , alle 
Werthe statthaft sind, welche diesen Congruenzen genügen, unter denen 
namentlich auch solche sind, für welche » nicht gleich n, ist. Die Con- 
gruenz (6. welche in diesem Falle nur aus einem Gliede besteht, nämlich 
(n,— n) m, m(Ind f, (a) -- Ind, /(@)) = 0, 
giebt nun, weil #,—# nicht congruent Null ist, und auch m, und m nicht 
eongruent Null: | 
(8)  Indfi(e) = Ind, f(e), 


oder in den Legendreschen Zeichen: 

fe _ (IC), 

( iia) (KG) 
Also: unter je zwei unähnlichen Primzahlen der ersten Art f(a) und fı(«) 
besteht das Reciprocilätsgesetz 


fy _ ( [C0 
Ge) = Gio? 
Um das Reciprocititsgesetz auch zwischen zwei einander ähnlichen 


Primzahlen der ersten Art f(o«) und f(x) zu beweisen, muss man einen 
dritten Primfactor der Determinante f,(@) hinzunehmen. Its sei also 


D(a). = d(a)di(a)d,(a), 
J(a) = e(a)f(a)", dla) = e(a)fi(a)", dla) = eC) f(a)”. 
Es giebt alsdann 4” verschiedene Zahlen (ww), für welche 
NA(w) = J(a)"0,(a)" 0,(a)"E(a), 
wo . 
E(a) = e'e(ey...e, (a) 4, 
in denen die Exponenten s, m, n:, c, c,, ... c,., folgenden drei Con- 
gruenzen genügen müssen: 
(n —n,)Ind d,(a)-+(n —n,)Ind d,(@)+Ind E(a) = 0, 
(9.) (n,—n) Ind,d (a) t-(»,—5;)Ind, d,(«)+Ind, E(e) = 0, 
(n,—n) Ind,d (a) + (n—n,)Ind,O, (c) - Ind, E(o) = 0. 
Weil f(a) und f,(@) ähnliche Primzahlen sind, so giebt es cine bestimmte 
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Zahl 3, welche der Congruenz 
Ind E(@) = sInd,E(@) (mod. 2) 

genügt, für alle verschiedenen Einheiten E(c), also für alle möglichen 
Werthe der Exponenten c, ci, ... c,-,; multiplicirt man daher die zweite 
Congruenz mit s und subtrahirt sie von der ersten, so erhält man 

(n — n)( Ind 9, (&) + 3 Ind, (a)d,(e)) 
4 (8 — 2) (Ind 0, (o) — Ind, 0;(o)) == 
Es soll nun die Primzahl f,(«) so gewählt werden, dass sie eine 


Primzahl der ersten Art sei, und mit f(@), also auch mit f‚(«) unühnlich, 
und dass | 


(10) 


Ind,f(c) —aInd,f,(@) nicht = 0 


sei. Dass es in der That Primzalilen f,(c) giebt, welche diesen Bedin- 
gungen genügen, folgt unmittelbar aus dem Satze I. $ 16 der Abhandlung . 
vom Jahre 1859, nach welchem es unendlich viele Primzahlen giebt, für 
welche die.Indices der wirklichen complexen Zahlen 


f a)", fl)”, à, Ela, ... tae) 
beliebig gegebenen Zahlenwerthen proportional sind, nach dem Modul 4. 
Setzt man an die Stelle der ersten der drei Congruenzen (9.) die 

Congruenz (10.), welche aus der Verbindung der ersten mit der zweiten 
entstanden ist, und beachtet, dass f,(¢) und f,(@) unähnliche Primzahlen 
der ersten Art sind, für welche die Indices der Einheiten nicht alle gleich 
Null sind, ‘auch nicht alle in demselben Verhältniss stehen, so erkennt man, 
dass diese drei Congruenzen von einander unabhängig sind, wenn nur die 
Congruenz (10.) nicht identisch ist. Dass dieses letztere aber nicht der — 
Fall ist, folgt aus Ind;f(c) —2Ind,f;(«) nicht gleich Null, welche Bedingung, 
weil nach dem bereits bewiesenen Falle des Reciprocitätsgesetzes unter 
je zwei unähnlichen Primzahlen der ersten Art Ind,f(o) = Ind f,(e) und 
Ind, fi (e) = Ind, fx(«) ist, 

Indf,(@) —sInd,f,(@) nicht = 0, 
und wenn mit m, multiplieirt, und Inde(@)—zInd,e(«) = 0 hinzuaddirt wird, 

Indd,(a) —3Ind,d,(e) nicht = 0 
ergiebt. Die lineare Congruenz (10.), in welcher der Coefficient von n—n, 
nicht verschwindet, ist darum keine identische. 
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Wegen der Unabhängigkeit dieser drei Congruenzen können die 
Zahlen s, »,, n,, c, ©, ... c, , alle diejenigen Werthe erhalten, welche 
diesen Congruenzen genügen, und unter diesen sind immer solche, für welche 
n—n, nicht congruent Null ist. 

Die Congruenz (6.) giebt in dem gegenwärtigen Falle, wo r — 3 ist: 

(n,—n) m,m (Ind f,(@)—Ind,f (a)) 
(11.) | +(#,—n) m,m (Ind f,(@)—Ind,f («)) 
+ (n,—n,)m,m, (Ind, ie) —Ind,fi(o)) = 0. - 
Weil nun vermöge des bereits bewiesenen Falles des Reciprocitätsgesetzes 
zwischen unälinlichen Primzahlen der ersten Art Ind, (e) = Ind, fi («) und 
Ind f,(@) = Ind, f(e) ist, so bleibt | 
(n,—n)m,m(Ind f,(«)—Ind, f(o)) = 0, 
und weil » und », so gewählt werden können, dass x,—n nicht congruent 
Null ist, auch m, und m, nicht congruent Null sind, so folgt 
(12.) Indfi(e) = Ind, f(e@), 
oder nach den Legendreschen Zeichen: 
f. (e) f(e) 
Ce = Ge) 
Also auch water je zwei ähnlichen primären Primzahlen der ersten Art f(o) 
und f,(a@) besteht das Reciprocitälsgesetz: 
. fi(a) f(«) 
| Cf) 7 Ge) 

Es sei jetzt ebenfalls r =3 und f(a) eine beliebige Primzahl der 
zweiten Art, fı(«) eine beliebige Primzahl der ersten Art, f,(@) eine mit 
f(c) unähnliche Primzahl der ersten Art, für welche Ind,f(«) nicht con- 
" gruent Null ist. 

Die erste der drei Congruenzen (9.) giebt hier, weil die in Beziehung 
‚auf f(@) genommenen Indices aller Einheiten congruent Null sind: 

(13)  (n—ny)m,Indf i (o) -- (n —n;)m,Indf, (o) = 0. 
Die Congruenz (11.) giebt, weil f,(«) und fi(«) Primzahlen der ersten Art 
sind, für welche das Reciprocitätsgesetz bereits bewiesen ist, 
(14) — (n—s)m,(Indf (a) — Ind, f(@)) + (2j—9) m, (Ind f, (o) — Ind,f(«)) = 0, 
und wenn die vorhergehende zu dieser addirt wird: 
(19. — (n—n,)m, Ind, f(@) + (n—n,)m, Ind, f(a) = 0. 
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Es giebt nun unter den A“ verschiedenen complexen Zahlen Z (tr), 
deren Normen den Factor o nicht enthalten, nothwendig auch solche, für 
welche nicht zugleich x — s, und s = n, ist; denn diese beiden Congruenzen, 
verbunden mit den aus (9.) folgenden: 


cInd, («) 4 c, Ind; e, (à) 4- --- 4 c, ., Ind, e, (o) = 0, 
cInd;(«) 4- c, Ind, 2, (6) 4- --- 4- c, ., Inde, (e) = 0, 


welche nicht identisch und von einander unabhängig sind, weil fj(«) und 
f;(«) unühnliche Primzahlen der ersten Art sind. würden, weil unter den 
«+3 Exponenten s, »,, 8$, c, €, ... ¢,-, vier unabhängige Congruenzen 
(mod. 4) beständen, die Anzahl aller wesentlich verschiedenen Zahlen .4 (t), 
deren Normen den Factor o nicht enthalten, auf 4“~' einschränken. 

Wenn daher die Zahl /(w) so gewählt wird, dass nicht zugleich 
x — w, und # -— w, ist, und wenn zunächst der Fall betrachtet wird, wo 
Ind. fie) = 0 ist, so zeigt die Congruenz (15.), dass in diesem Falle n = n, 
sein muss. und weil aladann s nicht congruent s, ist, so folgt aus der Con- 
sruenz (14. Indf,(a\ = 0. Also: wenn irgend eine Primzahl der zweiten 
Art Rest einer Primzahl der ersten Art ist, so tst auch diese Rest von jener. 

Es sei ferner Ind,f(@) nicht congruent Null, so ist nach Congruenz 
(19.\ aueh #»—», nieht congruent Null, und ebenso #—#, nicht congruent 
Null. Die Congruenz (14.) zeigt alsdann. dass, wenn Indf.(«) = Ind, f(a) 
ist, auch Indf, (c) = Ind, fie) sein muss, also dass, wenn das Reciprocitits- 
gesetz für f.(«) und fic) gilt, dasselbe auch: für fi («) und f (a) gelten muss. 

Ich unterwerfe nuu die Primzahl f; («) ausser den bereits festgesetzten 
Bedingungen. dass sie eine mit f, (c) unähnliche Primzahl der ersten Art 
sei. und dass Ind; fie) nicht congruent Null sei, noch der Bedingung, dass 
alle zu fie) conjugirten Primzahlen Reste von f,(@) sein sollen, f(a selbst 
aber ein Nichtrest. Ist fic) ein Primfactor von q, und q eine Primzahl, 
welche zum Exponenten f gehört, nach dem Modul 4, so dass q' = 
(mod. 2), aber keine niedere Potenz von q der Eins congruent ist, so besteht 
bekanntlich f(@) nur aus den Perioden von je f Gliedern, welche aus den 


» 


Wurzeln a, «&, ... c*^ gebildet werden können, und wenn 4—1 = ef ist, 
so giebt es e conjugirte Zahlen fie, fie, ... fie”), wo y eine primi- 
tive Wurzel von 4 bezeichnet. Die neu hinzukommenden Bedingungen, 
welche f4« erfüllen soll. sind also die. dass Ind, fia). Ind, f (e, ... Ind, fie“) 
congruent Null sein sollen, aber Ind.f(a) nicht congruent Null. Aus dem 
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allgemeinen Satze I. $ 16 der früheren. Abhandlung folgt unmittelbar, dass 
es unendlich viele Primzahlen f,(«) giebt, welche diesen Bedingungen und 
den obigen zugleich gentigen, weil die complexen Zahlen 


f(a), Fer), Ka), e, & a), +++ &u-1(@), 
auf welche sich diese Bedingungen beziehen, die in dem Satze verlangte 
Eigenschaft haben, dass ein Product von Potenzen derselben nicht anders 
eihe Ate Potenz werden kann, als dass alle Potenzexponenten einzeln Viel- 
fache von 4 sind. 

Aus den für f,(c) festgesetzten Bedingungen folgt, dass diese com- 
plexe Zahl Primfactor einer Primzahl p von der Form s4--1 sein muss; 
denn die nicht complexe Zahl g=f(e)f(er)...f(e’“) ist ein Nichtrest von 
f.(«), da der erste Factor f(a) ein Nichtrest ist, die übrigen Factoren aber 
Reste, und eine nicht complexe Zahl kann nur für solche complexe Prim- 
zahlen Nichtrest sein, deren Normen Primzahlen der Form #4+1 sind. 

Wendet man nun die eine Reciprocitätsgleichung an, welche die 
Kreistheilung gewährt, nämlich 


f,(@) fie). f,(@) fle)\ (fe) f(a") 
(16.) (7 Lou avy) Ces ) = GIG (Se (e) ?), 
so hat man nach den für f;(«) festgesetzten Bedingungen 
f(a’)\ _ f(a") _ far IN _ 
tt I 
und. weil oben bewiesen worden, dass, wenn eine Primzalıl der zweiten Art 


Rest einer Primzahl der ersten Art ist; auch diese Rest von jener sein muss, 
so ist auch 











ee 


f(a y f (a) = 


und folglich 
f«) _ (fe) 
0 = ^ 
Ind f, (a) =- Ind,f(o). 
Die Congruenz (14.) giebt daher: 
(17) | (n—n) m, (Ind f, («) — Ind, f(a)) = 0, 
und weil #,—# und m, nicht congruent Null sind: 


Indf, (o) == Ind, f(a), 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 1. 6 


oder 








42 Kummer, zwei Beweise der allgemeinen Reciprocitátsgesetze. 


oder 





a a 

Ge) = Ge) 
wo f(«) und f,(@) keinen anderen Einschränkungen unterworfen sind, als 
dass die eine eine Primzahl der zweiten Art, die andere der ersten Art ist, 
und dass Ind, f(«) nicht congruent Null ist. Diese Gleichung zeigt, dass, 
wenn eine der beiden Primzahlen Nichtrest der andern ist, auch diese Nicht- 
rest von jener sein muss, und hieraus folgt von selbst, dass, wenn die eine 
Rest der andern ist, auch diese Rest von jener sein muss, so dass diese Re- 
ciprocitätsgleichung auch gültig bleiben muss, wenn Ind,f(«) congruent 
Null ist. Also: unter je zwei primären Primzahlen f(a) und f,(a), deren eine 
der ersten, die andere der zweiten Art angehört, besteht das Reciproci- 
lätsgeselz 








fiiv _ (f(@),. 
ia) = ey 


Um nun endlich noch das Reciprocitätsgesetz unter je zwei Prim- 
zahlen der zweiten Art zu beweisen, muss man complexe Zahlen 4(w) 
anwenden, für welche die Determinante D(a) vier verschiedene Primfactoren 
enthält. Es sei also D(a) = 0(«)9,(a)0,(0)0,(c), f(@) und f,(@) zwei be- 
liebige Primzahlen der zweiten Art, und f.,(@) und f,(«) zwei Primzahlen 
der ersten Art, 

N A (w) = ó(ey'0,(a)^0,(a)0,(e)" E(a), E(a) = ofe,(a)*...8,_,(a) ^^. 
Weil nach den bereits bewiesenen Fällen des Reciprocititsgesetzes 
“ Ind, f;(@)—Ind,f,(e) = 0 
ist, sobald f‚(@) und f,(@) nicht beide Primzahlen der zweiten Art sind, so 
bleibt von der allgemeinen Congruenz (6.) hier nur das erste Glied stehen, 
und man hat: 
(18) — (m —n)m,m(Indf (o) — Ind, f(@)) = 0, 
welche Congruenz das gesuchte Reciprocitätsgesetz giebt, wenn nicht s, ==» 
ist. Es bleibt also nur noch zu beweisen, dass die complexe Zahl 4(w) 
stets so gewählt werden kann, dass die Exponenten s und #, nicht con- 
gruent sind. | | 

Zu diesem Zwecke unterwerfe ich die beiden Primzahlen der ersten 
Art f,(c) und f;(«) noch folgenden näheren Bestimmungen: Die Primzahl 
f(«) soll so gewählt werden, dass Ind,f(«)=0 ist, aber Ind,fı(«) nicht 
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congruent Null, und die Primzahl &(«) soll so gewählt werden, dass sie 
der Primzahl f(«) unähnlich ist, und dass Ind,;f(«) nicht congruent Null 
ist, aber Ind, ,(@a)=0. Die Existenz solcher Primzahlen f,(@) und f,(«) 
folgt wieder unmittelbar aus dem allgemeinen Satze I. $ 16 der früheren 
Abhandlung. Weil unter je zwei Primzahlen, deren eine der ersten, die 
andere der zweiten Art angehört, das Reciprocitätsgesetz gültig ist, so folgt 
aus diesen für f,(«) und f,(«) festgesetzten Bestimmungen auch Indf, (o) = 0. 
Ind, f, (c) nieht congruent Null, und Ind &(«) nicht congruent Null, Ind, f, (o) = 0. 
Die beiden ersten der vier Congruenzen, durch welche die Exponenten 
N, Hy Hy M3, C, C,, ... Cy, bestimmt werden, geben nun, wenn alle Glieder 
weggelassen werden, welche vermöge der über die Primzahlen f(o), f,(«), 
(a), f; (a) festgesetzten Bestimmungen congruent Null sind: 
(n, —n )m, Ind fi(a) 4- (3 —5 )m,Ind fy(«) = 0, 
(n —n,)m Ind,f (a)4-(2, —,)m,Ind,f, (e) = 0. 
Wenn nun # zz», wäre, so müsste nach diesen beiden Congruenzen 
auch n= n, und n, =n, sein, also auch #7 zz», . Die dritte und vierte der 


Congruenzen, durch welche die Exponenten s, m, m, ms c, ©, ... c, , be-- 
stimmt werden, geben in diesem Falle: 

0 = cInd,(a)+ ¢,Ind,¢,(a)+ + c„‚Ind;e,_,(e), 

0= eInd,(o) + e, Ind&(o) 4- --- 4- c, Inde, (o), 
welches zwei nicht identische und von einander unabhängige Congruenzen 
unter den Exponenten c, c, ... c, , sind, weil f/;(«) und f; (c) Primzahlen der 
ersten Art und einander unühnlich sind. Diese beiden Congruenzen mit 
den drei Congruenzen r=n, n=, n =n, würden aber fünf unabhängige 
Congruenzen unter den «+4 Exponenten s, f, m, fa, €, Ci, ... Cy. aus- 
machen, durch welche die Anzahl aller möglichen Werthverbindungen der- 
selben auf A^" eingeschränkt werden würde; es würde also nur 4” -! we- 
sentlich verschiedene complexe Zahlen 4(w) geben, welches absurd ist, da 
die Anzahl derselben gleich 4^ ist. Es giebt also nothwendig auch solche 
complexe. Zahlen Z(w), für welche »—n, nicht congruent Null ist. Aus 
der Congruenz (18.) folgt daher nothwendig: 

Ind f, («) = Ind, f (a), 

oder in den Legendreschen Zeichen: 


fi) _ ff@)\ 
Cop u (ris) 








6* 
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Also auch unter je zwei primären Primzahlen der zweiten Art f(a) und fı(«) 
gilt dieses Heciprocitátsgesets. 

Fasst man die bewiesenen besonderen Fälle zusammen, so hat man 
den vollständigen Beweis des allgemeinen Reciprocitätsgesetzes für je zwei 
beliebige primäre complexe Primzahlen f(a) und f, (a): 


f(a)\ _ ( f()), 
( iG) u Crop 


§ 5. 


Dritter Beweis der allgemeinen Reciprocitatsgesetze. 

Wendet man den im $ 3 bewiesenen allgemeinen Satz zunächst auf 
den besonderen Fall an, wo die Determinante D(a) der complexen Zahlen 
in # nur einen Primfactor enthält, also D(c) — e(c)f(a)" ist, so zeigt der- 
selbe, dass die Exponenten der niedrigsten Potenzen, zu welchen die idealen 
Zahlen in # erhoben werden müssen, um zu wirklichen complexen Zahlen 
in w zu werden, niemals durch 4 theilbar sind, sobald die Congruenz 

0 = kIndo-4 cInd (o) 4- c, Inde, (a)+---+e,_, Inde, (o) 
nicht identisch erfüllt ist, und für & auch andere Werthe als = 0 zulässt. 
Diese beiden Bedingungen sind »offenbar erfüllt, wenn f(a) eine Primzahl 
der ersten Art ist. 

Es sei also f(«) eine primäre complexe Primzahl der ersten Art, 
ferner sei g(a) eine beliebige andere primäre complexe Primzahl der ersten 
Art, so kann man die in D(a) = e(a)f(a)” enthaltene Einheit e(«) stets so 


bestimmen, dass (a) fa) 

e(a)f(a)" 

(1.) Cs )=1 

ist, welche Gleichung die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür 
ist, dass (a) in 4 ideale, complexe Primfactoren in # zerlegbar sei. Es 
sei demnach q(w) ein idealer Primfactor von g(a), und H der Exponent 
derjenigen Potenz, zu welcher q(w) erhoben werden muss, damit g(w)” 
eine wirkliche complexe Zahl in w sei, so ist H nicht durch 4 theilbar. 
Es sei ferner 





No(w)" = play" Ele), 
so hat man vermöge der im $ 14 der Abhandlung v. J. 1859 entwickelten 
allgemeinen Bedingung (29.), welcher alle wirklichen complexen Zahlen in 
w genügen müssen: 
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E(a)\  ( e(o) 
Gr) = Gar) 
oder was dasselbe ist: 


EG) _ (eo) 
@) GS = (a): 


und weil die Norm der wirklichen complexen Zahl Y(w)” in Beziehung 
auf den Primfactor fe) der Determinante einer Aten Potenz congruent ist, 
so ist 











p(a)*E(a)\ _ 
ee 


Aus den drei Gleichungen (1.), (2.) und (3.) folgt nun durch Elimination von 
e(a) E(a) 
(ray) md Ces) 








(fee ) y'- (t (a) y" 
g (a) Vf (a) 

und weil weder m noch H durch A theilbar ist: 

f(«) ve) Y 

4) G@) = Cre) 

wodurch das Reciprocitdtsgesets für je zwei primäre complexe Primzahlen 

f(a) und (a) der ersten Art bewiesen ist. 

‚Es ist hierbei zu bemerken, dass in dem ganz besonderen Falle, wo 

g(a) eine solche Primzahl der ersten Art ist, für welche alle aus den zwei- 

gliedrigen Perioden «+ a", @’+«”” gebildeten Einheiten Ate Potenzreste sind, 





und nur die Einheit o* ein Nichtrest, und wo zugleich (12) = — ] ist, die 


Einheit e(«) sich nicht so bestimmen lässt, dass der Gleichung (1), und 
zugleich auch der für die Determinante D (o) allgemein festgesetzten Eigen- 
schaft, nach welcher D(a@)—1 durch o, aber nicht durch ge? theilbar ist, 
gentigt werde; dass dieser Umstand jedoch keine Lücke in dem gegebenen 
Beweise begrlindet, weil es hinreicht, das Reciprocitätsgesetz für alle Nicht- 
reste bewiesen zu haben, da alsdann die Gültigkeit desselben für die Reste 
eine unmittelbare Folge ist. Man vergleiche den ersten Beweis in der Ab- 
handlung v. J. 1859, p. 148. 

Nimmt man g(a) als eine complexe Primzahl der zweiten Art, so 


dass (ES) = 1 ist, für jede beliebige Einheit e(«), so wird die Gleichung 


(1.) noch in dem Falle befriedigt, dass sis (o) )- ] ist. In diesem Falle 
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findet also ebenfalls das Reciprocitütsgesetz Statt: Wenn eine primäre Prim- 
zahl der ersten Art ein A Potenzrest einer primären Primzahl der zweiten 
Art ist, so ist auch diese ein At Potensrest von jener. 

Zu dem Beweise der übrigen Fälle des allgemeinen Reciprocitits- 
gesetzes sind complexe Zahlen in w anzuwenden, deren Determinante zwei 
verschiedene Primfactoren enthält. Es sei also 

D(a) = 0(a)d, (a) = e(a)f(a)".e,(a) fi (a), | 
wo f(a) und fı(«) primär, m und m, nicht durch A theilbar, und 80 gewählt 
sein sollen, dass f(a«)” und fi(c)" wirklich sind. Ferner soll f(a) eine 
Primzahl der zweiten Art sein, f, (v) eine Primzahl der ersten Art, und zwar 
eine solche, welche Nichtrest von f(«) ist, so dass Ind/,(«) nicht congruent 
Null ist. 

Nach dem im $ 3 bewiesenen allgemeinen Satze sind nun die klein- 
sten Exponenten der Potenzen, zu welchen die idealen Zahlen in w erhoben 
werden müssen, um als wirkliche complexe Zahlen in w, u, darstellbar zu 
werden, niemals durch 4 theilbar, sobald die beiden Congruenzen 

0 == (n,—n )Ind d,(e)+kInd o+cInd (o)-- c; Ind &,(@)+---+c,_,Ind e, (o), 
0= (n —n,)Ind,d (o)-- kInd,;o-- cInd, (a) + c, Ind, ¢,(@)4 ---+,_, Ind, e,_,(«) 
nicht identisch und von einander unabhängig sind, und für % auch andere 
Werthe zulassen als kzz 0. Die erste dieser Congruenzen giebt, weil f(a) 
eine Primzahl der zweiten Art ist, für welche die Indices aller Einheiten 

congruent Null sind: 

0 = (n,—n)m, Ind fi (a) + kIndo; 

dieselbe ist nicht identisch erfüllt, weil Indf,(@) nicht congruent Null ist. 
Ebenso ist auch die zweite nicht identisch erfüllt, weil f;(«) eine Primzahl 
der ersten Art ist, für welche die Indices der Einheiten e, &(o), ... e, ,(«) 
nicht alle congruent Null sind, und aus demselben Grunde ist auch die 
zweite von der ersten unabhängig. Nach den über f(«) und fı(«) festge- 
setzten Bestimmungen sind also die Exponenten der niedrigsten Potenzen, 
zu welchen die. idealen Zahlen in w erhoben werden müssen, um als wirk- 
liche complexe Zahlen in w, u, darstellbar zu sein, hier niemals durch 4 
theilbar. 

Es sei nun g(a) eine complexe Primzahl, welche als primär ange- 


Sd) =1 genügt, also 





nommen werden soll, und welche der Bedingung ( 
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- e(a)f(ayme,(a)f,(a)™ \ _ 
6) ( v (a) )=1 


so ist p(a) in A ideale Primfactoren in w zerlegbar, und wenn p(w) einer 
dieser Primfactoren des g(a) ist, so ist g(w)” als wirkliche complexe Zahl 
in u, u, darstellbar, und H nicht durch 4 theilbar. Es sei demnach | 


p(w)" = Fu, u), 

80 ist 

NF (u, ti) = q (a) E (a), 
wo E(a) eine Einheit ist. Die allgemeine Form einer jeden wirklichen com- 
plexen Zahl in u, wu: 

F(u,u) = Za, ut ul 
giebt, wenn die Norm nach dem Modul d(«) oder f(«) und nach dem Modul 
d,(a) oder fı(«) betrachtet wird: 

NF(u, u) = a, d,(e)" (mod. 0(«)), 

NF(u, u) = a, d (a) (mod. 9, (o)), 
und diese beiden Congruenzen geben 


(6.) (Se) BC) _ (5 CO, ( (a): ND 








| f(e) f(«) 
g(a)"E(a)\ _ (_e(@) f(a)" y" 
CRC OMC y- 


Endlich, weil w"uÿ Fu, u) eine wirkliche complexe Zahl in t ist, deren 
Norm gleich d(a)"0,(@)" @(«)*E(a) den primären Theil f(a)" f, (a)"" g(a)? 
und die Einheit e(a)"e,(a)" E(«) enthält, so gilt für dieselbe die allgemeine 
Gleichung (29.) $ 14 der Abhandlung v. J. 1859, welche im gegenwär- 
tigen Falle 





e(a)"e,(a)" E(a) e(a)e,(a 
&) (Tester) = uere cy? 
giebt. 

Wendet man anstatt der Legendreschen Zeichen die Zeichen der In- 
dices an, und bezeichnet den in Beziehung auf die Primzahl g(a) ge- 
nommenen Index durch ind, die in Beziehung auf f(«) und f, (€) genommenen 
wie oben durch Ind und Ind,, so kann man die gefundenen vier Gleichungen 
(d.), (6.), (7.) und (8.) auch so darstellen: 
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(9.) inde(«)+inde,(e)+mindf(@)+m,indf,(e) = 0, 
(10.) Alnd p(a)+Ind E(e) -(n—n,)Inde,(@)—(n—n,)m, Ind f,(«) = 0, 
(11) HInd,g (o) - Ind, E(o) 4- (n — n;) Ind, e(@)+(n—2n,) m Ind, f(a) = 0, 
(12) { m,(n — n) Ind, e(a) —m(n—n,) Inde, (o) -- mInd E(o) 
\ + mInd, E(o) — Hinde(«)— Hinde, (o) == 0. 
Diese vier Congruenzen, der Reihe nach mit H, —m, —m,, 1 multiplicirt 
und addirt, geben: 


(18) | m H(indf(o) — Ind g(@)) + m, H(ind f, («) — Ind, q (o) 
\ + mm,(n—n,)(Indf,(«)—Ind, f(o)) = | 


Es sei nun zunächst q(«) eine Primzahl der ersten Art, so gilt für 
die beiden Primzahlen f,(@) und g(a) das Reciprocitütsgesetz ind fı (c) 
= Ind,y(e). Die Congruenz (13.) wird daher 


(14)  H(indf(e)—Indyp(e))+m,(a—n,)(Indf,(@)— Ind, f(e)) = 0. 


Ferner, weil f(a) eine Primzahl der zweiten Art ist, für welche die Indices 
aller Einheiten congruent Null sind, giebt die Congruenz (10.) 


(15. Alndy(e) —m,(n —n)Indf,(«) = 0, 
und wenn diese Congruenz zur vorhergehenden addirt wird: 
(16) | Hindf(o) —m,(n—n,)Ind, f(«) = 0. 


Die Primzahl q(e) wird nun ausser den bereits festgesetzten Be- 





dingungen, dass sie eine Primzahl der ersten Art sei, und dass em 1 
sei, d. i. ind D(a) = 0, noch der Bedingung unterworfen, dass alle zu f(«) 
conjugirten Zahlen Reste von g(a) sein sollen, aber f(a) selbst ein Nicht- 
rest, welchen Bedingungen vermöge des allgemeinen Satzes I $ 16 der Ab- 
handlung v. J. 1859 stets genügt werden kann. Die eine Reciprocitiits- 
gleichung zwischen g(«) und f(a), welche die Kreistheilung gewährt (16.) 
$ 4, giebt alsdann in derselben Weise, wie dies in dem ersten Beweise 
pag. 154 der Abhandlung von 1859, so wie auch in dem betreffenden Passus 
des zweiten Beweises näher entwickelt worden ist: 


ind f(a) == Ind g(e). 
Die Congruenz (14.) wird demnach 
(17) — m,(n—n,)(Ind f, (a) — Ind, f(e)) = 0. 
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Es ist nun #—#, nicht congruent Null; denn wäre n—n,=0, so 
müsste, da H nicht congruent Null ist, vermöge Congruenz (16.), indf(@) = 0 
sein, welches der Voraussetzung widerspricht, dass f(«) Nichtrest von q(e) 
ist. Da überdies m, nicht durch 4 theilbar ist, so folgt: 


(18.) Ind f, (e) = = Ind, f (o), 

oder nach den Legendreschen Zeichen: 

f. (a (a 

Cray) = Go) 

wo die Primzahl der zweiten Art f(a) ganz beliebig, die Primzahl der ersten 
Art f,(@) aber nur der einen Bedingung unterworfen ist, dass Ind, («) nicht 
congruent Null ist. Dieselbe Congruenz (18.) ist aber, mach dem bereits 
bewiesenen besonderen Falle des Reciprocitätsgesetzes zwischen einer Prim- 
zahl der zweiten und einer der ersten Art, auch richtig, wenn Indf,(e) = 0 
ist, 80 dass auch diese Einschränkung wegfüllt. Also: unter je zwei pri- 
mären complexen Zahlen f(a) und fi(«), deren eine der ersten Art, die andere 
der zweiten Art angehört, besteht das „Reciprocilätsgesetz 

(hi f(a) 

Ce) = Gee) 

Um nun noch für je zwei primäre Primzahlen der zweiten Art das 
Reciprocitätsgesetz zu beweisen, nehme ich (a) als eine Primzahl der 
zweiten Art, während f(a) und fı(«) die ihnen oben beigelegte Bedeutung 
behalten, nach welcher f(a) Primzahl der zweiten Art, f; («) Primzahl der 
ersten Art ist und Ind/f,(@) nicht congruent Null. 

Die Congruenz (13.) giebt nun, weil nach dem so eben bewiesenen Falle 
des Reeiprocitätsgesetzes Ind f,(@) = Ind, f(«) und indf,(e) = Ind, q (o) ist: 


m H(ind f(«)—Indp(e)) = 
und weil weder m noch H durch A theilbar ist: 
indf(c) = Indy(e), 
oder nach den Legendreschen "Zeichen: 


f(a)\ _ (£622), 
Cra) u Coy 


Die Zahl g(a) ist hier der Bedingung (a) = = 1 unterworfen, welche, 


wenn für D(«) sein Werth e(a)f(@)"e,(a)f,(@)™ gesetzt und beachtet wird, 
dass für die Primzahl der zweiten Art g(a) die Einheiten e(æ) und e,(«) 
Journal für Mathematik Bd.C. Heft 1. 1 








50 ‚Kummer, zwei Beweise der allgemeinen Reciprocitälsgeselse. 


Ate Potenzreste sind, 
a m a m, 
QS) (Le) = 
giebt. Dieser Bedingung kann durch passende Wahl der Primzahl fi(e) 
der ersten Art und ihres Exponenten m, immer genügt werden, für alle 
beliebigen Primzahlen f(«) und g(a) der zweiten Art (man vergleiche 
pag. 166 des ersten Beweises) Also: unter je zwei primären complexen 
Primzahlen der zweiten Art f(a) und ¢(a) besteht das Reciprocitätsgesetz 
f(@)\ _ 1 4(e) 
Cree) 7 Cris? 

Die bewiesenen besonderen Fülle: erstens wo beide Primzahlen der 
ersten Art angehören, zweitens wo eine der ersten Art, die andere der 
zweiten Art angehört, und drittens wo beide der zweiten Art angehören, 
geben zusammengefasst das allgemeine Reciprocitätsgesetz für je zwei be- 
liebige primäre complexe Primzahlen f(x) und q(o): 


f(e)\ _ (¢(@). 
G 5) 7 Coy 
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Remarques arithmétiques sur quelques formules de la 
théorie des fonctions elliptiques. 
(Par M. Ch. Hermite à Paris.) 


La théorie des fonctions elliptiques donne les développements en séries 
de sinus et de cosinus de deux catégories différentes: d'expressions qui con- 
duisent à d'importantes conséquences pour l’arithmetique. A la première appar- 
tiennent les fonctions doublement périodiques élémentaires, sna, cnx, etc. que 
Jacobi a considérées dans le $ 39 des Fundamenta, et c'est de leurs formules 
de développement que le grand géométre a tiré ses théorémes célébres con- 
cernant la décomposition d'un entier en deux, quatre, six et huit carrés. 
Les autres qui sont les quotients de produits et de puissances des quantités 
O dans lesquels le nombre des facteurs n'est pas le méme au numérateur 
. et au dénominateur, ont la période 4 K, mais se reproduisent multipliées par 
un facteur exponentiel, lorsque l'argument s'augmente de 2; K'. J'ai montré *) 
que ces expressions d'une nature plus complexe conduisent à plusieurs des 
propositions extrémement belles que M. Kronecker a découvertes sur les 
sommes de nombres de classes des formes quadratiques dont les déterminants 
sont négatifs et forment diverses progressions du second ordre telles que: 
—m, —(m—1^?), —(m—2’), ete. En particulier, j'ai considéré la quantité 
H°(x) 0, (x) | 

@"(x) 


et l'intégrale définie suivante: 


a - BO (noe gs 


2n . 





er) 


dont le développement suivant les puissances de q donne la série: 


A = = 


rn — 


gie +2u)—c? a=1,3,5,etc : \ 
— — — — an 
1—g° (cau, +1, +2, +3,..., +(°5*) ^ 





*) Sur la théorie des fonctions ae et ses applications à l’arithmétique, 
Journal de Liouville, 2™° série, tome VII. 


7” 





sc. LUTTE T." EEE e > 


"au T 
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puis sous une autre forme: 

A= = F(n) qi" (5 = 3, 7, 11, etc), 
Fin) désignant pour tous les entiers 2 = 3 (mod. 4) le nombre des classes 
de déterminant —n où l'un au moins des coefficients extrêmes -est impair. 
C'est de ce résultat que se tire l'une des relations de M. Kronecker: 

F(n)--2 F(n —2*5)4-2 F(n —4*) ---- = 4 TA(n) 

où (n) représente d’après lillustre géomètre, l'excès de la somme: des 
diviseurs de 2 plus grande que sa racine carrée sur la somme des autres 
divineura moindres que cette racine *). 

Beaucoup d’autres fonctions doublement périodiques de troisième 
espèce s'appliquent de même à Varithmetique, et je me propose de faire 
voir comment dans cette voie purement analytique se rencontre une ex- 
pression intéressante du nombre des décompositions d'un entier en trois et 
en cing carrés. Mais auparavant je reviendrai sur l'équation que je viens 
do rappeler: 

e qc ime _ = F(n)qV 
, 1-- gq" ’ 
pour indiquer une expression de la somme: 
F(3)+ F(0)------- F(4m — 1) 
à laquelle. elle conduit. 

IL Soit, à cet effet, a = 2c'4-1, et n = 4m— 1; en supprimant le fac- 
teur gi et mettant à part les termes pour lesquels c = 0, je l'éerirai de cette 
manière: 


x ee > " -— =F(4m—1)9"—". 


Sous cette nouvelle forme on devra rendre 
e= 12, 3,... c. 
c = 0, 1, 2, ... ete. 
m = 1, 2, 3, ... ete; 
cela étant, aprés avoir divisé les deux membres de l'égalité par 1—9, je 
les développe suivant les puissanees eroissantes de la variable. Si l'on 
emploie l'équation suivante qu'il est facile d'obtenir ** 
*) Veber die Anzahl der verschiedenen Klassen quadratiseher Formen von nega- 
tiver Determinante. Ce Journal T. ov. 


3 Mélanges mathématiques et astionomiques tirés du Bulletin de l'Académie des 
sciences de St. l'étersbourg. T. Vl. 264 et Acta Mathematica, T. V, p. 311. 
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EE = rxE(^-54 
(1—9)1—«) C ae 

où E(x) désigne l’entier contenu dans cz, on trouvera pour coefficient de 


q"' dans le premier membre: 


BE) 





Le .coefficient de la méme puissance dans le second étant précisément la 
somme : 
S = F(3)+F()+:+F(4&m—1), 
on a ainsi la formule: 
m—c'” m—c'”’+.c’ 
S = XE 7) +2 2E a) 
Voici une premiere remarque à laquelle elle donne lieu. 

Posons: c—c=d, C+c=d'; les entiers d et d' seront de méme 
parité, et comme c est au plus égal à c', d qui pourra s'évanouir ne sera 
jamais négatif; on a d'ailleurs la condition d' >d, et en convenant de ré- 
duire à moitié les termes pour lesquels on prend c — 0, c'est-à-dire d' = d, 
la formule précédente peut s'écrire plus simplement: 


— dd' 
= 38ER _ 
S = 2xE( Herr): 
et la limitation des nombres d et d' résulte de la condition: 
| m—dd 
d+d'+1 = 


ou bien: * 
m > (d+1)(d'+1). 
Soit comme application numerique m = 10, les valeurs à employer pour 
d et d' seront: 
d—0, d'—0, 2, 4, 6, 8, 
d=1, d'—1, 3, 
d=2, d=2, 
et l'on aura: | 
S = E(10)+2[ECY)+ EG!) + ECP) + EC] 
+E()+2E(G): 
+EG) 
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c'est-à-dire S = 30, ce qui se vérifie par le tableau suivant des formes ré- 
duites de déterminant — D: 
= 8, (1,0, 3), 
= 7, (10, 7) 
= 11, (1, 0,11), (3, +1, 4), 
= 15, (1,0, 15), -(3, 0. 5). 
. (1, 0, 19), (4, +1, 5). 
= 23, (1, 0, 23), (3, +1, 8), 
= 27, (1,0, 27, (3, 0,9, G +1, ©). 
= 81, (1,0, 31), (9, +2. 7), 
= 35, (1, 0. 35), (50,0, 0), (3, +1, 12), (4, +1, 9), 
= 89, (1.0, 39), (3,0, 13), (9, +1, 8). 


Boeesevse’bss 
I 
jun 
eo 


© 


Supposons encore m = 13, aux valeurs de d et d' il faudra ajouter celles-ci: 
d=0, d=10. 12, 
d=1, d=5, 
et la formule devient: 
S = E(S)-2[ECS) EC.) FECI) ECT) E EGO EEG )] 
HECHHZIECHHEO) —— 
+EG). 
c'est-à-dire S= 44. Or on trouve en continuant le calcul des formes réduites: 
D = 43, (1, 0, 43). (4, +1. 11). 
D = 4i. (1, 0, 40, (8, +1, 16). (. +3. 8). 
D = 51, (1, 0, 51), (3,0, 17), ( +1, 13, (5, +2, 11), 
et les trois nouveaux déterminants donnent en effet 14 formes. 
Ces exemples numériques montrent que si nous faisons en général: 
S = §,4S8,+--+S8,4+--- 
où S, est la somme partielle dans laquelle on suppose: 
d=z, d =z, x+2. z4+4,..., 


c'est le premier terme, à savoir: 


S, = E(7-)+2E(:, )+2 E(™)4-- 
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qui a la plus grande valeur, les autres vont en déeroissant lorsque l'indice 


augmente. 
Voici une seconde remarque qui m'a été communiquée par M. Lipschitz 
Considérons un autre groupement de termes; faisons dans les entiers 
h DH 2i en attribuant à i une valeur fixe, et considérons 


in — dd’ 
.. jusqu'à une limite d = d;, 


d Y p 


la somme: ZE JACET 
E( md — td )= 0. On observera qu’en posant: 


. 2d--2i 4-1 





telle qu'on ait: 
m—ı’— Ar 


Y — “224241 ? 
on obtient une fonction qui décroit lorsque la variable augmente, de sorte 
qu’on peut appliquer une formule de Dirichlet d’une grande importance, que 


je vais rappeler: | 
Soit en général y = f(x) une fonction décroissante lorsque x augmente 


et x — g(y) la fonction inverse de f(a), on a 
p un Vi 

= E[f(2)) = pg— 5n = Efg(y)], 
stl g+1 


si l'on pose: 
E[f($)] = m 
Elf(p)] = 4. 


Cela étant nous ferons: §=0, p=d,, ce qui donne: 


n= EIN] = Eg). 
q = E(f(d)] = 0; 
on trouve d'ailleurs: - 
g(y) = -y- i y y m 

il vient done en remplaçant = par d: 

m— d'—2id — 

2d+2i+1 )= ZE(-y -itYy '—y T m4 i), 
puis part un calcul facile: ' 
Eur) AM —Dr]+ ZE(y'—y m3 i). 


2d -- 2i - 1 
J'indiquerai maintenant quelques conséquences auxquelles conduit la 


forme analytique de ces valeurs de S qui permet d’y remplacer par une 
Considérons d'abord Ja formule: 





variable continue le nombre entier m 
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| —dd' 
S- BEE(T xa 


on voit qu'en faisant croitre cette variable, aucun changement ne se pro- 
duira dans les termes qui la composent, à moins que l'une des quantités 
d+d+1 
duire par suite d’une variation qu’on peut supposer infiniment petite de m, 
le terme pour lequel elle s’offre, change alors brusquement de valeur en 
. croissant d'une unité. Par conséquent, si nous passons de l'entier m—1 à 

m, l’accroissement total, c'est-à-dire la quantité F(4m —1), est deux fois le 
nombre des solutions de l'équation: Ä 


ne devienné un entier. Mais cette circonstance venant à se pro- 


ou bien, sous une autre forme: 
. D = 4(c+d)(c+d)-(2c—1). 
On doit dans cette relation prendre: 
e=1, 2, ... m, m 
avec les conditions: d = d' (mod. 2), d' — d; enfin pour d' — d, les solutions 
seront comptées une seule fois au lieu de deux, leur nombre étant dans ce 


cas, la moitié du nombre des diviseurs de D. 
Passons ensuite à la formule de M. Lipschitz, en l’écrivant ainsi: 


S 


2 x[E(.) EC - ier y vm). 
Y 1, 2, ... Elan): 
i= 0, 1, 2, ... m, 


et avec la condition de réduire: à moitié les termes dans lesquels on sup- 
pose £— 0. Si nous raisonnons comme tout à l'heure, on voit que le terme 


Ei) donne dans l'expression de F(4m—1) une premiére partie qui est 
le nombre des diviseurs impairs de m. Le second terme conduit à considérer 
les entiers y = c pour lesquels y’—y+m+7 est un carré parfait, et à poser: 
e—-c+n4 =a, 
ou bien: 
D = 4(d+1)(d—#)—(2e—1). 


C'est avec des limitations différentes pour les inconnues, une équation de 
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méme forme que la précédente, mais il faut observer maintenant qu’on 
doit exclure s'il s'en trouve, les solutions qui annulent la quantité sous le 
signe E, qu'on obtient en posant: 


y+i = Yy—y-4 mi. 


De là résulte y = aly et par conséquent autant de ces solutions que de - 
diviseurs impairs de m; mais on vient de voir que le terme Ei; 3i) nous 


a donné la méme quantité, nous obtenons en définitive pour Ja valeur de 
F(Am—1), deux fois le nombre total des solutions de l'équation: 

D = 4(d+i)(d—t)—(2c-1)’, 

sous les conditions: | 


1 n 
c= 1, 2, E Dit , 
i = 0, 1, 2, ... m, 


et en comptant une seule fois seulement celles qui correspondent à i — 0. 

Ces résultats conduisent à peuser que l'on peut représenter par les 
formes: | 

(2c+ 2d, 2c—s, 2c-F 24^), 

ou bien: 

| (2d —24, 2c—s, 2d 4-21), 
la totalité des classes improprement primitives de déterminant —D, mais je 
laisserai de cóté l'étude de cette question, et j'arrive immédiatement aux re- 
marques que j'ai annoncées sur la décomposition des nombres en trois et. 
en cinq carrés. | 

II. Deux genres sont à distinguer parmi les fonctions doublement 
périodiques de 3™¢ espèce dont l'expression est en général un quotient de 
produits et de puissances des fonctions O, suivant que le nombre des fac- 
teurs de cette nature est plus élevé au numérateur ou au dénominateur. Au 

. . uus DI Hi) . . 

premier genre appartiennent les quantités O(a)? O(a) qui conduisent & 
des propositions sur la décomposition des nombres en trois carrés, tandis 
que la décomposition en cing carrés dépend des fonctions: 


9.0). _._Hi(x) 
Hir)O'(z)'  Oz)6'(z)' 
qui appartiennent au second. Leurs développements en séries trigonomé- 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 1. ... 8 
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triques dans les deux cas ont été le sujet d’une excellente thése de M. 
Biehler qui a donné en particulier les formules pour les expressions: 
_ HG) _ 

9,(2)0'(z) 

et a ajouté un grand nombre d'exemples remarquables à ceux que j'avais 
.. précédemment obtenus *). M. Appell se plaçant ensuite à un point de vue 
plus général, a fait l'étude analytique compléte des fonctions uniformes F(z), 
qui aatisfont aux conditions 


F(x+4K) = F(a), 


F(z+2iK)= e * F(a), | 
m étant un entier positif ou negatif**). Ces belles recherches ont de nom- 
breuses applications à l'arithmétique comme j’essayerai de le montrer en 
considérant en premier lieu les développements des quantités 


nr) Hye) 
Oz € oz) 


Soit pour abréger: 
AE = 4cos2zq.q *—4cos4aq'(q *— q ) 
t4coszg'(qi-q teg +), 





U( FE = "- — 4sin 3x qi. q + 4sinoz q* (q i—q 5) 
—4 sin (x qt (gt q i+ g*) + ZZ 
on a les relations suivantes ***): 
9(0) a e Oi) _ Hn(0)Z(z)-- U(K)0 (a), 
O(0) A (0) H? r r 
00) En HG) _ 9. (0) Z(z) —Z(K)O (a). 


Elles donnent en supposant x = 0: 
(0) = .H,(0) Z(0) + U(K ) O(0), 
H3(0) = 6,0)Z(0)—Z(K)6(0) 


*) Thése d'Analyse, sur les développements en séries des fonctions doublement 
périodiques de troisième espèce, par M. Ch. Biehler. Paris, Gauthier-Villars 1879. ' 
**) Je renvoie aux mémoires du savant géométre qui ont paru dans les Annales 

de l'École Normale supérieure: Sur les fonctions doublement périodiques de troisiéme 
espèce, 3"* série T. I page 135; Développements en série des fonctions doublement 
périodiques de troisième espèce, T. Il, p. 9. 
***) Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux formes quadratiques. Comptes 
Rendus, Juillet 1862. 
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ce qui nous conduit à développer suivant les puissances de q les trois 
quantités : 


Z(0) = 4x(-1)fmDgenio, en. 
Z(K) _ 4Z(—1)fe*ng?-te. ( 3, 5, ... 21) 
et 

U(K) = IHREN gl GN) 
Soit à cet effet dans les deux premiéres: 

4c—a — n, 2c-a=d, 2cta=d, 

d et d' seront deux diviseurs conjugués de l'entier n qui est = 3 (mod. 4), et 
l'on aura la condition d << d'. Observant encore que }(2c+a+1) = Ya +1), 
on voit qu'en posant: 


Z(0) = = f(n) gt" (n3, 7, 1, e) | 
on obtient: | 
f(n) = 4x(- ien 


oà d' désigne tous les diviseurs du nombre » = 3 (mod. 4) supérieurs à Yn. 
De ce premier développement se conclut aisément celui de Z(K) par 
le changement de q en —4, et nous avons ainsi: 
ZK) = Z(-DCI fg. 
En considérant ensuite la quantité U(K), nous ferons: 
a’—a’ = 8n, 
n étant entier, puis: . 
a—a-2d, a+a=2d, 
ce qui donne d<Zd' et dd’ =2n, ces deux nombres d et d' étant l'un pair 
et l'autre impair, d’après la relation d+d’=a. Cela étant soit: 
| U(K) = Zf,(2n)g” (haut, 
on aura f,(0) = 1, puis pour toute valeur de m: 
fi @2n) = .4z(—1) 7», 
On est ainsi amené à définir une nouvelle fonction numérique F(n), en 
posant: 


F(n) = f(r) 
sous la condition 2 = 3 (mod. 4), puis pour les nombres pairs 


F(2n) = f,(2n), 
8 + 
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en excluant comme on voit.les entiers = 1 (mod. 4), qui ne figureront point 
dans ce qui va suivre. C'est au moyen de cette fonction que nous ob- 
tenons facilement le coefficient d'une puissance quelconque q", du cube de 
O,(0) en développant le second membre de l'équation: 


&(0) = H,(0)Z(0)4- U(K) 60). 
Distinguons à cet effet deux cas, et en premier lieu supposons N pair: 
le nombre des décompositions en trois carrés de. N est alors: 
2X F(A4N —a) -2ZF(N-— b^. 
On doit supposer dans cette expression: 
| a=1 3, 9, ..., 
b = 0, 2, 4, ..., 
en convenant de réduire à moitié le terme correspondant à 6 = 0, qui devient 
ainsi F(N). 
En second lien et dans le cas de N impair, on parvient à la for- 
mule toute semblable: 


J 


2xF(AN—a)—2XF(N— a) - 


en prenant: 
a = 1, 3, 9, ... 


Considérons ensuite l'équation: 
H;(0) = 6,(0) Z(0) -Z(K) O(0); 
le coefficient de la puissance g*" si l'on suppose N= 3 (mod.8), repré- 
sentera le nombre des decompositions- de N en trois carrés qui dans ce cas 
seront impairs, et il est donné par la somme: 
| 4X F(N— b?) 

où nous ferons encore: | 

b= 0, 2,4,... 
en réduisant à moitié le premier terme correspondant à 5 = 0. 

Soit pour simplifier l'écriture : 

P(N) = fF); 
de ce dernier résultat on conclut pour le nombre des classes de déterminant 
— N, dont un des coefficients extrémes est impair, l’expression fort simple: 

P(N) + 20(N— 2°) 24 (N—4)4--- 

que je vérifierai en posant par exemple N = 83. On trouve alors la 
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valeur: 
* d$(83)--24,(79) --245(67)-- 24 (47) - 24 (19) = 142424242 — 9, 
et le caleul des formes réduites donne en effet les neuf classes: 
(1,0,83), (3, +1,28), (4, +1,21), (7, +1,12), (9, +4,11). 
III. Les einquiemes puissances de 0,(0) et 4,(0) s’obtiennent sous 
une forme analogue & celle que nous venons de considérer pour les cubes 
au moyen des développements en séries trigonométriques des fonctions 


suivantes: 
H (0) ©’(0)9; (0)0, (x) 





HG) = — je) | 
| ., 9'(0)01(0) Hi(0) H, (a) | 
Tr 
Voici d’abord en posant pour abréger: 
_ ink’ „NE 
2K? ? 2K? 


les expressions auxquelles M. Biehler est parvenu le premier et qui sont 
un cas particulier des formules de M. Appell *). 


II(z) = 0(0) Z(-1)* gf" LDitg(£— bo) — Sibtg($— bo)] 
+ H,(O) Z qi [D;cot($ — aw) —3iacot($ — ao), 
IL(r) = 900) 2(-1)3°"” gf^(i D.sec($— aw)+ 3asec($ — aw)] 
—i0,(0) Z gi" [i D; cosec S —aw) + 3acosec($— aq)]. 
Il faut preudre dans ces seri ies: 
a = +1, + 
b = 0, + 
avec la convention de réduire à moitié le terme correspondant à b = 0. 
M. Biehler obtient ensuite: 
IK) = O(0)[sec' z-- Z8(—1y** (e - )q* ** eos2e' z] 
+ H,(0)24(3a4 2c)g19" **? cos2ez, 
[1(a) = 0,(0)X4(8a-F a Jg) co8a'x 
+ 0(0)2(— DL 4 (3a4 a^) gio" Ve cosa’ a, 





*) Annales de l'École Normale, 3"* série T. I p. 135: Sur les fonctions double- 
ment périodiques de troisiéme espéce, et T. Il p. 9; Développements en : série des 
fonctions doublement -périodiques de troisième espèce. 


62 Hermite, sur quelques formules de la théorie des fonctions elliptiques. 


mais maintenant on doit supposer: 


a = l, 3, 5,...., 
a = 1, 3, 9d,..., 
c = 1, 2, 3 


c = 0, 1, 2, ..., 
en réduisant à moitié les termes qui correspondent à c' — 0. Ces formules 
donnent en faisant x = 0: 


80) = &(O0[14-38(-1)*** (Se eg] 
+ H,(0) Z4(3a + 2) tt, 
H5(0) = 9,(0) 24(3a +0’) EC’ 

+0 (0) 34 (— pie +2) gine, 
ce sont les expressions dont je vais chercher les conséquences arithmé- 
tiques. On.y remarque trois séries différentes conduisant à une méme 
fonction numérique que je definirai par l'une d'elles en posant: 

14-8(—1y!^t'(3epe)q"*" = ZXF(n)q. 
Soit à cet effet: 
3c --2cc = m, 
je représente par d et d' les entiers c et 3c4-2c', qui seront deux diviseurs 
conjugués de s, de méme parité et assujettis à la condition d' — 3d. Nous 
aurons de cette maniére: | 
3c+c = 1(3d+d"), | 
cela étant je suppose en premier lieu que # soit impair. Dans cette hypo- 
thèse c étant aussi impair, on peut écrire: 
(“It = (1) 
— (—1) 01»: 
nous obtenons donc la fonction définie par l'égalité: 
F(n) = (—1)io*» xA4(3d--d) 

et j'observe que pour le cas particulier où les diviseurs conjugués de m 
remplissent la condition d' = 3d, la somme 3d+d' = 2d' doit être réduite à 
moitié et remplacée par d'. 


Au moyen de là fonction F(n) et en désignant pour plus de clarté 
par r les entiers = 3 et s les entiers — 1 (mod. 4), nous pouvons écrire: 
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4(8a4 2c) qt" = LEF(r)g*, 
F4(8a+a') gt") — LL SF(s)qh, 
puis comme on le voit facilement: . 
Zu e? (3a agio = LEI Ege. 
Qu'on fasse en effet, dans la premiére de ces relations par exemple, 
3a’+dac=r, puis a=d, 3a+4c=d, 


il est clair qu'on a r=3 (mod. 4), et que d et d sont tous les diviseurs 
conjugués de r satisfaisant à la condition d' — 3a, 

Supposons en second lieu que s soit pair, l'équation 3c’+2cc’ =n 
montre que dans ce cas, c et par conséquent les diviseurs d et d' sont 
eux-mêmes pairs. I] faut done que n soit divisible par 4, et alors nous avons: 

F(n) = X4(—1)G-"*?(3d4- d^, 
la définition de la fonction nous faisant complétement défaut pour les entiers 
impairement pairs. 

Au moyen de ces résultats l'expression de Oj(0) peut s'écrire ainsi: 

0:(0) = O(0)SF(n)q'+4$4,(0) EF(r)q* 
et le coefficient de q" dans le second membre est donné par l'expression: 
Z[F(AN— a^) —2F(N—a^)4-2 F(N — ^j] 
en prenant: 
a —1,3,95,..., 
b — 0, 2, 4, ... | 
et remplaçant, lorsque b = 0, le terme 2F(N) par F(N). Tel est donc le 
nombre des décompositions de N en cinq carrés quelconques; l'équation: 


H0) = —410,(0) X F(s)g!' —10(0) X(—1)0*79? F(a) qt 


i 


va ensuite nous donner le nombre des décompositions en cinq carrés impairs. 
Il eonvient alors d'introduire, au lieu de F(s), la fonction égale et de signe 
contraire: 

F,(s) = Æ4(3d + d^ 


avec les mêmes conditions da’ — s, d' > 3d, et en observant qu'on ne ren- 
contrera point le cas particulier de d’ = 3d. De cette manière on obtient 
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l'expression fort simple: 
F,(N) 4-2 F(N —25) 4-2 Fí(N— 4*) 4--. 


. dans laquelle N doit être supposé = 5 (mod. 8). Prenons comme exemple 
N — 21, la formule nous donnera: 


F(G2D-E2FCUD-2FQ) = 4(24+40+16) = 320 
ce qui est effec tivement le coefficient de q*, dans la cinquiéme puissance 


de la série 21g 4 21 q°+ 25 + 

J'espére dans ce qui précéde, avoir montré comment la eonsidération 
des fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce étend le champ 
des applications arithmétiques qui a été ouvert par Jacobi dans le $ 40 des 
Fundamenta. Aux nombreuses formules que contient la thése de M. Biehler, 
et en restant dans le cadre embrassé par l'auteur, il convient encore d'ajouter 
les suivantes à cause de leur élégance et de leur simplicité. Je dois à M. 
Appell la communication des six premières, dont voici le tableau: 

OO) _ 2-14 
H@)H(@) ^ ^ n. vA 
sin ye bik) 


= FI) gi cot — (z—ai K^, 





90) 9, (0) H7(0) 











O(x)0,(z) | 
OEM _ y N ET 
| H(2)9,(2) sin-; - (z—biK") co fo ai" ) 
WHO _ 5 (CP — |. iC ra pet gi 
H, (x) 0(@) 08-517 (e— bik’) sin; (2— - ail") | 
e'()9,0H,0) _' > et p M 
HE) sin. Ca bik ) sin. (z— aik) 
9'()6,0)H,0) _ 2 a gs 2 








H, (z)0, (x) cos sy (bi ) cos (a — aile) | 


J'ai obtenu de mon côté: 
9*(0) 9? (00H:(0) 
— Wy 
O'(0) 6:(0) Hi) 
— HG 





= zqP(2ib— 2 p )eot-7. (s —biK) 


2K 
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Dans ces diverses expressions on suppose que l'entier a prend toutes 
les valeurs impaires et b toutes les valeurs paires de — à +x. Une 
lettre de M. Lipschits que l'llustre géomètre a bien voulu m'autoriser à 
publier et qu'on verra plus loin, montre sous un point de vue nouveau 
et entiérement différent de celui auquel je me suis placé, l'intérét pour 
l'arithmétique des formules auxquelles conduisent les fonctions de troisieme 
espèce. : 


Paris, le 13 novembre 1885. 
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Sur une formule de M. Hermite. 
(Par M. Lipschits à Bonn.) 


(Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite.) 


(7 » - - 
est avec beaucoup de plaisir que j'ai poursuivi les développements 
des produits de puissances de fonctions O, contenus dans vos derniéres 
lettres, et jai essayé de tirer des conséquences arithmétiques de votre 
premiére équation 

3 gt T3^ _ r m (1 —4")g" 

9;(0) 9300) = 1482. (qi) 42. tig 

oii 

$,0)— Fy", 90) = EC". 


Afin de developper le membre droit suivant les puissances de g, je lui 


—. donne la forme 


© nq” * 34 ?n 


1-42. ng’ + +83, +82, 1+q°" =) 


egy 
d'où il suit 


1-43, ag"-E 85, g'"(Î—2g" +389" x) 


+ 8X,nq"""(l EN q"4 q"T-3, 
ou bien . 
1-28.2ng" +48. X.(—1y* (2n -98)q"**". 
1 1 1 


Les exposants m" et n’-+ 2ns embrassent tous les produits de deux nombres 
semblables, c'est-à-dire qui sont en méme temps ou pairs ou impairs, ex- 
clusivement.  héciproquement, un tel nombre A étant donné, si l’on fait 
toutes les décompositions en deux facteurs semblables 


M — dd, 
* d, il est clair que dans l'équation 
M = n(n4 2s) 


où M - 
d 


—.. 
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on a pour 4 >d nécessairement n=d, n+2s = a tandis que pour Ma 


d 
on a les relations 
Mm, acd P. 


Il est donc permis d'écrire, au cas T > d, 


M 
Hang = (c 67)" (Lage 


Cette expression ne change pas de signification, si l'on remplace » par d. 
Elle prend done une valeur double supposé qu'elle soit formée pour tous 


les diviseurs d différents de E et elle devient égale au terme —2nq" pour . 


le cas T — d. Partant la série en question doit étre égale à l'expression 


(Ga) M 
1+22(-1) ( (+ d )q*, 


où M parcourt tous les nombres qui sont les produits de deux facteurs 
semblables, et d parcourt tous les facteurs de M, jouissant de la propriété 
correspondante. | 

Or tous les nombres, à l'exception des nombres impairement pairs, sont 
décomposables en deux facteurs semblables; done ce sont eux qui forment 
les exposants de la série. Pour un tel nombre la somme 


F(M) — 2x Ma) 


a une valeur facile à assigner. 
1) Si M est impair. il faut distinguer entre M — 1 (mod. 4) et M —3 


(mod.4). Pour M= 1, on a toujours d (mod. 4), partant 
au Ci _ _1: 


M 


pour M= 3, on n'a jamais d= -, (mod. 4), donc 


ile)" _ 1. 


Comme l'expression X, (+) est égale & la valeur double de la somme 


de tous les diviseurs d du nombre impair M, somme que je designerai par 
9* 
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v (M), il vient 
M41 
FM) = (-1) * 4yQf). 
Si M est divisible par quatre, il faut avoir recours à la plus haute puissance 
2! de deux qui divise M, de manière que l'on ait M — 2^N, le nombre N 
étant impair. Alors il y aura encore deux cas. 


2°) Dans le cas de, M —4N on obtient toutes les décompositions 
de M en facteurs semblables en posant 


N=PQ, d=2P, 4-20; 


par consequent 4C 5. —d) est toujours pair, et l'on trouve 
F(M) = —8y(N). 
2^5 Dans le cas de M — 2^N, À étant = 3, toutes les décompositions 


requises de M se mettent, en posant N — PQ, sous la forme: 


d=2"P, ^ =20. 


Or le nombre 
(5-2) = 97419. 9»«—!p41 


est toujours impair, excepté pour les deux valeurs extrêmes u = 1 et 
m=À—1. Mais la somme 


Z( +4) = 2(2°-"0+2"P), 
où P parcourt’ tous les diviseurs du nombre impair N, est égale à l'ex- 
pression y(N)(2‘-“+ 2^), qu'il faut prendre positive pour u=1 et u — 4—1, 
négative pour toutes les autres valeurs de «. Il vient donc 
F(M) = A(2—2!—9)—...—2'-'- 95 w(N), 
c'est-à-dire: 
F(M) = 24y(N). 
Voilà donc achevée la determination complete de la fonction F(M), en vertu 
de laquelle on parvient à l'équation 
8,(0)93(0) = 14-XF(M)q*. 


Le fait curieux que le coefficient F(M) s'exprime ici uniquement par la 
fonction arithmétique v(N) m'a fait supposer que l'équation proposée pourrait 
se déduire des propriétés arithmétiques de la décomposition d'un nombre en 
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quatre carrés. En effet, on a 
9,0940) = Fy" Z -1y e" 2-1) q" C1"; 
puis, en échangeant a et b, a et c, a et d, 
. 49,009 0) = Z (HYIP Yt (KD) DH 
4+4ZG(M)q". 
Pour chaque nombre M il faut prendre ici tous les nombres a, b, c, d 
qui font 


a'+b'+c+d = M, 
et former ensuite l'excès, désigné par 4G(M). Mais pour un tel système 
de nombres a, b, c, d la valeur de 4G(M) se détermine par la circonstance 
que l'on peut assigner leurs résidus suivant le module 2, pourvu qu'on se 
donne le résidu de M par rapport au module 4 ou respectivement 8. 

1°) Soit M= 1 (mod.4). Alors les nombres a, b, c, d ne con- 
tiennent qu'un seul nombre impair. Partant on a | 
CDD CD (-D'-2, CD -1; 

le nombre des systèmes a, b, c, d étant 8w(M), il vient 

4G(M) = —16w(M). 

1”) Soit M=3 (mod. 4) Dans ce cas les nombres a, b, c, d 
contiennent trois nombres impairs et un nombre pair. Done il faut qu'on ait: 
(CD*-CDCcDwc-D--2, (t= 1; 

le nombre des systèmes a, b, c, d étant 8y(M), on trouve 
J. 4G(M) = 16w(M). 
2) Pour M==2 (mod.4) deux des nombres a, b, c, d sont pairs 
et deux impairs; par conséquent il vient 
(CD C3 C1y«(-0*-0, 46-0. 
2°) Pour M 2 4 (mod. 8), M = 4N il faut distinguer deux cas. 
Dans l'un a, b, c, d sont impairs, done on a 


(CC CD'-CDC-D'-2-4 (rts, 


et le nombre des systèmes a, b, c, d est égal à 16v(N). Dans l’autre 
cas a, b, c, d sont pairs; respectivement on a 


(CD CIC (C D'-24, ("yim 
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et le nombre des systèmes a, b, c, d est égal à 8v (N). Cela donne 
4G(M) = —32y(N). 
2^ Pour M=0 (mod.8), M—2'N, 4— 3, N étant impair, tous 
les nombres a, b, c, d sont pairs. On a done 
(-U'rC D CD-C-10,-24, (-Lyr = 1, 
le nombre des systèmes a, b, c, d égal à 24y (N), et en conséquence 
4G(M) = 96v (N). 
Il subsiste donc dans tous les cas l'équation 
| F(M) = 6(M), 
et l'équation que vous avez établie pour le produit 39,(0)95(0), se trouve 
démontrée de nouveau par des considérations arithmétiques. 
Bonn, le 25 aoüt 1885. 
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Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections 


planes sont unicursales. 
(Par M. Emile Picard à Paris.) 


Je me propose de rechercher les surfaces algébriques dont toutes 
les sections planes sont unicursales. ‘Tout d'abord s'offre la classe des sur- 
faces réglées unicursales; en dehors de cette classe, Steiner a signalé la 
surface remarquable du quatrième ordre qui porte son nom. Telles sont les 
seules surfaces connues dont toutes les sections planes sont unicursales. 
Nous allons montrer que ces surfaces sont les seules qui jouissent de cette 
propriété *). 

Nous commencerons par la remarque suivante: une surface dont 
toutes les sections planes sont unicursales est elle-même unicursale. 

Prenons en effet sur la surface supposée d'ordre #, n—3 points en 
ligne droite. Par cette droite je fais passer un plan quelconque; nous 
pouvons considérer dans ce plan un faisceau de courbes d'ordre # — 2 
passant par les #—3 points considérés, et n'ayant avec la section plane de 
la surface qu'un seul point variable de rencontre; c’est le faisceau de 
courbes, bien connu, qui est fondamental dans la théorie des courbes uni- 
cursales. Il est clair que les coefficients de l'équation de ce faisceau dans 
son plan, ou de sa projection sur un plan de coordonnées, contiendront : 
rationnellement le paramètre variable k dont dépend la position du plan. 
Désignons d'autre part par « le paramètre variable des courbes du faisceau. 

Pour une valeur donnée de & et de «, nous n'aurons qu'un seul 
point de la section faite dans la surface par le plan correspondant à la 
valeur k du paramètre. On voit donc que les coordonnées d'un point quel- 
conque de la surface seront des fonctions rationnelles des paramètres « et k. 
La surface est par suite unicursale. 


*) J'avais énoneé ce théoréme et indiqué sommairement la démonstration en 1878 
(Bulletin de la Société Philomathique de Paris). 
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Le théoréme précédent nous montre que nous devons chercher dans 
la classe des surfaces unicursales les surfaces dont toutes les sections planes 
sont unicursales. 

Soient z, y, 3, £ les coordonnées homogènes d'un point de la surface. 

Nous avons pour une surface unicursale 


= fh, By) y=h,87, sh by. §=AGAY, 
égalités ot les f désignent des fonctions entiéres et homogénes de degré s 
de o, PB, y. Il est facile d'exprimer le degré N de la surface. 

Considérons les courbes planes représentées en coordonnées homogénes 
par les équations j 


hile, B, 7)=0, fo, p, y) —0, fie p,7)=0, fle, , y) —0; 
soient z, le nombre de leurs points simples communs, z, le nombre de 
leurs points doubles communs, ..., z, le nombre de leurs points multiples 
d'ordre & communs: Nous supposerons d'abord qu'en chacun de ces points 
aucune tangente ne soit commune aux quatre courbes, et que tous les points 
multiples soient des points multiples ordinaires. On trouve le degré N de 
la surface en cherchant le nombre de ses points de rencontre avec une 
droite queleonque 

Az+By+Cz+Dt=0, A;r+B;y+Cs+D,t= 0. 
On aura donc: 

Afi+Bf+Cf+0f=0, A fv Bf C fi Di fam 9; 
le nombre des points de rencontre de ces deux courbes est N, en dehors 
des points fixes communs. 

On a donc 

N = m—ar—iz—.--—kmr. 

Il est aussi facile de trouver le genre de toute section plane de la 
surface. En effet toute section de cette nature est représentée sur le plan 
par la courbe: 

(1 Afjt+Bh+CA+ Df, = 0. 
Or cette courbe dont tous les points correspondent un à un à ceux de la 
sectiun plane faite dans la surface par le plan 


Az+By+Cs+Dt = 0, 


doit avoir méme genre que cette section plane. Or le genre D de la courbe 
(1.) est: | 
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= }(n—1)(n—2)—2,—8a,—---—4h(k—-1) x, 


Si la surface est telle que toutes ses sections planes soient unicursales. on 
a D=0; done | 
+32, EL A(k—1)r, = l(n—1)(n—2). | 
: C'est-à-dire que les courbes f, f, f, et fs sont unicursales et leurs points 
multiples doivent être communs. - | 

Nous supposons, dans tout ceci, que les points multiples sont dea 
points multiples ordinaires, et que en chacun de ses points aucune tangente 
n'est commune aux quatre courbeg. 

Nous avons donc 


1)  zz4z4----kàr, = n’—N, 

2)  zT93z,4-:--4kA(k—1)z, = d1(»—1)(n—2). 
En retranchant, il vient: 

3)  z3z4-- lk 1)m, = ln(n43)—(N-Fl). 


Assujettir un point à être pour une courbe un point multiple d'ordre k 
équivaut à 14(k+1) conditions. Le premier membre de l'égalité (3.) re- 
présente donc le nombre des conditions auxquelles est assujettie une courbe 
devant avoir pour points simples les z, points simples communs aux courbes 
fi, les x, points doubles communs à ces mêmes courbes, etc. . . .. 

Or le nombre des conditions déterminant une courbe d'ordre n est 
la(n43) Done les courbes d'ordre s passant par les points que nous 
venons de nommer avec le degré de multiplicité convenable contiennent 
encore N--1 paramétres arbitraires. — 

Avant de continuer, rappelons rapidement en quoi consiste une trans- 
formation de Cremona. — Soient 


U(a, p, y) = 0, Va, p, y) = 0, W(a, p, y) = 0 


trois courbes planes unicursales d’ordre n ayant leurs points multiples communs 
et tous leurs autres points de rencontre communs sauf un. 
Les formules 


(4) X=Ula,ß,y), Y-V(e,B,y). Z= Wa, 3,7) 
- définissent une transformation de Cremona. 
Cette transformation est birationnelle. Car & une seule valeur de 


a, D, y correspond un seul système de X, Y, Z et à une valeur de X, Y, Z 
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un seul système de o, 5, y, puisque les courbes du faisceau n'ont qu'un seul 
point variable commun. On tire des relations (4.) 

(5) «—U(X,Y,2, p= VX, Y,2, y = W(X, Y, 2, 
où U, V, et W, sont des fonctions homogènes, également de degré a de 
X, Y, Z. 
| Dans la figure (a, 3,7) les courbes du faisceau 

AU(e, B, y)+u V(a, B, y) v We, B, y) = 0 
ont pour correspondantes dans la figure (X, Y, Z) les droites 

AX+uY+vrvZ = 0. 

Pour parler plus exactement, lorsque dans l’&quation 

A U(o, B, 7)+u V(o, B, y) c» Wa, B, y) = 0 
nous substituons les valeurs (5.) de («, 9, y), nous trouvons une courbe qui 
se décompose en la droite AX+uY+rZ=0 et en courbes fixes ne dé- 
pendant pas de A, «, v, appelées courbes fondamentales, correspondant aux 
points fondamentaux de la représentation. 

Ceci rappelé, considérons N—1 points (e By). o (Oy ay aai) 
distinets entre eux et différents des points communs aux .quatre courbes 
fu fy fs et f. Nous pouvons trouver une courbe d'ordre 2 passant par les 
points communs à ces quatre courbes avec le méme degré de multiplicité et 
par les points (e,/,y,), ... (ey iP 19»)  L’équation de cette courbe 
contiendra deux paramétres arbitraires. Elle sera de la forme 

(6)  2U(e, B, 7)+u Ve, p, y) -* Wee, B, y) = 
Deux eourbes de ce faisceau n'ont, en dehors des points bases du faisceau, 
qu'un seul point de rencontre. 

Nous allons démontrer que si l'on opére la transformation définie 
, par les égalités | 

X-2U(o,8,y) Y Y(e,B,y)) Z—W(e,B, y), 
transformation qui est birationnelle, les courbes f, f, f, et f, se transformeront 
en courbes d'ordre N ayant un point multiple commun d'ordre N—1; toute- 
fois si N — 4 cette conclusion ne sera pas nécessaire. 

Prenons l'une de ces courbes, la courbe f,(e, P, y) = 0, par exemple. 

Soient T, T. T, trois courbes du faisceau (6.): 


T, = 1,U(e, p, y)+u,V(e, p, y)» We, B, 7), 
T, — A, Ua, 3 y)- t; V(a, P, y)t V, W(e, p, y) 
T, = À; U(a, P; y) us V(a, p, 7)+v3 W(e, p, 7) 
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Considérons la surface unicursale 


z=T\,(e, B, y) y= T, (a, f y) 3=T;(e, ß, y) t=fı(e, p, y. 
Toutes les sections planes de cette surface sont unicursales. 
En faisant la transformation 


X- U(a, (3, y) Y= V(a, (3, y) Z = Wa, p, y) 

T, T, T, deviennent le produit d'un facteur linéaire, 4, X -- 44, Y -»,Z, ou 
iX+u,Y+y,Z, ... par les premiers membres des équations des courbes 
fondamentales de la représentation. | 

Voyons ce que devient fj. A cette courbe correspond une courbe 
d'ordre N et le systéme des courbes fondamentales correspondant aux points 
fendamentaux de la transformation. Nous pouvons négliger les courbes 
fondamentales entrant dans la transformée de fi; car elles entrent aussi 
dans les transformées de T,, T, et 73. 

Soit donc F,(X, Y, Z) la courbe d'ordre N, à laquelle correspond 
réellement fı- 

Nous aurons donc ¢=F,(X, Y,Z); pour x, nous devrons prendre 

.$—(AXTuYtvZmu(X,Y, 2), 

q, désignant le systeme de N—1 droites distinctes correspondant aux N—1 


points fondamentaux distincts de la transformation, non situés sur fj. De 
méme nous aurons 


y — (A XtuY4tvZ)qi(X, Y, Z, s=A;X4+ 43, Y+73Z)y,CX, Y, 2). 
Toutes les sections planes de la surface auxiliaire considérée étant évidem- 
ment unicursales, la courbe 
A, --uY -v2)qid- B(4, X-u,Y 4,2), C44, X-u5Y -,2)g, - DF, = 0 
doit être unicursale quels que soient A, B, C et D. 

Donc les quatre courbes d'ordre N formant les expressions de +, 
y, 3 et {, doivent avoir en commun un nombre de points multiples équi- 
valant à 1(N—1)(N—2). Or ces points ne peuvent être que des points 
communs à quelques-unes des droites formant ¢,(X, Y, Z); car les points 
de rencontre des droites (4, X+u,Y-+v,Z) etc. avec les droites y, peuvent 
être supposés n'appartenir pas à F,, puisque les coefficients A,, u,, Yı, A, etc. 
sont absolument arbitraires. | 

Or l'équation y, représente N—1 droites distinctes. Les points mul- 
tiples équivalent à 1(N—1)(N-—2) points doubles. Mais la courbe F, doit 

10* 
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avoir au moins 4(N—1)(N—2) points doubles. (Je dis au moins, parce qu'il 
pourrait arriver qu'elle se décompose; mais peu importe.) Ses points multiples 
doivent étre avec le méme ordre de multiplicité les points de rencontre des 
droites œ:. 

Si F, a un point multiple d'ordre N-1 et que les N—1 droites for- 
mant q, passent par ce point, les conditions précédentes seront remplies. 
Je dis que ce cas est le seul qui puisse se présenter à moins que N= 4. 

Prenons en effet une des N—1 droites AB. Supposons qu'il y ait sur 
AB un point multiple d'ordre p, c'est-à-dire que p—1 droites viennent la 
rencontrer en un méme point C: celui-ci sera un point multiple d'ordre p 
pour f. Il reste N—p—1 droites. Je dis qu'elles doivent venir couper 
BA en un méme point, Dans cette hypothése en effet, on a comme nombre 
de points de rencontre de BA avec la courbe F,, N—p+p ou N. Si une 
des N—p-—1 droites qui restent, ne coupait pas BA au méme point que 
les autres, ce point serait un point double pour F,; on aurait en outre sur 
BA un point multiple d'ordre N—p—1, puis un d'ordre p. Donc en tout 
N+1 points de rencontre de BA avec F, Or on peut supposer qu'aucune 
des droites du faisceau Y, n'appartient à F,. S'il y avait des droites com- 
munes, nous les supprimerions tout d'abord. | 

Il y a donc sur la droite AB un second point C' d'ordre s —p. Con- 
sidérons une droite C'D passant en C. Il y a sur CD p—1 points doubles 
et un point multiple d'ordre N—p, ce qui fait 

N—p+2(p—1) ou N+p—2 
points de rencontre. 

Or p 2. On doit done avoir p=2 pour que ce nombre ne sur- 
passe pas N. Dans ce cas nous avons sur BA un point double C et un 
point multiple d'ordre N—2. Mais alors la droite CD a sur elle N—2 points 
doubles: done 2(N—2) points de rencontre avec F,: ce qui est impossible 
à moins que N = 4. 

Ainsi done sauf pour N — 4 les droites y, concourent toujours en 
un méme point et par suite la courbe F, a un point multiple d'ordre N—1. 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante. La transformation de 
Cremona indiquée transforme les courbes fi, f,, f; et f, en quatre courbes 
d'ordre N ayant un point multiple commun d'ordre N—1. Cette conclusion 
na pas lieu nécessairement si N= 4. 

Il est aisé de démontrer maintenant que la surface est réglée. Nous 
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pouvons en effet par une , projection faire passer à l'infini le point multiple 
d'ordre N—1; on a alors 

z=AY+B, y=-AY+B, s=4AY+B, IL AVE, 
les A et les B étant des polynömes en X’, respectivement d'ordre N—1 
et N. Il est clair sous cette forme que la surface est réglée. 

Dans le cas où N=4, il peut arriver que les trois droites ¢, forment 
un triangle. On a dans ce cas la surface de Sfeiner. Nous avons mainte- 
nant à écarter certaines hypothèses faites sur les courbes fi. f,, f, et fi. 

Je rappelle les hypothèses faites: les quatre courbes considérées 
n'ont que des points multiples ordinaires; en chacun des points communs 
aux quatre courbes aucune tangente n’est commune à ces quatre courbes. 
Maintenons toujours la première hypothèse, mais supposons qu'en certains 
points communs une ou plusieurs tangentes puissent être communes. Si k 
est le degré de multiplicité d'un pareil point, les courbes ont en ce point 
plus de & points confondus, elles en auront ^7. 

Désignons par € la somme Zn relative à tous les points communs. 
On aura 

N = n’—2,—42,—--—k’x,—¢, 
puis comme plus haut . 
| +32; +- +4k(k-1)2, = I(n-1)(n—2). 
En retranchant il vient 
Ti tite +4klk4+1)2, = In(n+3)--(N+e+]). 

Cette derniére.égalité nous montre que l'on peut faire passer une 
courbe d'ordre » par les points multiples communs aux quatre courbes, 
avec le méme degré de multiplicité: elle contiendra encore N+e+1 para- 
mètres arbitraires. Une telle courbe rencontrera en N-+e points, en 
dehors des points fondamentaux, chacune des courbes fi, fj, f; et f;; et deux 
courbes & prises arbitrairement n'auront pas de branches tangentes en un 
point multiple des courbes f. Ceci posé, nous allons considérer, comme 
plus haut, trois courbes d'ordre » 

U(a, p, y) = 0, V(a, p, y) = 0, W (a, p, y) = 0 
passant par les points communs aux courbes f avec le méme degré de mul- 
tiplicité et par N+e—1 points pris arbitrairement dans le plan; d’après ce 
qui vient d’étre dit, ces trois courbes déterminent un faisceau 
AU(a, B, y)--uV(a, B, y)--VW(a, p, y) = 9, 
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et deux courbes de ce faisceau n’ont, en dehors des points bases du fais- 
ceau, qu'un seul point de rencontre. On démontrera maintenant, en rai- 
sonnant comme plus haut, que si l'on opére la transformation définie par 
les égalités | 
X = U(a, p, y) Y — V(a, P, y^ Z= W (a, p, y^ 

les courbes fi, f;, f;-et f, se transformeront en courbes d'ordre N+e ayant 
un point multiple d'ordre N+e—1; ceci suppose que l'on n'ait pas N-- e — 4, 
mais alors N est moindre que quatre, et la question ne présente aucune 
difficulté. 

Il ne reste plus qu'à considérer le cas où les quatre courbes auraient 
des points multiples singuliers communs, tela que.toute courbe du faisceau 


Afi t hf ^f rf, = 0 

ait aussi en ces points des points multiples singuliers communs. Cette 
derniére hypothése est facile à considérer; il suffit de se rappeler le beau 
théoréme de M. Nóther, d'aprés lequel toute courbe ayant des points mul- 
tiples quelconques, peut toujours, par une transformation de Cremona, être 
transformée en une autre qui ne posséde que des points multiples ordi- 
naires. Nous effectuerons une telle transformation sur une courbe quel- 
conque du réseau précédent, et nous nous trouverons ramené aux cas 
précédemment étudiés. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant: 

Les seules surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont uni- 
cursales, sont les surfaces réglées unicursales et la surface du quatrième degré - 
de Steiner. 


Paris, décembre 1885. 
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Ein Satz über Discriminanten- Formen. 
(Von L. Kronecker.) 


In einer Abhandlung, welche im 19. Bande des Liouvilleschen Journals 
(1854) abgedruckt ist, habe ich den Satz bewiesen, dass derjenige Factor 
von z"—1, welcher nur für die primitiven nt Wurzeln der Einheit gleich 
Null wird, irreductibel ist, und zwar auch dann, wenn eine Wurzel einer 
ganzzahligen Gleichung adjungirt wird, deren Discriminante zu » relativ 
prim ist. Dieser Satz ist aber in einem viel allgemeineren enthalten, dessen 
Erkenntniss ich jenen Principien verdanke, welche ich in den „Grundzügen , 
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen‘ im 92. Bande dieses 
Journals entwickelt habe. | 


§ 1. 

. Es sei F(x) eine ganze Function nt Grades von x; der Coefficient 
von z" sei gleich Eins, und die übrigen Coefficienten seien ganze Grössen 
eines beliebigen Rationalitätsbereichs, . dessen Elemente aus unabhängigen 
Variabeln und ganzen algebraischen Functionen derselben bestehen. Der 
Rationalitätsbereich kann hiernach auch ein Gattungsbereich sein. Sind nun 
5, & ... § die Wurzeln der Gleichung F(z)- 0, so stellt der Ausdruck: 

uS, +16, +--+, 6, | 


die verschiedenen Wurzeln der zur Gleichung F(x) = 0 zugehörigen Galois- 
schen Gleichung dar, wenn die Grössen u Unbestimmte und (r,, r,,...r,) die 
verschiedenen Permutationen derjenigen Gattung bedeuten, durch welche die 
Classe der Gleichung F(x) = 0 charakterisirt wird *). 

Dies. vorausgeschickt, besteht offenbar die Congruenz: 
(A.) IDG, RD =0 (mod. Let (5, 5.) tw, Sp peek, (5, —5,))) 
wo sich die Producte auf alle Verbindungen je zweier Permutationen 


*) Vgl. 8 12 S. 36 meiner citirten Abhandlung im 92. Bande dieses Journals. 
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(ry fa Tal (rire...) beziehen. Der Modul dieser Congruenz ist aber 
nichts Anderes als die Discriminante der Galoisschen Gleichung und also 
nach $ 9 meiner eben citirten Abhandlung durch die ,,Discriminantenform“ 
. der Galoisschen Gattung theilbar. Diese ist aber wiederum, gemäss dem 
a. a. O. bewiesenen Satze, durch die Discriminantenform jeder Gattung von 
Functionen der Wurzeln &, &, ... &, theilbar. Es ist daher jede solche 
Discriminantenform in dem Producte: — 
d, Cr $e) 

enthalten, welches selbst wiederum in einer Potenz der Discriminante von 
F(x) als Theiler enthalten ist. | 
| Hieraus ergiebt sich der Satz, welcher entwickelt werden sollte, 
nämlich: 

die Discriminantenform einer jeden aus den verschiedenen Wurzeln 

einer Gleichung zu bildenden Gattung ist in einer Potenz der 

Discriminante der Gleichung selbst enthalten, 
und hierbei kann, wie unmittelbar zu sehen ist, die Voraussetzung der Irre- 
ductibilitit der Gleichung fallen gelassen werden. 

Da ferner an Stelle der Gleichung F(z) = 0 auch die „Fundamental- 
gleichung‘‘ der durch &, bestimmten Gattung genommen werden kann, deren 
Discriminante Theiler einer Potenz der Discriminantenform der Gattung (é,) 
ist"), so ergiebt sich der Satz anch in folgender Fassung: | 

die Discriminantenform einer Gattung ($,) kann zu einer hinreichend 
hohen Potenz erhoben werden, damit sie dureh die Discriminanten- 
form einer jeden aus den verschiedenen Conjugirten von &, zu bil- 
denden Gattung theilbar werde. 
In dieser Fassung ist der Satz übrigens auch mit Hülfe von Determinanten- 
sätzen herzuleiten, da die Discriminantenform eben nur das Quadrat einer 
Determinante ist, welche nach $ 25 meiner mehrfach eitirten Abhandlung 
ausser den Reihen conjugirter algebraischer Grössen noch Reihen von Ur- 
bestimmten enthält. 


§ 2. 
Bedeutet G(y) eine irreductible ganze Function mt Grades und 
desselben Bereichs wie F(x), ist ferner der Coefficient von y" gleich Eins, 


*) Vgl. § 25 der Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 
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und sind endlich z,, 5, ... 5, die Wurzeln der Gleichung G(y) = 0, 
80 kann die eine der beiden (im angenommenen Rationalitütsbereich) irre- 
ductibeln Gleichungen nur dann unter Adjunction einer Wurzel der anderen 
reductibel werden, wenn eine gewisse Gattung von rationalen Functionen 
der Wurzeln 5 mit einer Gattung von rationalen Functionen der Wurzeln 7 
übereinstimmt. Nach dem obigen Satze muss also die Discriminantenform 
dieser Gatiung gemeinsamer Theiler der beiden Discriminanten von F(x) und 
G(z) sein. 

Nimmt man F(z) = FA 
ar —1 
eine ganze Zahl bedeutet, so ist F(a) im absoluten Rationalitätsbereich der 
natürlichen ganzen Zahlen irreductibel. Denn für jede ganze ganzzahlige 
Function f(x) findet die Congruenz: 

f(z)" =fe”)=f(l) (modd.p, 2-1) 


statt, und es wird also, wenn f(z) irgend ein Divisor von 2” —1 ist: 


| FD =0 (modd.p, f(z), —— 
während, wenn F(x) = f(z)g(z), also F(1) = p —f(1)9(1) wäre, einer der 
beiden Factoren, z. B. f(1), gleich Eins sein müsste. 

Ferner ist die Discriminante jeder aus den Wurzeln von F(r) = 0 
gebildeten Gattung durch p theilbar; denn die Differenz von zwei Hori- 
zontalreihen der Determinante, deren Quadrat eben die Discriminante ist, 
. enthält offenbar 1—z als Theiler, und die Discriminante, welche eine ganze 
Zahl ist, wird daher modulis (1—2, F(x)), also auch modulis (1—2, F(1)), 
also endlich auch modulo p, congruent Null. 

Hiernaeh kann F(z) nur dann unter Adjunetion einer Wurzel. der 
Gleichung G(y) = 0 reductibel werden, wenn die Discriminante von G(y) 
durch p theilbar ist, und hieraus folgt unmittelbar auch jener Satz, welcher 
oben in der Einleitung citirt worden ist. 

Ich bemerke noch, dass man an Stelle der Function F(z), welche 
für alle primitiven p'-ten Wurzeln der Einheit verschwindet, überhaupt eine 
ganze Function von der Form: 

F(z) = (s-1)--p (a) 
nehmen kann, wo &(a) eine ganze ganzzahlige Function (s —1)-ten Grades 
bedeutet. Es gilt auch dann noch der Satz, dass jeder Divisor f(x) von 


F(a) für © = 1 modulis p, f(x) congruent Null sein muss. Denn F(z) ist 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 1. 11 


wo p eine Primzahl und » irgend 
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modulo p ein Divisor von z?' —1, wenn v so gewählt wird, dass p” >» ist; 
es wird also, wie oben: 


f(z)" = f(z") =f) (modd.p, F(z)), also auch (modd. p, f(z)) 
und daher: 
f(1)z20 (modd. p, f(z)). 

Hieraus folgt unmittelbar, dass F(x) irreductibel ist, wenn d&(1) nicht = 0 
(mod. p) ist. | 

Dieses Resultat findet sich schon in dem Schoenemannschen Aufsatze 
im 32. Bande dieses Journals ($ 61, S. 100). und ist dort auch auf ganz 
ähnliche Weise hergeleitet. Später hat Eisenstein im 39. Bande dieses 
Journals S. 167 denselben Satz in derselben Art bewiesen, und in manchen 
Reproductionen wird der Satz irrthümlicher Weise Eisenstein zugeschrieben. 
In einer Notiz im 40. Bande dieses Journals S. 188 hat Schoenemann selbst 
schon auf seine Priorität in der angegebenen Beziehung aufmerksam ge- 
macht; doch findet sich darin (wohl nur in Folge von Druckfehlern) der 
$ 6 seiner Abhandlung im 31. Bande an Stelle des $ 61 seiner Abhandlung 
im 32. Bande eitirt. 
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Sur un théoréme de M. Hermite relatif a 
l'interpolation. 
(Par M. F. Gomes- Teizeira en Portugal.) 


Le résultat important relatif à l'interpolation auquel M. Hermite est 
arrivé *) dans le cas d'une fonction uniforme et continue dans une aire limitée 
par une courbe, peut étre étendu au cas d'une fonction uniforme à discon- 
tinuités polaires et qui est continue dans une aire annulaire. C'est ce que 
nous allons faire voir dans cette Note. 

Soit f(x) une fonction uniforme, à discontinuités polaires, continue 
dans l'aire annulaire limitée par deux courbes A et a; et soient a, et a, 
les affixes de deux points de l'aire limitée par A, et b, et b, les affixes de 
deux points de l'aire limitée par a. 





En multipliant par @ZaF les deux membres de l'identité: 


(3—a, 
1 _ 1 (z—a,) (r—a,)-! |  (rz—a,y 
zz Ga) Tay UT Gaye Ta) a) 
on trouve l'identité: 
(z-- a, (z—a,} (r—a,)(x—a,) 


G—2)6 -a,ÿ ^ (—a)G-aÿ ' (s—a(s—a,) 
+ GA GTA), Cae mE 
(G—a,}(5—a,} (a— z)(s—a,)*(s— a, )* 
Si ensuite on décompose en fractions simples les deux membres de cette 
identité, on arrive à un résultat de la forme suivante: 
1 — EM: (z—a,)" (z— a,)" ‚42.747 (z—a,)" -+ (z— a," (z— a, 


ra (3—aj sca) Fe aaa 
où l'on a p=1, 2, 3, ... a, et p — 1, 2, 3, ... (j; où M et N sont des 
quantités constantes; et où la plus grande valeur de m et de m’ est «—1, 


et celle de » et de n est /3. 


*) Ce Journal, tome 84 (1878). 
11* 
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En multipliant par f(s)ds et en intégrant le long du contour A, on 
obtient le résultat: 


E = XM(r—a(r-—a) ar 


Jezve- a)" ea) Cy +f faz —a*(z ads 


5— a, )" Bene )'(s— a,)? 





(1.) 





Considérons maintenant l'identité 


Goby [dr 4 meh) 
(z—b,)'(5 -2) (r—b)(z—b,y ' (z—b,)'(z—b,) 
(s— b, 7 1(s— b.) (s—b GG — by 
eye + cse hy Gy d 
dont le premier membre est susceptible de la décomposition suivante: 
(5 — b,y 1 C c'(s—b,) cO(s--b y 
Ge rt (a—hy 
où c, c, c', etc. représentent des quantités constantes. Nous avons done 
un résultat de la forme suivante: 
1 _ w (3--b )(s— b, )' 
a-. CO TH+ ya KGB” 
et par conséquent 


RE = zKffG) .z“ di f- fKK3(s—b, y (s—b,y ds. 











(2—z)(z--b (c—b, y? 


où À représente une fonction entière de 4 - et —., 
g —-b, c—b, 
les nombres 0, 1, 2, ... &+/—1. En appliquant aux intégrales précédentes 


la formule connue: 


fe) = EIER) 


»—cI 


et w représente 


on obtient la formule suivante: 
f(x) = 11 (=) + O@) 
0 gr f@e—a)(a—a,)sds _ N OC: ds 
Qin, 


Fan! Ga) Ga} 5—a)(z—b, (a — b, ' 








où /I(z) représente une fonction de x du degré a+/3—1, et O(x) représente 


une fonction entiére de = ge —— du degré k+/. Cela posé, soit f(s) 


une fonction qui n'admet que des discontinuités polaires, c'est-à-dire, soit f(x) 
le quotient de deux fonetions holomorphes dans toute l'étendue du plan, 
et soient k et / les exposants de s—b, et 3—b, dans le produit sous la 
forme duquel on peut mettre son dénominateur au moyen du théoréme de 


Gomes-Teizeira, sur un théorème relatif à l'inlerpolation. 85 


M. Weierstrass. La fonction 
f(s)(s—b.) (s—b.) 
sera holomorphe dans l'aire a, et par conséquent nous avons 
f GG} GE) ds _ og 


——— — — — —— — 


"ebay ~ 





Done 





De la méme maniére on trouve la formule: 


(2) flo) = H(z)4 0(c) 4 1 (FOC Ga) ea ds 


Zin’ (s—2)(a—a,)'(s—a,)P(s—a,y... ' 
qui contient comme cas particulier la formule de M. Hermite. 
Voici les conséquences de cette formule. 
La fonction (z—2a,)"(z—a;) ... s'annule ainsi que ses dérivées jusqu'à 
l'ordre «—1 pour 7-23, De la méme manière cette fonction s'annule ainsi 
que ses dérivées jusqu'à l'ordre 8—1 pour x = a, etc. Nous avons donc 


f(a;) = IT(a,)+ O(a;), f (a) = IT (a)+ © (aj), ... f^ (a) = 71°" (a) - O* (a), 
[(@:) = IT(a.)+ (a), f (a) = IT'(a))-- O (aj), ... f (a) = aa) + O(a), 








Par conséquent la fonction Z/(z) dont le degré est @+ß+y+---—1 remplit 
les conditions précédentes qui sont au nombre de @a+ß-+y-+--, et elle est 
par suite entiérement déterminée. 

D'un autre cóté, on peut mettre O(z) sous la forme: 


c _ A A, A 
9@) = z^ "(sky tt (3-by 
B, B, B, 
re 77 Gaby 
+ etc.; 


et, en posant F(z) —f(r)(r—b,y, de manière que la fonction F(a) n'admet 
pas le póle 6,, la formule (2.) donne: 


F(z) = (z—by IH (z)-- A.(x—b,y "+ A (a by 74r 4, a(z—5)4- A, 
T(z-5) I tut 
+. Cim 2D A f(s3)(z—a,)" (z —a,)*... dz 


— — M MÀ ee — 








— —À— 


Zin / (3—2z)(s—a,)'(s— a"... 
De cette formule on tire 


* " FO-0(5, 
A, = F(b,), AL; =F (b,), Ak: = IF (b,), oe n A, ( 1) 


~ 4.2,..(k—1) - 
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De la méme maniére on trouve les autres constantes B,, B,, etc. qui en- 
trent en O(a). 

Done on détermine les constantes qui entrent en O(a) au moyen des 

valeurs des fonctions 
f(z)z—b), f(z)z—bj. 
et de leurs dérivées correspondant aux valeurs b,, b,, etc. de a. 

En conclusion, les fonctions //(z) et O(x) qui entrent dans la for- 
mule (2.) sont complétement déterminées quand on se donne les valeurs des 
fonctions 

f(z), f(a)(e-6), f(æ)(x—-b,), ete. 
et de leurs dérivées correspondant aux valeurs a, e, a, etc.. b,, 6, 
b,, etc. de a. 
Maintenant, si l'on pose les conditions: 
lr-a,|«|s—-a], |z—e|-]|s—a| ete. 

la formule (2.) fait voir que la fonction ZZ(x)+O(x) représente la fonction 
f(z) avec d'autant plus d'approximation que le nombre des quantités a,, 
4,, @;, etc. est plus grand, ou encore que les exposants a, /2, y, etc. sont 
plus granda. 

La formule d'interpolation au moyen d'une fonction rationnelle que 
nous venons de trouver, s'applique au calcul par approximation des inté- 
grales définies dans le cas où la fonction qu'on veut intégrer n’admet que 
les discontinuités polaires. Cette applieation sera le sujet d'un autre article. 
Ici nous ferons seulement remarquer que la formule (2.) trouve une appli- 
cation importante dans le développement de f(z) en série. En effet, si l'on 
considére seulement un point a,, et si lon suppose que les contours A et 
a sont deux cercles dont le centre est le point avec l'affixe a,, l'intégrale 

fG)(z—a )'ds 

"1 (5 — z)(s— a, )" 

tend à la limite zéro quand « augmente indéfiniment. 
Done, nous avons 
f(x) = lim T(x) + O(@); 

c'est-à-dire que la fonction f(x) est la somme d'une fonction holomorphe 
de æ et d'une fraction rationnelle, dont nous venons de donner un moyen 
très simple de trouver les numérateurs des fractions simples. Le nombre 
de ces fractions simples augmente avec le nombre des pôles qui sont à 
l'intérieur du cercle intérieur de l'anneau. 








87 


Note on a formula relating to the zero-value of a 
theta-function. 


(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 


am — M ———— 


] had some difficulty in verifying for the case of a single theta- 
function, a formula given in Herr Thomae’s paper „Beitrag zur Theorie der 
9-Functionen“ (this Journal vol. 71 (1870) pp. 201—222). The formula 
in question (see p. 216) is given as follows: 


(11) 9(0,0,...0) = V 14 E LY Diser (0, 0, ... 0) Diser. (0, 0, ... 0), 


but the denominator factor should I think be (ni)? instead of (22i). Making 
this alteration, then in the case of a single theta-function, p — 1, and the 
function belongs to the radical 





where 
1 
(b, b, hy he) = (—2, —1, +1, Rp) 
The determinant | A{’”| is a single term = A, and the formula becomes 
A a TS 
4(0) = EMG — k,) (k,— k,), 
where k,—k,, k,—k, are each = 14-- E? and we have therefore 
— NPA" 
80 = (1) 


A denotes the integral 





ern LE 
gs V z—k,.z—k,.z—k,.zr—k,' y1—z*. = D 


M 


u f' kdaz 
y1—2*.1— dini 


9(0) — y Fre, 


= ikK', 


and the formula thus is 
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But observe that in the theta-function as defined by the equation 
(x) = Xe" 
a is used to denote the value 


a=aB, = on B, 
where A is the above- mentioned integral, and B is the integral 
ky 
B= ———, = —— = 2kK, 
fea Yz—k,.z—k, -k, Tu zh. .z—h, I> Via 1 Pr ? 


“ks —1 


which value must however be taken negatively, viz. we must write D = —2kK, 
and we then have 

2n Kk 

Tp 


— 2 


viz. writing a8 usual 
TK? ıK 


q=e *, r=se*, 


the e^ of the theta-function is not =g, but it is =r’; and the zero-value 
0) is = 14-27-27? --2r" 4--.., the equation thus is 
1425? + art 9r" 4... = yraıD 


which is right; in fact writing &' in place of &, and consequently K, q in 
place of K', r respectively, the equation becomes 


, KALK 
1429-29 +294. N, 
we have | 
4, 9,9 i 2h 
1+2q +2g’+2g9’ +-- = Y x 


and changing q into q^, then (Fund. Nova p. 92) K is changed into UEM 
and we have the formula in question. As a verification for small values 
of q, observe that we have 


2 „ A+ | 
7 =144g+4g), Bu - = 1—-49+16g, 
and thence 
KG+#) "Ke 
7 } ^ 


=1+44q or = 14-324*. 


Cambridge, 12 Febr. 1886. 
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Beitrag zu der Theorie der Bewegung einer 
elastischen Flüssigkeit. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


Riemann hat in der Abhandlung über die Fortpflanzung ebener Luft- 
wellen von endlicher Schwingungsweite nachgewiesen, wie das System von 
nicht linearen partiellen Differentialgleichungen, durch welches die Be- 
wegung einer elastischen Flüssigkeit bestimmt wird, für den Fall, dass die 
anfängliche Bewegung allenthalben in gleicher Richtung stattfindet und in 
jeder auf dieser Richtung senkrechten Ebene Geschwindigkeit und Druck 
constant sind, auf ein System von linearen partiellen Differentialgleichungen 
zurückgeführt und vollständig integrirt werden kann. Die hier mit so aus- 
gezeichnetem Gelingen erforschte Bewegung ist von der Art, dass die für 
den Anfangsmoment angenommene Beschaffenheit des Zustandes der Flüssig- 
keit für die Dauer der Bewegung erhalten bleibt. Vor längerer Zeit bewog 
mich die Beobachtung dieses Umstandes, die Bedingungen aufzusuchen, 
unter denen die Bewegung einer elastischen Flüssigkeit von der folgenden 
allgemeineren Art möglich ist. Es sei der von der Flüssigkeit erfüllte 
Raum durch eine Schaar von Flächen getheilt; im Anfange der Bewegung 
soll die Geschwindigkeit überall senkrecht gegen die Flächen gerichtet 
sein, und sowohl der Druck als die Geschwindigkeit nur bei dem Ueber- 
gange von einer Fläche zur anderen andere Werthe bekommen, und es 
sollen die gleichen Anforderungen für die Dauer der Bewegung erfüllt 
bleiben. Aus der Discussion deg bezüglichen Systems von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen ergiebt sich, dass die einzelnen Flächen der verlangten 
Schaar zu gleicher Zeit Paralleltlächen und Niveauflächen sein müssen, und 
dass auch das Vorhandensein einer beschleunigenden Kraft zulässig ist, zu 
der eine nur von Fläche zu Fläche sich ändernde Krüftefunction gehört. 
Eine fernere Betrachtung zeigt, dass die doppelte der Flächenschaar auf- 
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erlegte Bedingung dann und nur dann befriedigt ist, wenn für die einzelnen 
Flächen in jedem Punkte jeder der beiden Hauptkrümmungsradien constant 
ist. Hiernach existiren aber tiberhaupt nur drei verschiedene Schaaren von 
Flächen, die dem angegebenen Zweck entsprechen, nämlich die von Rée- 
mann angenommene Schaar von parallelen Ebenen, eine Schaar von Kreis- 
evlindern mit derselben Axe, und eine Schaar von concentrischen Kugel- 
flächen. 

Die Systeme von je zwei nicht linearen partiellen Differentialglei- 
chungen, die zu den genannten drei Annahmen gehören, lassen sich in eine 
einzige Gestalt zusammenfassen, bei der eine unbestimmte Zahl beziehungs- 
weise einen der Werthe Eins, Zwei, Drei erhält. Auch sind diese drei 
Systeme durch verschiedene gemeinsame Eigenschaften merkwürdig, Man 
gelangt zu der Auffindung von Fällen, in denen eine Reduction auf ein 
System von linearen partiellen Differentialgleichungen bewerkstelligt werden 
kann, indem man Voraussetzungen ermittelt, bei denen die Dichtigkeit 
während der ganzen Bewegung an jeder Stelle ungeändert bleiben kann. 
Für eine Schaar von parallelen Ebenen ist dies möglich, wenn entweder 
keine beschleunigende Kraft vorhanden ist, was Riemann vorausgesetzt hat, 
oder, wenn eine constante auf den parallelen Ebenen senkrechte Kraft 
wirksam ist, wie die Schwerkraft für eine Schaar horizontaler Ebenen. Mit 
dem letzteren Problem haben sich die Herren Guldberg und Mohn (Etudes 
sur les mouvements de l'atmosphére, Programme de l'université de Christiania, 
1876) beschäftigt. Für eine Schaar von Cylinderflüchen wie für eine Schaar 
von concentrischen Kugelflüchen lässt sich bei einer gewissen Beschaffen- 
heit der beschleunigenden Kraft unter der Annahme des Mariotteschen Ge- 
setzes die bezeichnete Reduction ebenfalls vornehmen. Indem ich diese 
Untersuchung veröffentliche, habe ich noch anzuführen, dass in den Comptes 
rendus der Pariser Akademie vom 20. October 1885 eine Mittheilung des 
Herrn Hugontot enthalten ist, welche sich auf dasselbe Gebiet bezieht. 


1. 


Wenn für eine elastische Flüssigkeit ein Punkt des von derselben 
erfüllten Raumes durch die rechtwinkligen Coordinaten x, y, 3 bestimmt, 
und die Zeit mit / bezeichnet wird, wenn für einen Punkt (2, y, 3) beziehungs- 
weise #, e, t^ die Componenten der Geschwindigkeit, X, Y, Z die Compo- 
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nenten der auf denselben ausgetibten beschleunigenden Kraft sind, ferner 
p der Druck, o die Dichtigkeit ist, und wenn die Abhängigkeit des Druckes 
von der Dichtigkeit durch die Gleichung p = p(e) dargestellt wird, so ent- 
spricht die Bewegung der Flüssigkeit dem folgenden System von Diffe- 
rentialgleichungen: 


ài Mi +05 + = zx 
a 2 +0 2 T Lu = Y-5 $T. 
Go en 
ze + en E +2 4 Glew) 2e) = 0, 
p (o. 


Es sei nun eine Schaar von Flächen dadurch charakterisirt, dass eine Func- 
tion G, die nur von den Coordinaten x, y, 3 und nicht von der Zeit t ab- 
hängt, in jeder einzelnen Fläche constant, und von einer Fläche zur anderen 
veründerlich ist. Ieh betrachte eine Bewegung der Flüssigkeit, bei welcher 
die Geschwindigkeit stets senkrecht gegen diejenige Flüche der Schaar ge- 
richtet ist, in welcher sich der betreffende Punkt befindet Setzt man daher 


G2 N-GD C Co 


so erhalten die Componenten u, v, tw der Geschwindigkeit w die Aus- 
drücke: | 


96 96 96. 
Ox Ó 03 
(3.) ==, Ww, OF Es = wi 0 


Ferner wird angenommen, dass sowohl die Geschwindigkeit w wie auch die 
Dichtigkeit o in derselben Flüche der Schaar zu einer bestimmten Zeit überall 
dieselben Werthe haben, dass sich aber der betreffende Werth von einer 
Flüche zur anderen und von einem Zeitmoment zum anderen ündern kónne. 
Demnach sind w und o Functionen von G und (. Wenn man dies beriick- 
sichtigt, und der Kürze wegen 


OG ON , 0G ON , 0G ON 








Ox Or ' Oy Oy | Os Os — (6, N), 
e» de) _ 
"do — q (e) 


12* 
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setzt, so gehen die Gleichungen (1.) in die folgenden tiber: 

















26 N 26 Ny ys 
de e |, oe yy, © ?" 6 do _ x de 66 
Ni ot N 2 N° Qe" 66 EP! of (€ ac oz’ 
aG ON 06 
oy 9w , Oy a? —.1.9V (6, N)o 4 26 ,, 9" _ 41 ' ) ep oG 
N a '2 N 2 N° oy OG ( OG oy? 
0.) 9G ON 96 € N)o* 
9s Om iQ OB yy Oe OG Ow 7 ly (o) $e. 98 
N ot © N ? N° Os: 0G o" OG 09 
€ y € » 2€ 9 |. 
Q MEN ol PAZ 0M 95 _ 
ot Ox oy 0% ne 


Damit die drei ersten dieser Gleichungen zusammen bestehen können, müssen 
zwei Functionen » und o vorhanden sein, welche die folgenden Gleichun- 
gen befriedigen 

ON _,06 ON 86 ON _ „6 


6) ^35 7" às? Tata 
OG OG OG 
(7.) X = Or? Y-05 Z=o-x- 
Aus denselben ergiebt sich beziehungsweise 
(8.) dN = vdG, 


(9.) Xdx+Ydy+Zds = odG. 
In Folge von (8.) muss v eine Function von G und auch N eine Function 
von G sein. Indem vorausgesetzt wird, dass X, Y, Z nur von dem Orte 
(x, y, 3) abhängen, zeigt sich, dass auch o eine Function von @ sein muss; 
mithin ist die linke Seite von (9.) ein vollständiges Differential, und die zu 
den Componenten X, Y, Z der beschleunigenden Kraft gehörende Kräfte- 
function 


(10) /(Xdr+Ydy+Zds) = SG)aG 


ebenfalls eine Function von G. Aus der Erfüllung der Forderung, dass N 
eine Function von @ sei, lässt sich sogleich die Existenz einer Function 
G, von @ ableiten, welche » Gleichung 

EL) = 1 


qi) (SB) Cm 
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befriedigt. Da aber die erhaltene Function G, an Stelle der Function G 
eingeführt werden kann, so ist es gestattet, für die Function @ selbst die 
Forderung auszusprechen, aa 


a2) ($2) +(S) +) = 1 


sei. In Folge dieser Voranesetzung ziehen sich die drei ersten Gleichungen 
in (9.) zu der folgenden zusammen 
Cw . Ow 
(13.) à TG — o(G)— HOP: OG” 
wihrend die vierte “ Gestalt annimmt 


(eu) 96 , O'G +26 B 





Es muss deshalb der Par von » eine Function von G sein, 
- ö’G 
(15.) os. +2 dy To x(@), 


und man behält das System von zwei partiellen Differentialgleichungen 


Cw Ow 1 ,, 2% _ 
tee D 


O(ow) 


(16.) 
| 32. + 909 190206) = 0. 


Für die Schaar der Flächen @ = Const. bestehen die beiden Bedingungen 
(12.) und (15.). Bekanntlich sagt die erste derselben aus, dass diese Flächen 
Parallelflächen sein müssen, während aus einer Verbindung der zweiten Be- 
dingung mit der ersten folgt, dass eine leicht anzugebende Function von @ 
der Zaplaceschen partiellen Differentialgleichung genügt, und dass mithin 
die Flächen @ = Const. nothwendig Flächen constanten Potentials oder soge- 
nannte Niveauflächen sind. 

- Die auf der linken Seite von (12.) und (15.) auftretenden, aus den 
partiellen Differentialquotienten der ersten und zweiten Ordnung der Func- 
tion G gebildeten Ausdrücke stehen zu dem in den rechtwinkligen Coordi- 
naten dargestellten Quadrate des Linearelements im Raume 


da’ + dy* 4- ds? 
in covarianter Beziehung, und repräsentiren fiir diese quadratische Form 


von drei Differentialen diejenigen Begriffe, welche Herr Beltrami, einen Aus- 
druck Lamés benutzend, in der Arbeit: sulla teorica generale dei parametri 
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differentiali, Bologna 1869, respective den ersten und zweiten Differential- 
parameler genannt, und unter einem umfassenden Gesichtspunkte untersucht 
hat. Auf diese Begriffe bin ich in der Abhandlung: Fortgesetzte Unter- 
suchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von s Differentialen, 
dieses Journal Bd. 72, S. 53 näher eingegangen. Hier gentigt es, hervor- 
zuheben, dass die beiden Begriffe, auf deren gemeinsame Untersuchung die 
gegenwärtig gestellte Frage hinführt, in der Theorie der quadratischen 
Formen von mehreren Differentialen eine allgemeine Bedeutung haben. 


2. 

Um die sämmtlichen Functionen G kennen zu lernen, welche die 
beiden Gleichungen (12.) und (15.) des Art. 1 befriedigen, bemerke ich, 
dass, wenn eine beliebige Fläche, in der @ constant sein soll, gegeben ist 
und so bezeichnet wird: 


(1.) Gy (2, Yo; 3u) = H,, 


die zugehörige Function G folgendermassen dargestellt wird: 


OG, 
E 


GS GS GR) 


a 
Y-Yı = 5 a + 78G 7 ae Mo menu 
06, 1" (0G, V ( 0G, Y 
(2.) l (Sa) + w) +) 
| 96, 
PEU 


T—- I, = 








3 — 84 = 





I a urn en " 

G(z,y,2) = s+H.. 
Die Grössen z,, Yu, 2, sind durch Verbindung der drei ersten dieser Glei- 
chungen mit (1.) als Functionen der unabhängigen Variabeln a, y, 3 zu 
bestimmen. Wegen der Relationen 


sds = (x—2,)(dx—dz,) + (y — yo) (dy— dyo)-- (s —s/)(ds — ds), 
0 = (z—z)dz, + (y—u) dy, +(3—2,)d2, 


8 


8) | 
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kommt 
4 OG Os  zx—z, OG Os _y-y OG Os  4—%, 
(4) Oz Ow 8 ^ Oy Oy s ' O3 Os” s ? 
und es sei 
- 2—2 — 3— 3% 
(9.) — "$5 I ln —— Hh 


Dann leuchtet ein, dass von den Gleichungen (12.) und (15.) des vorigen 
Art. die erste erfüllt ist, und die zweite zu der folgenden wird 

6) set ght ge = art) 
Die Grössen £, n, 6, welche die Cosinus der Winkel darstellen, welche die 
im Punkte (x, y, 3) auf der Fläche G = const. errichtete Normale mit den 
Coordinatenaxen bildet, sind vermöge der Gleichungen (2.) zunächst als 
Functionen der Grössen z,, Yo, 3, ausgedrückt, welche gleich Functionen 
von x, y, 3 sind. Nach dieser Auffassung ist die linke Seite von (6.) gleich 
dem folgenden Ausdruck 
OË Oz, 0b Ow, 
da, s E E Er On 


On 0% On Oy, On 04 


t$ Oz, y + Oy, oy Os, Oy 


À Oz, 
Qm, ds ' dy ds | Os, Os” 


Aus den Gleichungen (5.) ergiebt sich nun 
OE OË Q 
| dx — da, ds. f+ (> dx+ Ow, dy a, 4) 








(0) 








(8.) dy — dy, = ds. n+s(-T dut AC dyy+ 5 7 day), 





ds —ds, — ds. 7e: daz ~~ == — dyyt+ a dés). 


Sobald hier für ds der aus (3.) und (5.) ‘olgende Ausdruck 

| (9. ds = édr+ndy+Cdz 

substituirt wird, erhält man drei Gleichungen, aus denen dx, dy,, dz, als Func- 
tionen von dx, dy, ds bestimmt werden kénnen; hierzu ist die Determinante 





OË OE OË 
(10.  4(s) = l+s Oz, s Oy, ? $ - Ou 
on on On 
aa Dt iy 
| at at at 
| Sr? dy, TF8 
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erforderlich. Nachdem auf diese Weise die in (7.) vorkommenden partiellen 


Differentialquotienten T. s T = bestimmt sind, verwandelt sich 








(7.) in den nach der Variable s genommenen Differentialquotienten des loga- 
rithmus naturalis der Determinante /(s), wodurch für die linke Seite von 
(6.) die Gleichung entsteht 


On , Ot dlogA(s) 
Me 7 ae 


Wenn o, und o, die Hauptkrümmungsradien in dem Punkte (z,, gs. 3) der 
durch die Gleichung (1.) bezeichneten Fläche bedeuten, so ist bekanntlich 








| 1 ; 
12. I(s) = (2.4 —- 
( ) s) HG Fe, )s+ 0,0; t 
mithin 
dlogd(s) _ 1 1 
(3) ds 7 ste se 


Damit diese Verbindung, wie die Gleichung (6.) vorschreibt, eine reine 
Function von s sei, ist es nothwendig und hinreichend, dass die beiden . 
Hauptkrümmungsradien o, und o, auf der Fläche (1.) constant sind. Denn 
es genügt, der Variable s zwei verschiedene Werthe beizulegen, um zwei 
Gleichungen zu erhalten, aus denen für die Summe und das Product der 
reciproken Hauptkrümmungsradien constante Werthe hervorgehen. Man 
erhält also alle verlangten Functionen G, indem man die verschiedenen 
Flächen (1.) aufsucht, durch welche den so eben aufgestellten Forderungen 
genügt wird, und hierauf die Gleichungen (2.) anwendet, oder, was dasselbe 
bedeutet, man erhält alle Schaaren von Flächen G = const, indem man für 
jede zu bestimmende Fläche (1.) die zugehörigen Parallelflächen construirt. 


3. 


Bei der Erörterung der Flächen, fiir welche die beiden Hauptkriim- 
mungsradién in jedem Punkte dieselben Werthe haben, ist zwischen den 
nicht abwickelbaren und den abwickelbaren Flächen zu unterscheiden. Für 
die nicht abwickelbaren Flächen hat Herr J. Bertrand in dem Autsatze: 
Démonstration géométrique de quelques théorémes relatifs à la théorie des 
surfaces, Liouvilles Journal 13, S. 73, den Satz aufgestellt und bewiesen, 
dass die einzige Flüche mit constanten Hauptkrümmungsradien die Kugel- 
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fläche ist; auch habe ich einen Beweis dieses Satzes in der Abhandlung 
mitgetheilt: Untersuchungen tiber die Bestimmung von Oberflächen mit vorge- 
achriebenen, die Krümmungsverhältnisse betreffenden Eigenschaften, Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie, 18. Januar 1883, S. 186. Da für die 
Kugelfliche o, — o; ist, so ergiebt sich, indem die Constante H, gleich o, 
genommen wird, die Bestimmung 


G= $+0,, 
HG — x66) = =~ 


Die abwickelbaren Flächen kommen hier insofern in Betracht, als bei den- 
selben der reciproke Werth des einen Hauptkrümmungshalbmessers, etwa 


(1.) 





den unveränderlichen Werth Null hat, mithin die Gleichung (13.) des 


vorigen Art. in die folgende tibergeht: 
(2) dlogd(s) _ 1 


ds BT 

Soll die rechte Seite eine reine Function von s sein, 80 muss o, einen con- 
stanten Werth haben. Um alle abwickelbaren Flächen zu bestimmen, welche 
diese Bedingung erfüllen, werde ein Punkt einer solchen Fläche mit (z, y, 3) 
bezeichnet, und $, 7, 5 seien die Cosinus der Neigungswinkel der in diesem 
Punkte errichteten Flächennormale mit den Axen der x, y, 3. Wenn & 
und 7 als Functionen von æ und y aufgefasst, und die betreffenden partiellen 
Differentialquotienten dureh Einschliessen in Klammern angedeutet werden, 
so hat die für die abwickelbaren Flächen charakteristische Bedingung, dass 
das Krümmungsmass verschwindet, den bekannten Ausdruck 


Ben) = o 
In Folge dieser Gleichung muss 7 eine Function von 5 sein, und daher 
is, wegen der Gleichung 
(3.) Hill, 
auch ¢ eine Function von i. Man kann deshalb £, 7, ¢ als Functionen 


derselben Variable p betrachtén, wie von jetzt ab geschehen wird. Für 
jeden Punkt (zx, y, 3) der Fläche besteht die Gleichung 


(4) Sdae+rndy+Cds = 0, 


und der Kriimmungsradius o eines Normalschnitts der Fläche, welcher durch 
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die Punkte (x, y, 3) und (z--dz, y + dy, 3+ ds) gelegt wird, hat den Ausdruck 
(5. 1 _ didz-rdgdy--dids 
0 dx’ + dy?+ ds? 
Hier sind nun mehrere Fälle zu unterscheiden. 
I. Die Cosinus 5, 7, ¢ seien constant. Dann erhält man aus (4.) 
durch Integration die Gleichung der Fläche | 


(6.) §e+ny+Cs = const. 
Demnach ist die Fläche eine Ebene, jeder Werth von z verschwindet, 


folglich verschwindet auch die rechte Seite von (13.) in Art. 2, oder die 
rechte Seite der obigen Gleichung (2), und die Function x(s+ H,) auf der 
rechten Seite von (6.) in Art. 2 ist deshalb gleich Null. 

II. Die Cosinus $, z, ¢ seien nicht sämmtlich constant. Unter dieser 
Voraussetzung werden die Verhältnisse der Differentiale dz, dy, ds, für welche 


> gleich Null wird, nach (5.) durch die Gleichung 
(7.) Edr+dndy+dGdz = 0 
bestimmt, und zwar liefert die Verbindung mit (4.) die Proportion: 
(8) da:dy:ds = ndC—Cdn:Cdé—Edl : ëdn—ndë. 
Da die Ausdrücke rechts nur von der Variable p abhängen, so muss jede 
Linie der Fläche, in welcher 1 verschwindet, eine gerade Linie sein. Die 
Cosinus der Neigungswinkel, welche die durch den Punkt (x, y, 3) laufende 


gerade Linie mit den drei Axen bildet, haben alsdann beziehungsweise die 


Werthe 
JL Ido — 6dn 
(d5*+ dn°+ di} ? 

Gdé—E dé 
G2 |! = arra ca 
, E dn—n dé 
ACT ET VE 
Wenn man nun durch einen Punkt (z,, y,, 3.) der F läche eine Linie 7, zieht, 
welche auf den geraden Linien, die geschnitten werden, beständig senkrecht 
steht, wenn man ferner auf allen geraden Linien von T, ab, und zwar nach 
derselben Seite von 7,, eine gleiche Strecke abschneidet, die auf der einen 
Seite mit q, auf der anderen mit —q bezeichnet werden möge, so bilden 


die Endpunkte der abgeschnittenen Strecken nach einer Grundeigenschaft 
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der kürzesten Linien eine Linie 7, welche auf den geraden Linien eben- 
falls senkrecht steht. Hiernach bestehen zwischen einem Punkte (z,, y,, 2;) 
von 7, und dem auf derselben Geraden liegenden Punkte (xz, y, 3) von T 
die Gleichungen | 


T = qq, 


(10.) = git qp, 

3 = 3,.+99, 

und gleichzeitig ist — 
a1) nr 7dy,4- Cds, = 0, 
adz,+ßdy,+ydz, = 0. 


Berücksichtigt man die drei aus (3.) und (9.) folgenden Gleichungen 
Sdö+ndn+Ld = 0, 
(12.) adë+fdn+yd6 = 0, 
a+ mt yo = 0, 
so leuchtet ein, dass die Differentiale dx,, dy,, ds, respective den Diffe- 
rentialen d£, dn, dO proportional sein müssen, oder dass mit Zuziehung eines 
Factors u die Gleichungen gelten 
dr, == udi, dy, = udg, ds, = udi; 
dabei hängt der Factor u wieder nur von der Variable p ab. 
Die Gleichungen (10.), welche die betrachtete abwickelbare Fläche 
darstellen, indem z,, gi, 21, «, f, y reine Functionen der Variable p sind, 
und q als die zweite Variable aufgefasst wird, liefern für das Quadrat des 


Linearelements im Raume und für den reciproken Krümmungsradius (5.) 
die folgenden Ausdrücke: 

Fe dy’+ ds’ = u^ (d&^3- dij 4- do") + 2u(d£do + dz, d) -- d&dy)q 
(13.) + (do^ 4 d? dy^)q' + dq’, 

| 1 M (dE «dy «do^)«(d&da «drd8 « dédy)q 

o — pu (d&*+dn*+ dt") +2p (dEda +dndB+dldy)q+(da*+df"+dy*)q?+dq° — 

An dieser Stelle wird es nothwendig, eine nochmalige Unterscheidung zu 
machen. 


Es seien die Grössen o, 3, y erstens constant. In Folge dieser 
Annahme entsteht aus der zweiten Gleichung (11.) durch Integration die 
Gleichung 





(14.) C cr,4- 0 yi y 5, = const. 
| 13* 


EU Daher ist die erörterte abwickelbare Fläche eine Cylinderflüche, die mit 7, 
LES bezeichnete Linie liegt in einer Ebene, deren Gleichung in (14.) angegeben 
ist; von der Linie 7 gilt dasselbe, und (13.) vereinfacht sich, wie folgt: 


IE 
lj 
] 
j 
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| dz’+dy’+dzs’ = u’(ds’+ dr’+ de") +dq’, 
J 
| 


113°) | 1 D BE +dm +) 
e u^ (dE* -- dy! 4- d£) 4- dq* 

i Hieraus ergiebt sich, indem dg = 0 gesetzt wird, für den Hauptkrümmungs- 
1 u radius der Fläche o,. der mit dem Krümmungsradius der ebenen Curve T 
li zusammenfällt, die Gleichung 

7 

a - 1 1 

(15.) ve x 


Es muss also die Grösse « constant, und deshalb die Curve 7 ein Kreis, 
somit die betrachtete abwickelbare Fläche ein Kreiscylinder sein. Jetzt 
wird der Constante H, der Werth o, beigelegt, und man erhält die Be- 
stimmung 

G= s+0,, 


|x) =x6+0) = LL 
Es mögen zweitens die Grössen o, 3, y nicht simmtlich constant sein. 
Nun lassen sich die Differentiale von a, 5%, y mit Hülfe der Determinante 
|-s —N 5] 
(17) !d& dn di=ı 
ds d'y d: 
in die folgende Gestalt bringen: 


(16.) 














da = 45 00 
(d£ -- dg? + dtl ? 
tdn — 
18. dà = ———— 
118) P (dP 4- dy 4 de)?’ 
dy mode 
77 (Eds ap) 


Hieraus ist ersichtlich, dass de, d, dy dann und nur dann verschwinden, 
wenn 7 gleich Null wird, und dass also bei der gegenwärtigen Voraus- 
setzung 7 nothwendig von Null verschieden ist. Aus (18.) erhält man ferner 


(19) — döda+dndp+dedy = Gera 
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und das System (13.) verwandelt sich in das folgende: 





de = (“+ aE Fant dt^ ) (d+ dr?-+ d£?) -dg', 


/ Tg » ; 
(20.) 1 C tupra ray) + dz*-- d?) 


ker ana) Er rear 


Deshalb kommt für den Hauptkrümmungsradius o,, indem wieder dg = 0 
genommen wird, die Gleichung | 
1 1 
21) — = 
(41) 2 





T 
“+ EET an FAR 
Weil aber t eine von Null verschiedene Grösse ist, so kann dieser Aus- 
druck niemals .von g unabhängig werden, und deshalb auch niemals für 
jeden Punkt der zu untersuchenden abwickelbaren Fläche denselben Werth 
annehmen. Die zu erfüllende Forderung ist daher mit der gegenwärtig ge- 
troffenen Annahme unvereinbar. 

Es ist somit nachgewiesen, dass überhaupt nur drei der Art nach 
verschiedene Flächen existiren, für welche die beiden Hauptkrümmungsradien 
constant sind, nämlich die Ebene, der Kreiscylinder und die Kugelfläche. Diesen 
drei Fällen entsprechend haben sich @ und x(@) beziehungsweise folgender- 
massen bestimmt: 

(22.) G=s+H, x(s+H,) — 0, 

2) G=ste, x6+e) =, 
22) G=st+e, (ste) = a 
Die Flächen @ = const. bilden also eine Schaar, die im ersten Falle aus 
parallelen Ebenen, im zweiten Falle aus Kreiscylindern von derselben Axe, 
im dritten Falle aus concentrischen Kugelflächen besteht. Man kann die 
Gleichungen (22.), (22°.), (22°.) in eine zusammenfassen, indem man in der 
ersten den Abstand s--H, von einer beliebigen Ebene der Schaar, nach 
der einen Seite positiv, nach der anderen negativ gerechnet, in der zweiten 
den Abstand s+o, von der gemeinsamen Axe der Cylinder, in der dritten 
den Abstand s-Fo, von dem gemeinsamen Mittelpunkt der Kugeln einführt. 
Diese Grósse, welehe an die Stelle von G tritt, werde r genannt, und es 
werde für die Function x(r) die Bezeichnung: 
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n—1 
nr 





xr) = 
gebraueht, wo die Zahl s je nach den drei vorhandenen Füllen gleich 1, 2, 3 


ist. Demnach nehmen die partiellen Differentialgleichungen (16.) des Art. 1 
die folgende Gestalt an: 


Ow Ow 1 ,,.0 
(rennt = 0 


(23.) | 








Op , O(ew) n—I 
ac Or + ro 


die Geschwindigkeit w und die Dichtigkeit @ sind Functionen der unabhängigen 
Variabeln r und t, und die Componenten der Geschwindigkeit werden aus (3.) 
des Art. 1 erhalten, indem man respective 


(24) r = zx, 
(24) r = Var+y’, 
(24^) r= Ya* ys! 


oo = 0, 


selat. 


4. 

Die Bewegung der Flüssigkeit, welche durch das so eben gefundene 
System von partiellen Differentialgleichungen bestimmt wird, gehört zu den- 
jenigen, bei welchen der Ausdruck wdr-Fedy-:wds ein vollständiges Diffe- 
rential ist, oder, nach dem von Herrn e. Helmholtz eingeführten Ausdruck, 
ein Geschwindigkeitspotential existirt. (Ueber Integrale der hydrodynami- 
schen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen, d. Journal 
Bd. 55. S. 25). 

Nach (3.) des Art. 1 kommt nämlich 

(1)  udr+ody+1wds = war. 
Um eine Darstellung des Geschwindigkeitspotentials V zu erhalten, kann man 
die erste der aufgestellten partiellen Differentialgleichungen in der folgenden 
Weise in die Form einer Bedingung der Integrabilität bringen: 

Qj de Sp fonum) 

et or 
Aus derselben folgt die Existenz des vollständigen Differentials einer Function, 
welche eben das Geschwindigkeitspotential V ist, und es gilt die Gleichung 

(8) wdrt(—" + fo(r)ar— /—9'(@)de)at = dV. 
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Auch die zweite Gleichung des Systems (23.) des vorigen Art. lässt sich, 
nachdem sie mit dem Factor r""" multiplieirt ist, als eine Bedingung der 
Integrabilität auffassen, indem man schreibt 


Ir! O(r*—10w 
(4.) Te) + 2 ee) = 0. 


Deswegen existirt eine Function Z, deren vollständiges Differential den Aus- 
druck hat: 
(6) r"-'odr—-r""'owdt = dL. 

Die mechanische Bedeutung der Function L hängt mit der Frage nach dem 
Wege zusammen, welchen ein Element der Flüssigkeit innerhalb einer ge- 
wissen Zeit durchläuft. Bei dem System von Differentialgleichungen, von 
dem diese Untersuchung ausgeht, und das zuerst von Euler in der Ab- 
handlung: Principes généraux du mouvement des fluides, Histoire de l'Ac. de 
Berlin, 1755, aufgestellt ist, liegt die Aufgabe zu Grunde, die Werthe zu be- 
stimmen, welche die Geschwindigkeïtscomponenten, die Dichtigkeit und der 
Druck für einen beliebigen Ort der Flüssigkeit und zu einer beliebigen 
Zeit annehmen. Nun hat Dirichlet in der Einleitung zu seiner letzten Arbeit: 
Untersuchungen über ein Problem der Hydrodynamik, auf den wesentlichen 
Unterschied aufmerksam gemacht, der zwischen dem Ewlerschen System 
von Differentialgleichungen und demjenigen System besteht, welches von 
Lagrange iu den beiden letzten Abschnitten der Mécanique Analytique ent- 
wickelt ist. Dirichlet spricht hier von denjenigen Systemen von Differential- 
vleichungen, welche sich auf die Bewegung einer incompressibeln Flüssig- 
keit beziehen; doch gelten seine Bemerkungen für die Systeme, von denen 
die Bewegung einer elastischen Flüssigkeit beherrscht wird, in gleicher 
Weise. Nachdem Dirichlet erwähnt hat, dass Lagrange bei der Ableitung 
des ihm eigenthümlichen Systems darauf ausgeht, die Bewegung jedes Ele- 
ments der Flüssigkeit zu verfolgen, d. h. die Coordinaten, die Dichtigkeit 
und den Druck dieses Elements durch seine anfänglichen Coordinaten und 
die seit dem Anfange der Bewegung verflossene Zeit zu bestimmen, be- 
streitet er den Vorzug, welcher von Lagrange den Gleichungen Ewlers ein- 
geräumt wird, und setzt dadurch die von Lagrange herrührenden Gleichungen 
in ein helles Licht. Ich habe nicht unterlassen, aus dem von Lagrange ge- 
gebenen allgemeinen System das besondere abzuleiten, welches zu der gegen- 
wärtigen Aufgabe gehört. Wenn für den Anfangsmoment é=é, die mit r 
bezeichnete Variable den Werth r=r, annimmt, so kommt es nach der 
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Ordnung für gewisse Gruppen von Voraussetzungen auf eine partielle 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung zurückzuführen. Ich werde hier- 
bei nach dem Vorgange Riemanns die Grössen w und o als unabhängige 
Variable einführen, und setze deshalb voraus, dass die Functionaldeterminante 


_ 0€ 09 Ow O00 
() = Oa or 


fiir die zu untersuchende Bewegung nicht verschwinde. Durch das System von 
Differentialgleichungen selbst erhält man für 4 die folgende Darstellung, bei 
Ow 


| Oo 4.4. .., € 
der dr und à eliminirt sind, 


Q) 4 - N) - 7S ew St 


r 





Es kann jetzt aus den Gleichungen (3.) und (5.) des vorigen Art. 
auf die Existenz von zwei Functionen W und M geschlossen werden, indem 
man beziehungsweise die Gleichungen 


3 4 
(3.) or (— 5-4. fs(r)dr— f 79 (e)de )t = V+W, 
(4.) r"lo.r—r"!ow.t = L+M 
bildet. So ergiebt sich 


(5.) r dw +(— w do + o(r)dr — v v (o) do )t dW, 
(6.) d(r" o).r—d(r" 9w).t = dM, 


und die nach den neuen unabhängigen Variabeln w und o zu nehmenden 
partiellen Differentialquotienten erhalten die Ausdrücke 


r—wt-+a(r) ot = 7, 
C7.) 1 or oW 
—.? tra). t = e! 
97g , Or New), _ OM 
Qu Qo |^. Ow? 

(8.) n—1 a—1 
Oe) Ort Tew), _ OM 


Op Co 9p . 
Es sei jetzt erstens o(r) = O0, d. h. keine beschleunigende Kraft vor- 
handen. Dann folgen aus (7.) für r und ¢ die Darstellungen 
oW wo OW oe OW 
= aa so denn 
O) = ae ON vo 2 
und man erhält die gesuchte partielle Differentialgleichung der zweiten 
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Ordnung für die Function W, indem man das System (8.) durch die Be- 
dingung der Integrabilität ersetzt: 
a( 2 O(r'gw) O(r*~"@) O(r" Qu) ,\ 


dw de 
(10.) Oe Ow :  ? 


die auf beiden Seiten erscheinenden gleichen Bestandtheile forthebt und in 
ao) 27e) 9r. ore Or _ mew) Ot _ Zen) OU 
^^ Qu de Op Qu Ow 0p Oo Ow 
die Ausdrücke von r und £ aus (9.) substituirt. 
Eine andere Vereinfachung findet sich für den Fall s — 1, bei wel- 
chem die Schaar der Flächen aus parallelen Ebenen besteht. Die Gleichun- 
gen (8.) gehen in die folgenden tiber 


oM 
TE Su? 
(11.) 
r—wt = a 
= 
und aus (7.) wird 
oM 1 oM oW 


"de MULA 9 du — Oo” 
Fe) c om —e(r) À A OM OW | 
0° 30 e Ow ~~ de 
Demnach entsteht für die Function M die verlangte partielle Differential- 
gleichung der zweiten Ordnung, indem statt des Systems (12.) die Bedingung 
der Integrabilität gebilden: 
oM 1 OM (tO J '(o) om Or 1 om) 


(12.) 


——— — e( ry or _—— - —— 
Op de e Oo 
(13.) Te = Bo 


und in der hieraus folgenden Gleichung 














0 vo Ow! | Op — p Ow 


1 ON) (4 oM 

(13*.) o’M _ go) a ME or ME Ow Or e Ow ) 
op 3 

für r der Ausdruck 


eingesetzt wird. 


Man hat sich vielfach mit der Betrachtung der permanenten Be- 
wegungen von Flüssigkeiten beschüftigt, d. h. von solchen Bewegungen, bei 
denen die Componenten der Geschwindigkeit und die Dichtigkeit von der 

14* 
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Zeit unabhängig sind. Man kann aber auch Bedingungen aufsuchen, unter 
denen nur die Dichtigkeit von der Zeit unabhängig ist, während die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit keiner solchen Beschränkung unterliegen. 
Ich werde engen ? bei dem erhaltenen System von Differentialgleichungen 


D 
+00 Seco Ty (9-2. = 0, 
1 O(r eg) , Ir 
ro 00) _ 
ot + Or = 0 


die Voraussetzung erörtern, dass die Dichtigkeit @ von ¢ unabhängig und 
somit gleich einer reinen Function o, von r sei. Dann fällt in der zweiten 
Gleichung der erste Bestandtheil fort, und das Verschwinden des zweiten 
Bestandtheils hat zur Folge, dass der Ausdruck 
(2) reo = fb, 
einer reinen Function der Variable / sein muss. Setzt man den Werth von 
w und o — o, in die erste Gleichung ein, so kommt 
(3.) FO — fore Ce) —a(r) tI - e (9) Te 2e. 20 

Hier müssen wegen der vorausgesetzten Beschaffenheit von f(t), wenn f(t) 
nicht selbst constant ist, die Factoren von f'(£, von f(Df(f) und das von 4 
freie Glied in dem Verhältniss von drei Constanten stehen 1: A: — C, so dass 
die Gleichungen gelten 

arg) 


6) rd alone) 


Die erste derselben giebt durch Integration, mit Zuziehung der Constante A,, 


a 1 
(9) rg, = Art, 


und hierauf die zweite 
' A n — 1 
(6) | o(n-T9 (01) Grm +") = (Ar+A)C. 
Zu der Bestimmung von f(f) dient aber die Gleichung 


() FO+AOLO-C = 0. 
Für den Fall, dass A nicht gleich Null ist, schliesst man hieraus 


(8) Y A df(t) Y A df(t) 


HAMO _ ayayCat; 
mithin kommt durch Integration 





YAf(--YVC | YAf(0—YC 
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YAf()VC 
(9) log YAf(t)—YC 
und, indem umgekehrt wird, 


= 2YAYC(t—t, 





VA. eV AYOG-Q.L e-Y vou) 

Q0) — vof = jiyiuco even 
In Betreff des Vorzeichens der Constanten A und C ist zu bemerken, dass, 
weil o, positiv ist, und für # — 2 und 3 die Variable r ebenfalls nur posi- 
tive Werthe annimmt, in Folge von (5.) der Ausdruck Ar--.4, auch stets 
positiv bleibt. Soll daher die Betrachtung auf die wachsenden positiven 
Werthe von r ausgedehnt werden, so ist A positiv vorauszusetzen. Der in 
(10.) angegebene Ausdruck von /f(¢) wächst für ¢= 4, über jedes Mass. Je 
nachdem nun C positiv oder negativ ist, tritt dies Phänomen nur für diesen 
einen Werth von ¢ oder ausserdem noch für alle diejenigen Werthe von / 


YAYC 
wird. Im ersten Falle kann man 4, so wählen, dass, wenn die Bewegung 
für £ — t£, beginnt, das bezeichnete Unendlichwerden sich gar nicht geltend 
macht, im zweiten Falle lässt sich dies nicht so einrichten, ohne die Dauer 
der betrachteten Bewegung zu beschränken. Ich werde daher, damit w für 
die vorliegende Bewegung stets endlich bleibe, voraussetzen, dass A und C 
positive Grössen sein sollen. | 

Die Eigenthümlichkeit der so eben dargestellten Bewegungen be- 
steht darin, dass die einzelnen Elemente der Flüssigkeit in den vorge- 
schriebenen geraden Linien so fortrücken, dass dabei die Dichtigkeit an 
jeder Stelle dieselbe bleib. Es kommt daher besonders darauf an, die Art 
dieses Fortrückens kennen zu lernen, und dazu dient die in (5.) des Art. 4 
definirte Function Z. Da nach den in (2.) und (5.) enthaltenen Bestim- 
mungen gegenwärtig 


vermehrt 





ein, bei denen /, um ein ganzes Vielfache der Grösse 


dr 


Q1) x --fKOdt = dL 





wird, ferner in Folge von (10.) das Integral 
(2)  ffbdt = + log(e/ A6 «-9 e aee) 
ist, so erhält man 


(13) L= —leg- _ Art As | 


Wave .-Viyéga) + Const. 
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Das Element der Flüssigkeit, welchem zu der Zeit ¢=¢, der Werth r=r, 
entspricht, bewegt sich nun nach den Erörterungen des Art. 4 so, dass die 
Function Z den zu ¢=#,, r=r, gehörenden Werth behält. Diese Forde- 
rung führt aber, indem von den Logarithmen zu deren Argumenten tiber- 
gegangen wird, zu der Gleichung 


(14) Ar+A, = (Art A eV 4 VE) _ e- Y AV C) 
u. 1 


— — 9 


v) eY 4 V C(— 2) — e Y 4 Y C(6—&) 





Der so eben gefundene Ausdruck von r muss der ersten Gleichung (6.) des 

Art. 4. genügen, der man mit Beachtung von (8.) desselben Art. und der 

Gleichung o — o, auch die Gestalt geben kann 
=. 

Es folgt aber aus den obigen Gleichungen (4.) und (5.) für das Aggregat 

des zweiten und dritten Gliedes der Ausdruck —(Ar+A,)C, so dass (15.) 

in die Gleichung 





O’r 
(16.) m) = (Ar+A)C 
übergeht, welche, wie leicht zu sehen, durch (14.) befriedigt wird. Man 
darf demnach sagen, dass die einzelnen Elemente der Flüssigkeit auf den vor- 
geschriebenen geraden Linien so fortschreiten, als ob auf jedes einzelne Ele- 
ment eine beschleunigende Kraft wirkte, die durch eine lineare Function der 
Ortscariable r dargestellt wird. 
Wenn der Constante A der bis dahin ausgeschlossene Werth Null 
beigelegt wird, so ist 
- 1 
(9".) ro = A,” 
(€) o)+"— (e) = AC, 
und in Folge von (7.), mit Anwendung einer Constante E: 
— (10°)  f(tf) = Ct+E. 
Ferner ergiebt sich aus (11.) für die Function Z die Darstellung 


3 
ag) L= 4-—S- — Et--const, 


n—1 
r 





und statt (14.) die Gleichung 
a r _ Cr r cn 
(14*) — = + Et t 4- —5"— Et. 
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Der betreffende Ausdruck von r erfült die an die Stelle von (16.) tretende 
Gleichung 
or 
or 
Es bewegt sich also jedes Element der Flüssigkeit in seiner geraden Linie so, 
als ob demselben eine constante Beschleunigung von dem Werthe A,C ertheilt 
wäre. Hierbei ist zu erwähnen, dass für den Fall der Schaaren von Ebt- 
nen, in welchem n=1 ist, und der im Folgenden noch weiter vorkommen 
wird, wegen der Gleichung (6°) die beschleunigende Kraft o(r) selbst den 
constanten Werth A,C hat, und nach (5*) die Dichtigkeit o, überall die- 
selbe ist. Mithin rückt jedes Element der Flüssigkeit so vorwärts, als wenn 
dasselbe für sich allein unter dem Einfluss der vorhandenen beschleunigenden 
Kraft stände, und zwar bleibt nach (14°.) die Entfernung von zwei verschiede- 
nen Elementen im Laufe der Zeit ungedndert. 

Für die Gleichung (3.) bleibt jetzt noch die Annahme möglich, dass 
f(t) gleich einer Constante E sei. Dann erhält man eine permanente Bewegung 
der Flüssigkeit, welche durch die folgenden Gleichungen ausgedrückt wird: 


(16°.) ) = AC. 





(2°.) r' 9,0 = E, 
E’ d(r"—- d 
(8^) QU dr ( 3 d(r"7o,) to(r)— .- 9 + — 0, 





deren letztere durch Integration die Gleichung 


2 . 
beg 4 0 (dr— / 7-9 (0)do, = const 
liefert. 

Unter der Voraussetzung, dass s — 1 und die Beschleunigung o(r) 
constant sei, sind diese Gleichungen in der angeführten Schrift der Herren 
Guldberg und Mohn behandelt. 

Bei diesem Anlass móchte ich mir erlauben, die Darstellung einer 
permanenten Bewegung zu erwähnen, die von Euler in der in demselben 
Bande der Histoire de l'Ac. de Berlin enthaltenen Fortsetzung der Recherches 
sur la theorie du mouvement des fluides angegeben ist. Euler sagt S. 355, 
er wolle den Fall betrachten, bei welchem jedes Element einer homogenen 
incompressibeln Flüssigkeit seine permanente Bewegung in derselben Ebene 
ausführt. Diese Ebene sei die der z-y, so dass nur die entsprechenden 
Componenten der Geschwindigkeit « und e als Functionen von x und y auf- 
treten. Alsdann habe man für # und e die Forderungen zu erfüllen, dass 
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(L)  sdr--edy integrabel, 


ab ($245 = 


sel. Der zweiten Forderung werde zentigt. indem man den Ausdruck 
udy—vdx integrabel mache. Es müsse also erreicht werden, dass udz--edy 
und udy —edz integrabel werden, und das geschehe durch die scharfsinnige 


Methode von d'Alembert. Indem man den zweiten Ausdruck mit Y—1 und 
hierauf mit —Y—1 multiplieirt, seien die Ausdrücke 


(u+ 22 c + dy Y— 1) 
und 


(u— 7= )dr-dy y— 1) 


integrabel zu machen, und dies geschehe, indem man für u+- y eine be- 





liebige Function von z--yY—1 nimmt, für u— = eine beliebige Func- 


tion von z—gY—1, und dafür sorgt, dass # und e wieder reell werden. Zu 
diesem Zweck sei zu setzen 


$o(e+yV—1) + —— w(etyV—D), 


4 
+ 
| 





1 
| 
| 
il 


jay = WwG-yr-D- x - Vr y1— D), 
während q(z--yY—1) und w(z+yVY-1) nach Einfuhrung der Bezeichnung 
r4-yY —1 = p 
durch die Potenzreihen ausgedrückt werden 
p(p) = A+ Bp+Cp'+ Dp’+--., 
v(p) = A+ Bp+Cp’+ Dp’+--- 
Die Trennung des reellen und imaginären Theiles erfolge dann durch An- 
wendung der Polarcoordinaten 
T == 8C08W, y = ssinw. 
In dieser Untersuchung einer besonderen permanenten Bewegung einer 
Flüssigkeit werden, wie mir scheint, alle diejenigen Begriffe berührt, aus 


welchen sich die gegenwärtige Theorie der Functionen einer complexen 
Variable entwickelt hat. 
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7. 


Ich werde jetzt in die Differentialgleichungen (23.) des Art. 3 die 
im vorigen Art. hervorgehobene Annahme einführen, nach welcher die 
elastische Flüssigkeit in eine Schaar horizontaler Ebenen getheilt ist, und 
unter dem Einfluss der Schwere steht, deren constante beschleunigende 
Kraft o(r) gleich der positiven Grösse g sein möge. Alsdann ist 2 = 1, und 
man erhält das m von Seehangen 


RTE er = 0, 
a) A 
(eu). _ 
ote -é = 0. 
Dasselbe kann folgendermassen angeordnet werden: 
O(w—gt Ô t 
| 6525 te a 90 | e (9) 2 9 — 9g 


(2.) - u 
| e+ € „te Me = 0. 


Um jetzt die Verbindung 
und die Dichtigkeit o als unabhängige Variable einführen zu dürfen, muss 


die Functionaldeterminante 


_ 06 Op oe OQ 
4) Dex or 


für die betreffende Bewegung von Null verschieden sein. 
Aus (2.) folgt aber für D die pus: 


6) D--e(GD rl); 


hiernach verschwindet D dann und nur dam, wenn einer der beiden Factoren 


O6 1 Mf. Ö Qe 1 TWH Ó 
6) xt Ye (x SVP 0 


gleich Null wird. Auf diesen Umstand gründet sich die Einführung der 
beiden Verbindungen von e = w—gt und o, 


(1) | He a) = à 
| |-3( -g- f 30 de) = S 


welche bei der Annahme g — 0 beziehungsweise in diejenigen übergehen, 
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welche Riemann mit r und s bezeichnet hat. Nach diesen Vorbereitungen 
könnte Riemanns Verfahren auf das System (2.) unmittelbar angewendet 
werden, um zunächst die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 
zu erhalten, welche unten mit (20.) bezeichnet sind, und dann die ganze 
Aufgabe auf eine lineare partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung 
zu reduciren. Weil aber die durch diese partielle Differentialgleichung zu - 
bestimmende Function mit den Functionen V und L, welche in Art. 4 durch 
Begriffe der Mechanik definirt sind, und mit den aus V und Z in Art.5 
abgeleiteten Functionen W und M zusammenhängt, so werde ich die beab- 
sichtigte Umformung des Systems (2.) an die letzteren anknüpfen. Aus 
(5.) und (6.) des Art. 5 ergiebt sich bei den gegenwärtigen Voraussetzungen 


(8.) rdw + (-wdw + gdr— —- (Ode) dw, 
(9.) de.r—d(ow).t = dM. 


I 


Durch Hinzuaddiren von passenden Verbindungen mögen jetzt zwei neue 
Functionen ¥ und © definirt werden 








W+9 —grt—-g = ¥, 
(10.) à | 
[+9 t = 0, 


dann werden d und dO in der folgenden Weise durch die Differentiale de 
und de ausgedrückt 


(r— wi+gz- | \de—t se) do = dV, 
0 
(11) | 
(r—wt+g- —)de— — gt de — dO. 
Die Einführung der in (7.) definirten Variabeln R und S giebt aber 
| (retra VP Dan (etra à +1 as = 
(12.) (r-wt+g+ -—Yg( (0) 7 —dR +(r— oid g 5 — Ye (o i dS 


t'(e) 
= 6 
Hiernach ist 


(13.) 


XX ow 
fr -ot49 4. —Yg "(ee — “OR” 


r—wttg tle (Ot — Se, 
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und gleichzeitig 
9T e gp oF e _ 
(14) 5g Va) dR— aS yy 770" = dQ. 
Die Bedingung der Integrabilität liefert nun zu der Bestimmung der Function 
Y die lineare partielle Differentialgleichung der pere Ordnung 
T 


(15.) Go —'s © ARS: 4+ ———Àà ME: OS s) = Q, 


wihrend in Folge von (7.) ‘te Gleichung Bett 
(16.) je @ dg = R4S. 


Um das Fortschreiten eines Elements der Flüssigkeit zu verfolgen, 
dient, wie in Art. 4 entwickelt ist, die Function Z, welche durch Vereinigung 
von (4.) des Art. 5 und der obigen zweiten Gleichung (10.) den Aus- 
druck erhält 


(17) L= e(r—ot4 95 -)- 6. 
Sobald für die Abhüngigkeit des Druckes von der Dichtigkeit das Gesetz 
p(e) = a’o* angenommen wird, wo a eine positive, # eine über der Ein- 
heit liegende Constante bedeutet, und der Werth & gleich Eins dem Mariotte- 
schen Gesetze entspricht, so ist bei k — 1 





0 XE Vee) 2aVk => 
(18) Aue, f E do Aet, 








bei k=1 


zu substituiren. | 

Man erkennt sogleich, dass die Differentialgleichung (15.) mit der- 
jenigen zusammenfällt, welche Riemann in Art. 3 seiner Abhandlung für die 
Function w der Variabeln r und s aufgestellt hat. Die Lösung des Be- 
wegungsproblems der Flüssigkeit hängt davon ab, dass die Differential- 
gleichung den gegebenen Anfangsbedingungen entsprechend integrirt werde, 
womit ich mir vorbehalte mich zu einer späteren Zeit zu beschäftigen. Augen- 
blicklich möchte ich nur noch auf die Bewegungen eingehen, bei denen 
die obige Determinante D gleich Null ist, und die bei der vorgenommenen 
Umformung des Systems (2.) ausgeschlossen wurden. 

15* 
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Indem die zweite Gleichung von (2.) mit dem Factor + vo multi- 


plicirt und zu der ersten addirt wird, erhält man beziehungsweise die Glei- 
chungen 


| x + "e e) 2e + (o-- Ye 9 (0) (2 + ALICE a) = 
(19.) | 


e  Vg'(o) i 
a Fe 2e + (w — Ye (9) (& - V9 (Q5 3) = 


oder, mit Rücksicht auf (7.): 
OR — 7. OR 
lo +(w+Vp (e)) or ^ 0, 





(20.) 
S JT) OS 
a +(M-Te'(e)) = = 0. 
Vermöge derselben wird durch die Annahme ot = — 0 auch 28 - 0, durch 
Ss = = =0 bedingt. Weil nun D nach (6.) nur D gleich Null 





. wird, wenn 2n = 0 oder = = 0 ist, so kann D nicht anders verschwinden, 


als wenn entweder R constant ist, oder S constant ist, oder beide con- 
stant sind. 

Wenn R constant ist, so werden in Folge von (7.) die Verbindung 
w—gt und die Dichtigkeit o von S allein abhängig, ferner müssen nach 
(12.) sowohl ¥ als © Functionen von S werden, und dies geschieht, indem 
der Ausdruck 


(r- etg 4 Ye (o)t) 


gleich einer willkürlichen Function von S genommen wird. Desgleichen, 
wenn S constant ist, werden auf Grund von (7.) die Verbindung w—gé und 
o von R allein abhängig, gleichzeitig müssen nach (12.) sowohl ¥ als O 
Functionen von R werden, was man erreicht, indem man den Ausdruck 


. i? a3 
(r—wt+g 19 (et) 
gleich einer willkürlichen Function von R setzt. Beide Gruppen von An- 
nahmen befriedigen das System von Differentialgleichungen (2.), wie die 
directe Verification ergiebt. Der Kürze wegen will ich nur auf die zweite 


Gruppe näher eingehen. Es möge S den constanten Werth S, haben, eine 
Function F(R) sei für das Intervall der Variable R von R(? bis RP ge- 


Lipschits, sur Bewegungstheorie einer elasiischen Flüssigkeit. 117 


geben, und R(? — RO. Dann hat man 
| w— gl = R-S,, 


21. (0 
e f do = R+S,; 


da das Element des vorliegenden Integrals positiv ist, so entspricht dem 
Zunehmen von o das Wachsen der Variable R. Ausserdem besteht die 
Gleichung 


(22)  r— ot4-g - —Yq (9)t = F(R), 
welche durch Einsetzung des Werthes von w aus (21.) die Gestalt annimmt: 
(28) r-(R-S)t-g-—Ye (gt = F(R). 


Wenn zu R=R die Werthe p = oe, r — r(? gehören und die zu R = RO 
gehörenden Werthe entsprechend bezeichnet werden, so folgt 


ro (R9 —$)t—g = LN Yp(e®)t = F(R), 


(24.) 
rA—(RA—S Mg —Y q' (o? 


FOR), 

mithin | 

(88) nr = (RO-ROUH (Yg (995 — Yg(99)t-- F(R) — F(R), 
Ich werde voraussetzen, dass die Function F(R) bei dem Zunehmen von 
R ebenfalls wüchst. Weil nun nach dem Obigen aus der Voraussetzung 
RO — R© auch o? > o(? folgt, und weil Yq'(o) als eine Function be- 
trachtet werden darf, die mit wachsendem Argument ebenfalls wüchst, und 
nur für das Mariottesche Gesetz constant ist, so besteht die Differenz 
r(//—r(? aus lauter positiven Bestandtheilen und ist daher positiv. Die Func- 
tion © wird in Folge von (22.) durch das Integral 


26. O = F(R 
(26.) J F@ Ge 


für die Annahme dargestellt, dass O für R = R(? verschwindet. Ferner be- 
stimmt sich die Function Z nach (17.) ee 


(7) L = o( F(R) c Ye CH) 








R(a) 


oder, da # de = dR ist, durch theilweise Integration: 
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27°) L = eYg @t+f A odR + const. 


R(2) 





Bei der gegenwärtig betrachteten Bewegung wird die für den An- 
fangsmoment ¢=¢, vorhandene Vertheilung der Dichtigkeit innerhalb der 
von r, — rí? bis r, — r(? ausgedehnten Strecke durch die aus (21.) und (23.) 
folgenden Gleichungen 


ri - (R— S$)t, —g z zu Vp(@)4 = F(R), 
| fe do -— R -4- S, 


dargestellt; r(? und r(? gehören respective zu den extremen Werthen R = RO 
und R — RÓ. Man sieht, dass bei den getroffenen Voraussetzungen für 
( — t, die grösseren Werthe der Dichtigkeit den grösseren Werthen von r 
entsprechen, dass bei wachsenden Werthen von t dieselbe Erscheinung be- 
stehen bleibt, und dass das mit r/?—r(? bezeichnete Intervall beständig zu- 
nimmt. Die Bewegung eines einzelnen Elementes der Flüssigkeit erfolgt 
in der Weise, dass die in (27.) dargestellte Function L ihren Werth unge- 
ändert behält. 

Nimmt man F(R) gleich der linearen Function /(R+S,)+m, und 
gleichzeitig (o) = a^o, so kommt 


(28.) 





w—-gt = R-S,, 
. alogo = R+S,, 
(29.) p 
r—-(R—8)t—-g —at = (RE S)4m, 
L = a(Lt)o, 
und hieraus ergiebt sich 
R+S, 
o=e’, 
t? 
(30) RLS — r7m—-(a723)t79 5 


er COS 
r—m-—(a—2$,)t—9 5 


L= a(ltt) “9 0 


Demnach wird die Bewegung eines einzelnen Elements der Flüssigkeit durch 
die Gleichung 
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r—m—(a—2S )t 95 


———+log(s(l+0) 
(31.) eH). 
r — m—(a— 2S )i, nr. 
a(t) + log(a(/+ ¢,)) 


ausgedriickt. Bei der Vergleichung von zwei verschiedenen Elementen der 
Flüssigkeit zeigt sich, dass die Entfernung derselben während der Bewegung 
beständig der Zeit proportional wächst. 

Es ist jetzt noch der Fall zu erörtern, dass sowohl R als S con- 
stante Werthe haben. Alsdann werden in Folge von (7.) die Verbindungen 
w—gt und o, nach (12.) die Functionen 7 und © ebenfalls constant, und 
für die Function Z liefert (17.) einen Ausdruck, in welchem © den 80 eben 
erwähnten constanten Werth hat. Dies ist aber offenbar dieselbe Bewegung, 
welche in Art. 6 für » — 1 durch die Gleichungen (5*), (6°.), (10°.), (13%), 
(14°.) dargestellt ist, und bei der jedes Element der Flüssigkeit, das eine 
unabhängig von dem anderen, der beschleunigenden Kraft der Schwere folgt. 


8. 


Nachdem das System Differentialgleichungen (23.) des Art. 3 durch 
die Voraussetzung des Mariotteschen Gesetzes q'(o) = ao in das folgende 
System übergegangen » 

1 08 
d) P 7 +e OH. J $79 


r 





lässt sich eine aus den in Art. 6 erörterten Annahmen angeben, bei wel- 
cher auch für die Werthe n = 2 oder n = 3, also für die Schaar von Cylinder- 
flächen oder concentrischen Kugeln, eine gleichartige Reduction ausgeführt 
werden kann wie die im vorigen Art. für n= 1 entwickelte. Es bedeute 
g eine Constante, und es werde die beschleunigende Kraft o(r), mit (6°.) 
des Art. 6 tibereinstimmend, durch die Gleichung 


(2.) 
ausgedrückt. Weil nun 


2 


1 
a=g 





1 O(r-7o) _ n—1 , 1 Op 
GJ "mg Or i ^r Te à 
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ist, 80 können die Gleichungen (1.) in die folgende Gestalt gebracht werden 








Ow Ow a! O(r tp) _ 
a) at 4 c9 
; O(r"—19) O(rr?oo) _ 
—à ^ 64 = 2 


Diese Glejehungen entstehen aber aus den Gleichungen (1.) des vorigen 
Art. bei der Annahme q'(p)-— a’, sobald w nicht geändert, und statt o das 
Product r*'o substituirt wird. Es gestattet daher das System (4.) genau 
die im vorigen Art. für das dortige System (1.) mitgetheilte Umformung. 
Da die Function Z für # —1 durch die Gleichung | 
(9.  odr—-pwdt = dL 

bestimmt wird, und da der betreffende Ausdruck bei der Ersetzung von o 
durch ro in die linke Seite von (5.) des Art. 4 übergeht, durch welche 
dL allgemein definirt ist, so leuchtet ein, dass sich die für n = 1 bestimmte 
Function L bei der vorzunehmenden Substitution beziehungsweise in die 
Function verwandelt, welche für # = 2 oder 3 ebenfalls mit L bezeichnet 
worden ist. 


Bonn, den 30. December 1885. 
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Beweis von der Unmöglichkeit der Existenz eines 
anderen Functionaltheorems als des Abelschen. 
(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Das Abelsche Theorem stellt bekanntlich für Integrale algebraischer 
Functionen die Eigenschaft dar, dass eine beliebige Anzahl derselben sich 
additiv zu einer festen Anzahl gleichartiger Integrale vereinigen lässt, deren 
Grenzen algebraisch aus den Grenzen der gegebenen Integrale zusammen- 
gesetzt sind, und die Additionstheoreme für diejenigen Functionen einer oder 
mehrerer Variabeln, welche aus der Umkehrung jener Integrale sich ergeben, 
fliessen unmittelbar aus jenem Theorem. Es ist eine für die Untersuchung 
der Integrale algebraischer Differentialgleichungen und deren Umkehrungs- 
functionen wichtige Frage, ob ein Functionaltheorem ähnlicher Art für die- 
selben existirt, und nachdem ich in früheren Arbeiten in diesem Journal und 
in den „Acta Mathematica“ sowie in meiner Schrift „Allgemeine Unter- 
suchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen“ die nöthigen Hiilfs- 
untersuchungen angestellt, will ich an die Beantwortung der Frage gehen: 
giebt es ausser den Integralen algebraischer Functionen und deren Umkehrungen 
noch andere Functionen, deren Werthe für n von einander unabhängige Argu- 
mente in algebraischem Zusammenhange mit weniger als n Werthen eben dieser 
Function für algebraisch von jenen n Variabeln abhängige Argumente und 
jenen Argumenten selbst stehen? 

Für den einfachsten Fall des durch die Gleichung 


1) faty) = elf(z) Fy) 
ausgedrückten Additionstheorems, in welchem eine algebraische Function 
bedeutet, kann man bekanntlich zur Ermittlung der Function f zwei wesent- 
lich verschiedene Wege einschlagen. Fasst man nämlich die Gleichung 


(1.) als eine Functionalgleichung mit den beiden von einander unabhängigen 
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Grössen 2 und y auf, und differentiirt dieselbe nach diesen, so ergiebt sich 


Ogif(z)f(v) df(z) _ 9elf(z) (Qi df(y) 


— ——M —ÓM —Ó —M——Ó 


fe) da Of(y) dy ' 
und daher, wenn man y constant annimmt, eine Gleichung von der Form 
(2) Le) -e[fz) oder z-/^ or 
worin w eine slgebraisehe Function bezeichnet, und man erhält somit den 
längst bekannten Satz: 

Jede Function einer Variabeln, welche ein algebraisches Additions- 
theorem besitzt, genügt einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung, 
in welcher die unabhängige Variable nicht explicite vorkommt, oder ist die 
Umkehrungsfunction eines Abelschen Integrales. 

Die Bestimmung von f(x) als einer analytischen Function führte 
nun auf Abelsche Integrale vom Geschlechte 1 und unter diesen nur auf 
die Umkehrung elliptischer Integrale erster Gattung und die durch alge- 
braische Substitution aus dieser Umkehrung abgeleiteten Functionen. 

Andererseits hat man aber auch, um den Charakter der Functionen 
zu erschliessen, welche die durch die Gleichung (1.) ausgedrückte Eigen- 
schaft besitzen, eine aus dieser Gleichung hervorgehende charakteristische 
Eigenschaft dadurch ermittelt, dass man, wenigstens unter der Annahme, 
die Function f(y) oder deren Umkehrung nehme einen ihrer Werthe a un- 
endlich oft oder zunächst nur öfter an, als die Vieldeutigkeit der algebrai- 
schen Function q anzeigt, 





fr +) = f(r-n) 
herleitet, wenn 7, und 7, durch die Gleichungen /(7,) = a, f(y.) = a definirt 
sind, oder 
(3) faetn-n) = fie) 
somit die additive Periodicitat der Function f(x) als nothwendige Bedingung 
folgert, wonach nur noch die Frage zu beantworten bleibt, welche periodi- 
schen Functionen einer Variabeln ein Additionstheorem besitzen. 
Aus der Functionalgleichung (1.) folgt, wenn 


f@m=4, f(y^34 flaty=Z 


gesetzt wird, und die inversen Functionen durch 
z=w(3) y= oe), zty-o(Z) 
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bezeichnet werden, 


o(3)+0(2) = w(Z), 


Z = (si, 32) 


worin 


ist, oder 
4) ol) +0) = w[p(a, s;)], 

welche Gleichung für die Function w(z) ein Functionaltheorem in dem 
Sinne liefert, dass die Werthe derselben für zwei willkürliche Argumente 
sich algebraisch mit dem Werthe der Function für ein algebraisch von 
jenen abhüngiges Argument verbinden lassen — es ist dies das Abelsche 
Theorem für p = 1, welches in Form des Additionstheorems der elliptischen 
Integrale erster Gattung stehen lautet 


"y | ds 5 _ 
/ aces TESS =e xp ls 


worin 


VE uw) 





Z- 5 Y(—33)0— xa 53) T 5s ra - aptos 2) 


42? 3152 

Dass die Form des Functionaltheorems (4.) eine lineare sein musste, folgte 
schon aus dem allgemeinen Satze, dass jede Beziehung zwischen Integralen 
algebraischer Functionen, deren Grenzen in algebraischer Relation zu ein- 
ander stehen, in diesen Transcendenten vom ersten Grade sein muss. 

Stellen wir uns nun im Anschluss hieran zunüchst das Problem: 

alle Functionen einer Variabeln zu ermitteln, deren Werthe für eine 
beliebige Anzahl von einander unabhängiger Argumente sich algebraisch ver- 
binden lassen mit dem Functionalwerthe für ein algebraisch von jenen Argu- 
menten abhdngiges Argument und jenen Argumenten selbst. 

Es ist leicht ersichtlich, dass ea genügt, die verlangte Functional- 
eigenschaft für zwei von einander unabhängige Argumente zu untersuchen, 
da aus der Beziehung | 


o[f(z; z,)] = Fle(z:), o(z;), Tiy Dol, 
worin f und F algebraische Functionen bedeuten, durch Substitution von 
f(z, 23) für z, sich 
[fn 25), 2;)] = F|o[f(zi, 25)] (22), di, 2 = Fılo(zı), w(x ), (29), zi, 22, sil 
ergiebt, und ebenso auf beliebig viele Variable weiter geschlossen werden kann. 
16* 
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Um zunächst eine charakteristische Eigenschaft dieser Functionen 
zu finden, welche der Forderung gemäss, wenn z, und z, zwei beliebige 
Argumente, 3, und s, die zugehörigen Functionalwerthe, X eine aus z, und 
x, algebraisch zusammengesetzte Grösse, Z den zu X gehörigen Functional- 
werth bedeuten, der Gleichung unterworfen sind 

(9.) Z = Fi|n,z45,51 
wenn | 
(6) À = f(a, 2), 
und F sowie f algebraische Functionen vorstellen, differentiire man die 


Gleichung (5.) nach z, und z,, und erhält durch Elimination von X die 


Beziehung 
(7.) 


da nun z, und z,, also auch s, und s, von einander unabhängig sind, so 
darf man in dieser Gleichung z, und s, als Parameter betrachten,‘ und 


(oF OF ds \ OX — (OF , OF ds,\ OX. 
Os, dr, / Or, | *Or, Ox» dr, / Oz,’ 








ds 


es geht somit (7.) in eine algebraische Beziehung zwischen z,, 3,, dz 
i 





über, so dass wir den folgenden Satz erhalten: 

Soll eine Funclion einer Variabeln ein Functionaltheorem im oben an- 
gegebenen Sinne besilsen, so muss sie das Integral einer algebraischen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung sein. 

Integralen von irreductibeln Differentialgleichungen höherer Ordnung _ 
als der ersten kann also ein derartiges Funetionaltheorem nie zukommen *). 





*) Der obige Satz bleibt noch bestehen, wenn die allgemeinere Forderung ge- 
stellt wird, dass die Werthe der Function für zwei von einander unabhángige Argu- 
mente sich algebraisch verbinden mit dem Werthe der Function für ein Argument, 
welches algebraisch aus jenen Argumenten und Functionalwerthen zusammengesetzt 
ist, dass also die Function @ der Gleichung genügt 


(a) rs. 9(2) «(z2]] = Fle 2,5 Pa) Ha), 


worin F und F, algebraische Functionen bedeuten. Denn differentiirt man wiederum 





nach z, und z,, und eliminirt aus den so entstehenden Gleichungen die Grösse ce ; 
1 


so erhält man eine Beziehung 


do Le, æ 2.,4(2,), 4(z,), E ) OD] = 0 


und somit wiederum, indem z,, ¢(z,), dg Pm als Constanten betrachtet werden, für 


q(z,) eine algebraische Differentialgleichung” erster Ordnung. Dass es wirklich Func- 
tionen giebt, welche einer Functionalgleichung von der Form (a.) Genüge leisten, ist 
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Sei nun die Differentialgleichung erster Ordnung, von welcher die 


in Frage stehende Function ein Integral ist, 
d 
(8.) Fr — p(s, 5), 
— worin eine algebraische Function bedeutet, so wird sich, da 
dZ 
(9.) dX — p(X, Z) 
ist, vermöge der Beziehungen (5.) und (6.) 
OZ dZ ox OX O 
Oz, ^ dX Oz, ^ p(X, Z) A =p(h Fo 


dZ OF, OF dx, | OF OF , 
e, ^ Os, dr, — Ox, + Os Tem V 











und aus diesen beiden Gleichungen 
10) X es) = HM 

ergeben. Seien nun, was angenommen werden darf, f, y, F irreductible Sym- 
bole, und bildet man in bekannter Weise eine algebraische Function £ der 
Variabeln z,, 22, 3,, 3, von welcher f, «, F rational abhängen, fasst den 
irreductibeln Theil der t-Gleichung ins Auge, von welchem eine Lösung 
die in (10.) vorkommenden Werthe von f, «y, F liefert, setzt endlich das 
Product 


OF | OF Ö 
a1) + ren = 0 





schon aus der Arbeit Abels: sur les fonctions qui satisfont à l'équation 


g(z)d-9(y) = vlefly) + yfCz)] 
(T. I p. 389) ersichtlich; so findet Abel, dass die durch die Gleichung 


(b) es = (fey oder e'z—f (z)log 2 
definirte Function f(z) der Functionalgleichung genügt 
(e) aff ONE | — ror), 
welche in (a.) enthalten ist, indem % dureh ef, F,[z,, z,, «f(z,), af(x,)] durch 
fy) Fo) F[z,, z,, af(z,), «f(z,)] durch f(z).f(y) ersetzt ist. In der That ergiebt 
die Differentiation von (b.) mit Benutzung von (b.) 
a' = f'(x)log LO) }p(>) = PO +1'@) 


oder es ist f(x) ein Integral der algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
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in welchem man sich die Differentialquotienten der algebraischen Functionen 
rational durch eben diese Functionen ausgedrückt denkt und das Product 
auf alle Werthe der Symbole f, y, F ausdehnt, welche sämmtlichen Lösun- 
gen der irreductibeln #-Gleichung entsprechen, so wird die linke Seite der 
Gleichung (11.) eine rationale Function von z, z;, 3, 3,, und erfüllt sein, 
da einer der Factoren dureh die auf Null gebrachte Gleichung (10.) de- 
finirt ist. 

Da nun z, und z, von einander unabhüngig sind, und von vornherein 
angenommen werden darf*), dass s, und z, nicht algebraisch von x, resp. 
x, abhängen, so wird die linke Seite der Gleichung (11.) identisch Null 
sein müssen, d. h. es besteht (11), was man auch für z, 2, z,, s, Setzen 
mag; nehmen wir nun für 3, irgend ein anderes particuläres Integral 3, der 
Differentialgleichung 


02) LE = gens), 


in dem Sinne, dass demselben speciellen Werthe von z,, dem vorher ein 
gegebener Werth von s entsprach, welcher das Integral z, erzeugte, jetzt 
ein anderer Werth von s zugeordnet wird, mit Hülfe dessen das Integral 
5, gebildet wird, so wird die Gleichung (11.) ebenfalls erfüllt sein, und da 
dann einerseits nothwendig einer der Factoren des Productes verschwinden 
wird, andererseits das Verschwinden eines Factors das Nullwerden aller 
nach sich zieht, weil man continuirlich zu allen Lósungen der irreductibeln 
t-Gleichung, also zu allen in (11.) eintretenden Irrationalitäten von f, y, F 
gelangen kann, so wird die der Gleichung (10.) entsprechende Glejchung 


—— — Ps EEE m + ——M 


*) Ist nämlich 3 ein algebraisches Integral der Differentialgleichung, so ist die 
Existenz eines Functionaltheorems selbstverständlich; denn man sieht unmittelbar, dass, 
wenn 2, irgend eine algebraische Function von z,, s, irgend eine solche von z, bedeutet, 
endlich Z irgend eine algebraische Function von X vorstellt, welches wiederum alge- 
braisch aus z, und z, zusammengesetzt ist, aus den vier diese Functionen defi- 
nirenden Gleichungen 


aid fr) +e + file) = 
st ben) = 
Z’+E(X)Z’'!+..+-F (X) = o 
Xe+ d, (,, c,)Xe-4-- + «o, (z,, x, ) = 0, 
in welchen die f, y, F, ® rationale Functionen bedeuten, durch Elimination von z,, 
z,, X eine algebraische Beziehung zwischen Z, 3,, 3, hervorgeht, welehe das Func- 


tionaltheorem liefert, in welchem sowohl die algebraischen Functionen als auch die 
Argumente völlig willkürlich sind. 
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OF OF da, 
‘oz, Ow de UN, ie 


lauten, oder wenn man 
(13) Z = F(a, 22 31; 32) . 


setzt, 


2 EN 


gf, F) 5 
oder endlich mit Benutzung, à von (6.) und (13) 
dZ' 


N OX 
(04) Ge = 95 2)3,- 


Differentiirt man ferner die Gleichung (5.) nach z,, so findet man genau ebenso 
- dZ' | 
(15.) dz, — PA Z) a 
und durch Addition der mit dz, und dz, multiplicirten Gleichungen (15.) 
und (14.) 

dZ = y(X, 2Z)dX, 

oder 
d 


= ¢(X, Z), 

d. h. es ist Z’, welches durch ‘tie der Gleichung (5.) analoge Gleichung 
(13.) definirt war, wiederum sowie Z ein Integral der Differentialgleichung 
(8.) fiir das Argument X. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn zwischen den Werthen z,, 3,, Z eines particuldren Integrales 
einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung für die von einander 
unabhängigen Argumente x, x, und das algebraisch von diesen beiden abhängige 
Argument X eine algebraische Beziehung besteht, so bleibt dieselbe erhalten, 
wenn man für einen oder für beide der Integralwerthe 3, und 3, beliebige 
andere particuläre Integrale derselben Argumente setat, wenn man nur für Z 
ein passendes Integral derselben Differentialgleichung für das Argument X 
substituirt *). 


*) Wir führen die zur Herleitung dieses Satzes benutzten Schlüsse der grüsseren 
Klarheit wegen an einem Beispiele durch: sei die Differentialgleichung erster Ord- 
nung gegeben 





dr = 2x 31 --23— 23), 
deren allgemeines Integral 
3 = (ce*—r) 
ist, so wird, wie man leicht sieht, für die den Argumenten z,, z,, X, welche durch 
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Setzt man nunmehr in (ö.) statt 3, das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung (12.) oder präciser ausgedrückt ein Integral dieser 
Differentialgleichung, welches eine willkürliche Constante enthält, und deren 


es so viele giebt, als durch den Grad der in a mit Adjungirung von x; 


und s algebraisch irreductibeln Gleichung bestimmt sind, so wird, da in (5.) 
nach dem eben bewiesenen Satze Z ein Integral der zu X gehörigen 
Differentialgleichung bleibt, z, aber eine willkürliche Constante in jene 
Relation einführt, Z ein allgemeines Integral dieser Differentialgleichung 
sein, und die verschiedenen Zweige dieses Integrales werden durch Substitution 
der verschiedenen vorher definirten Zweige des allgemeinen Integrales 3, 
erhalten werden. Giebt man nun dem z, irgend einen beliebigen, aber be- 
stimmten Werth, so wird s, immer noch, da es als allgemeines Integral 
einen willkürlichen Parameter einschliesst, eine beliebige Constante vor- 
stellen, und da vermóge der Gleichung (6.) X, auch wenn zx, einen be- 
liebigen aber bestimmten Werth annimmt, noch eine unbeschrünkte Variable 
darstellt, so wird die Gleichung (5.) in 
(16) Z = F(z,3,€C) 

übergehen, wobei wir zr, nicht mehr in die Bezeichnung aufnehmen, und 
dadurch wieder das allgemeine Integral der Differentialgleichung in X und Z 
definirt sein. Drückt man nun vermöge der Gleichung (6. x, durch X 
und das bestimmt gewählte z, aus und setzt diesen Werth in (16.) ein, so 


ergebe sich 
(17) 2 = P(X, 5, C) 


-—— . ur. 


die Beziehung verbunden sind 
A=zH+2, 


zugehörigen Werthe des Integrales (e7—z)’ nämlich 
Z = (e*—X)’, s —(en»—z)y, 5, —(e»—zy 
die algebraische Beziehung statthaben 
Z = (4,2,+2, sitz, + ist 2, — 7, —x,); 
bildet man nun die en 10) für unser Beispiel, 80 ist 


eina, "rem Hall or x alte, 4-35 —1) 
+2iz, taten 2 m »—x aaa, iste ; 22,55 +2, , —231| 
= 2iz,-4- z,liz, z,+2, BEN aliia cm EH lee bn 2, à tats ! zz? 


—2|z,c MUT st+s! 5. I_2—a,], 
und in der That ist diese Gleichung eine identische, wie es die Gleichung (10.) sein 
musste. 
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und somit ein particuläres Integral jener Differentialgleichung in der Form 
| 18) Z = (X,s,,C), 


so dass die Elimination von s, zwischen den Gleichungen (17.) und (18.) 
die algebraische Beziehung | 


(19) Z= w(X, Z, C) 


zwischen dem allgemeinen und einem particulären Integrale der Differential- 
 gleichung (9.) liefert, und wir somit in Verbindung mit dem ersten der 
beiden oben bewiesenen Sütze das folgende Theorem erhalten: 

Wenn eine Function einer Variabeln ein Functionaltheorem in dem oben 
angegebenen Sinne haben soll, so muss dieselbe das Integral einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung sein, für welche das allgemeine Integral 
eine algebraische Funclion eines particuldren, der unabhängigen Variabeln und 
einer willkirlichen Constanten ist *). 


*) Ich will auch diesen Satz an dem vorher gewählten Beispiele durchführen, um 
zugleich eine nicht unwesentliche Bemerkung daran zu knüpfen, welche den Inhalt 
desselben näher erläutern soll. Setzt man nämlich in der oben angegebenen Beziehung 

Z= (2,2, +2,31 +2, p alain e)! 
az, — 0, si — C, 80 folgt | 
Zi = Cxe,+Cs'—2, und Z! = C4 Ci —z, 
und bieraus, da wegen X = x +z, folgt, dass X = x; ist, 
| pi On, C76 yx 
Z G Z4 + G 


als Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem particulären Integrale, welehe in ' 
der That erfüllt wird, wenn, wie oben gezeigt, 


(a.) Po-Ce-X Zi = CeX—X 
gesetzt wird. Nimmt man jedoch z, = 1, 3! — C an, so folgt 
zZ! = Ca 440-1, zi = = C,r,+3! + Cs! — 1, 
und hieraus, da für x, = 1 die Beziehung X — 2,+2, in X — x, +1 tibergeht, 
(b)  (,4+1)z'—(C41)z' = (C—C,)x. 
Hier würde man aber die Identität dieser Gleichung nicht durch die in den Bezie- 
hungen (a.) gegebenen Werthe bewahrheitet finden; in der That ist es auch durchaus 


nicht nöthig, dass C und C, in den Gleichungen (a.) und (b.) dieselben Grössen be- 
deuten; setzt man aber 


Zi—-KexX—X, Z! = K,eX--X, 
worin 
K=CH, A, =C+41 
ist, so wird die Gleichung (b.) auch wirklich befriedigt sein. 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 2. 17 
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Es mag zu dem eben hergeleiteten Satze noch bemerkt werden, dass, 
wenn in der Beziehung (5.) die Grössen z, und z, nicht vorkommen, offen- 
bar auch in die Gleichung (19.) X nieht explicite eintreten, und daher das 
allgemeine Integral eine reine algebraische Function eines particulüren 
Integrales und einer willkürlichen Constanten sein wird. 

Wir gehen nun zur Behandlung der Frage über, welches sind alle 


algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 


(20) — (s, 3), 


für welche das allgemeine Integral eine algebraische Function eines ihrer 
particulären Integrale, der unabhängigen Variabeln und einer willkürlichen 
Constanten von der Form . 
21) 3 = v(z,5, 4 €) 
ist? Aus (21) ergiebt sich aueh o, erentiation nach x mit Hülfe von (20.) 
(22.) oy > ¢(a, 31) = g(a, V), 

und diese Gleichung muss, weil s, keine algebraische Function von az sein 
soll, eine in den Grössen x, s, c identische sein *); differentiirt man nun 








*) In Rücksicht auf die folgenden Untersuchungen ist es wesentlich hervorzuheben, 
dass, wenn z,, also nach (21.) auch alle Integrale der Differentialgleichung, eine alge- 
braische Function von z ist, die Gleichung (22.) eine in z, z,, c identische sein kann, 
aber nicht immer sein wird; 80 lautet z. B. für die  Differentialgleichung - 


. für welche 5 = cz) ps, ist, die Gleichung (22.) 
joa 344 «iz = (eat = ) +4404, 
ist also eine identische, und dasselbe findet für die Differentialgleichung 
da _ +2’ —1 
de — 225 
statt, für welche die Beziehung zwischen dem allgemeinen und particulären Integrale, 
weil 3= yz’+1-+cz ist, die Form hat 3° = 5?--(c—c,)z, und die Gleichung (22.) in 








c—c, + u, »+2’—1 _ 5 -F(c—e)zT2'—1 
2y31--(c— c.) ys? --(c—c,)x 225, 2z y5!-F(c—c,)z 
übergeht. Dagegen hat ftir die Diferentialgleichang 
(a5) 480! = 162%, 


deren allgemeines Integral 3 = c’—2cz’ "n für welche somit die Beziehung besteht 
8 = 3, +0(e—6,) die Gleichung (22.) die Form 
i 
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dieselbe nach s, und c, so ergiebt sich 
A Ow ,0'w Ow Og(r,3) _ Og(m,w) Ov 
(23.) dads, + os PO" STA y = A AL 





Oz Ow 0a,” 
und 
aw , oy _ Og(z, V) dw 
(24.) Inde TI PE) = Sy Ge? 


somit nach Elimination von um zwischen diesen beiden Gleichungen 


oy O'w _ oy ay (Ou Ow Ow O'w 


Oc 0203, Os, OrOc Oc Os? 04 04, 5) (x, 31) 
Ow Ow Oq(r,2) _ 

















Be Ox — Om, 0, 
oder | 
ow ov | ow 
- 0 | os, 0 À 9» 03 Og(r,3) _ 
(9) Io ^70) x] aw [tow a, => 
dc c Oc 


| Nehmen wir nun zunächst an, dass in der algebraischen Beziehung 
(21.) die Variable x nicht explicite vorkommt, so wird der erste Posten 
der Gleichung (25.) verschwinden, und dieselbe in 








Op(z, 5,) Ow Ow 
^. _ 6 & | 
453) a, 9v |'| 9v 
| | 9c óc 
übergehen, woraus 
Ov 
26 de 
(36) 90,3) = wa), 
05, 


folgt, wenn w(z) irgend eine algebraische Function von z bedeutet, die 

auch c enthalten kann, oder endlich 
$(z,5) = w(z)z (s). 

da die y-Function die Variable z nicht explicite enthalten sollte, so dass 

die Differentialgleiehung (20.) unter der gemachten Annahme die Form 


c 
tr Heat a] = ce 4e an Zn toleme) 
oder 
81—2c15, = 4ciz‘—ct, 
ist also nieht eine identische. Da jedoch für den Fall, dass 4 eine algebraische 
Function ist, wie oben gezeigt worden, jedenfalls ein ‚solches Functionaltheorem 


existirt, so bleibt in der That nur der Fall des transcendenten Integrales s,, also der 
Identität der Gleichung (22.) zu untersuchen übrig. 


17* 
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haben muss 
d 
27) = = w(z)x(s) 
worin w und x algebraische Functionen bedeuten. Sind aber z und 5 


Integrale dieser Differentialgleichung, so folgt unmittelbar, dass 
dz ds, 

GE) v6) — 167 
und diese Differentialbeziehung hat die von dem expliciten x freie Gleichung 

(29) s = v(a, €) 
zu ihrem allgemeinen Integrale, weil, wie oben gezeigt worden, die Substi- 
tution irgend eines anderen particulären Integrales für z, das Integral s immer 
wieder in ein anderes allgemeines Integral umformt, und somit in (28.) und 
(29.) s, als unabhängige, s als abhängige Variablen betrachtet werden dürfen. 
Bezeichnet man nun für einen willkürlichen constanten Werth 3, — « den 
dazugehörigen Werth von z mit C, so kann man als transcendente Form des 
Integrales der Differentialgleichung (28.) die folgende bezeichnen 

: ds " ds "€ ds 
800 a) xay 
wührend sieh dasselbe Integral in algebraischer Form aus den beiden Be- 
ziehungen | | 
3 = V(s,c) und C = y(«, c) 

durch Elimination von c in der. Form ergiebt 

(31) C= WG, 5). 
worin y, wiederum eine algebraische Function bedeutet; danach würden sich - 
also vermöge der Gleichung (30.) zwei gleichartige Abelsche Integrale mit 
beliebigen oberen Grenzen zu einem ebensolchen Integrale mit algebraisch 
aus jénen Grenzen zusammengesetzter oberen Grenze addiren, und somit 


bekanntlich durch eine algebraische Transformation sich das Differential 

ds in 1 du 

P1] M Ya— wy xeu)! 
und die gegebene Differentialgleichung in 

(32) = 4 e(sz)Y(1-w)u xw) 

transformiren lassen. Umgekehrt wird aber auch die Differentialgleichung 
(27.), wenn x(z3) der eben ausgesprochenen Bedingung unterliegt, die Eigen- 
schaft haben, dass ihr allgemeines Integral eine von der unabhüngigen 


Variabeln freie algebraische Function eines particulären Integrales und einer | 
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willkürlichen Constanten ist, weil, wenn s und s, zwei Integrale dieser 
Gleichung bedeuten, aus derselben sich (28.) ergiebt, und diese vermöge 
der Annahme die Beziehung (29.) nach sich zieht. Es ist jedoch zu be- 
achten, dass die Transformation (32.) nur dann nothwendig ist, wenn nicht 


f. zs = f(s) selbst eine algebraische oder rein logarithmische Function ist, 
indem in diesem Falle stets f(s)—/f(s,) = f(z2') gesetzt werden kann, worin 
5 algebraisch von s und s, abhüngt, und somit die Gleichungen (30) und 
(31.) stets erfüllt werden können. 

Bemerken wir aber weiter, dass, wenn die Differentialgleichung (20. ) 
wie angenommen worden, ein dureh die Gleichungen 

Z= F(a, 32), X= f(a, T, 

definirtes Functionaltheorem haben soll, auch die durch die Differential- 


gleichung 
dz 1 


ds — 4 (2,3) 
definirte Function z der unabhängigen Variabeln z ein genau ebensolches, 
durch dieselben Gleichungen definirtes Functionaltheorem besitzt, und daher 
nach den eben gemachten Schlüssen auch 
dro A, A 
ds x) w(z) 
die Eigenschaft haben wird, dass der Gleichung (30.) analog 


J e (w) dx — / "o (z)dz -/ ez) dx und x = p,(x, x) 


wird, worin y, eine algebraische Function bedeutet, so folgt, dass sich auch 


durch eine algebraische Substitution 
. 1 di 
w(z)de ın M, VA SAT) 
und die Differentialgleichung somit in die Form 


(33.) a _ m INA 

f VA—")I-ve) - 
transformiren lässt, wenn wieder vorausgesetzt wird, dass / o (z)dz nicht 
eine algebraische oder logarithmische Function von z ist, und m eine Con- 
stante bedeutet. Nun sieht man aber auch umgekehrt sofort, dass, wenn man 


(33.) in die Form setzt 
| du dt 





yá-wyr-xw) ^ Vay’ 
und für ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung die Werthe 
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&. u, und £,, #, einander zuordnet, aus der Addition der Gleichungen 
du, di, du, di, 


Au Au) ya Tr A0)! YA-u du) rene 071) 


sich 











dU dT 

yá-USi—2U)  '" ya-PXi-rr) 
ergiebt, und somit U und T wieder zusammengehórige Werthe der unab- 
hüngigen und abhängigen Variabeln der Differentialgleichung (33.) sind, 
wobei T algebraisch aus /, und ti, U algebraisch aus s, und u, zusammen- 
gesetzt sind; da andererseits # und ¢ algebraisch aus s resp. x hergeleitet 
sind, so wird die oben definirte und in ihren Functionen näher bestimmte 


Difterentinlgleichung (27.) ein durch Gleichungen von der Form 
Z-—F(s,s) À = f(x. 22) 

definirtes Functionaltheorem besitzen. Wir erhalten somit zunächst den 

folgenden Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Function 
einer Variabeln ein Functionaltheorem im oben angegebenen Sinne und zunächst 
noch mit der Beschränkung besitzt, dass in dasselbe die unabhängigen Variabeln 
nicht eingehen, ist die, dass dieselbe einer Differentialgleichung erster Ordnung 


dz 
ur = o (2): z(5) 
genügt, welche sich durch eine algebraische Subslilulion für die abhängige 
‘und unabhängige Variable in die Form bringen lässt 
| du Law xu) 
dt Ya—esya—-a | 
und somit sind alle jene Functionen in dem Ausdrucke enthalten 
. * v), (x) dn \ 
3 = 2, {sinam(m / ya "2€ Aa) ’ x); 
worin $, x, 4, m beliebige Constanten und §2,, w, beliebige algebraische 
Functionen bedeuten, immer von dem Falle der algebraischen oder logarith- 





mischen Integrirbarkeit der Differentialien P und w(x)dx abgesehen, wofür 
die Form des Functionallheorems dann unmittelbar ersichtlich ist. 

Es mag noch zur Charakterisirung der einzigen Klasse von Func- 
tionen, welche ein Functionaltheorem, freilich noch mit der angegebenen Be- 
schränkung besitzen, eine Bemerkung über die Form ihrer algebraischen 
Periode hinzugefügt werden. Es ist nämlich klar, dass das Argument der 
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algebraischen Function £2, unverändert bleiben wird, wenn die Variable 
der sinam um ganze Vielfache der zum Modul x gehörigen Periodicitits- 
moduln A und A’ zunimmt, und da 42, für dasselbe Argument nur eine 
endliche Auzahl verschiedener Werthe annimmt, so wird jedenfalls eine 
unendliche Reihe ganzer Zahlen s und s' existiren von der Art, dass 


(2, feinam(m / ^ uU +nA+n A’ x); 
t 


ra- me In?) 
| = (2, fsinam(m ^ .— =, x)| 


ist; setzt man nun 


w,(z) dn nN n! N ‘us (x) dn | 
— + —- A+--- A — CS or init 
/ Yd- 3»ü— jt, 7) m m ‘ ya— 2)1— A*q*) 1 


80 wird man, wenn 


(34.) 
Ya— TER 











EN 


gesetzt wird, 





eoo du 5 dq w, (x) dy 
/ Ya=m)d— m) / ya- We um) / yd-s SES 
erhalten, worin 
- y (z)Y (à — E) — 2783) + & Y(4 — o, (z))0 — do (z)) 
(35.) ez) =  4— 23 3 EI wy w(x) Tr 


ist, und die Gleichung (34.) nimmt somit die Form an 


| 3 = 22, (sinam (m / > a x), 





a- "acm 7)" 


| = (2, lsinam(m/ ^ "- ———-- x)|- 


ra- ESTO n) 


(36.) 


Setzt man nun 
d 
2, m — =. = 

Isina (n/" ya- a!) — ent)’ x) = F(y), w, (x) X, 
so folgt aus (35.) unà (36.) 

_ pL NA-ZBJAZRE)+ EVA) PT) } | 

=F es EY OC À = F(X), 
und wir finden somit, 

dass jede Function einer Variabeln, welche ein Functionaltheorem mit 

der Beschränkung besitzt, dass die unabhängige Variable in dasselbe nicht 


eintritt, eine periodische Function mit der algebraischen Periode 
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1-87’ 
ist, worin 5, und À Conslanten bedeuten *). 





*) Es ist für das Folgende nicht unwesentlich, die beiden letzten Sätze noch auf einem 
von dem obigen verschiedenen Wege herzuleiten, der eine Einsicht in die gestellte Frage 
von einem anderen Gesichtspunkte aus bietet. Es geht zunächst wieder aus dem Func- 
tionaltheorem Z = F(5,,5,), X = f(z,, z,) — man vergleiche Rausenbergers „Theorie 
der periodischen Functionen“ S. 145 — unmittelbar hervor, dass, wenn die Gleichung 
3, = a unendlich viele oder wenigstens mehr Auflösungen für z, liefert, als die Viel- 
fachheit der Function F anzeigt, aus den Gleichungen X = f(z,,2,), X" = f(z,, 27), 
Z' = F(s,, a), Z" = F(2,a), wenn Z = q(X) gesetzt wird, ¢(X") = ¢(X’) folgt, und 
dass ferner. da sich X" durch Elimination von x, als algebraische Function 9 von X’ 
ergiebt, g¢(#(X')) = q(X') die Nothwendigkeit der algebraischen Periodicität einer solchen 
Function nachweist. Dass nicht umgekehrt jede periodische Function ein Functional- 
theorem hat, ist selbstverständlich; die Existenz eines solchen erfordert zunächst, dass 
die Function das Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
sein muss, und wir wollen uns jetzt mit der Aufsuchung aller Differentialgleichungen 
erster Ordnung beschäftigen, welche ein Integral mit algebraischer Periodicitüt be- 


sitzen. Sei nun P = Qg(zr,s) die vorgelegte Differentialgleichung, deren Integral 


der Periodengleichung genügt w(X) = w(z), worin X eine algebraische Function von 
x ist, so wird aus 

- dw( X - d 
o(X) = ue), BY. — ex, a(x), BO = (e, (x), 


die nothwendig zu erfüllende Gleichung 


V(X, 0) À = «(s w(@) 


folgen, welche, da w(x) eine transcendente Function sein soll, nothwendig eine in z 
und w(z) identische sein muss, wobei X als algebraische Function von x eingesetzt 
zu denken ist. Giebt man nun w(z) einen constanten Werth a und bezeichnet 4 (z, a) 
mit P(z), so geht die obige Gleichung in 
D(X)dX = O(z)dr 
über, welche ein algebraisches Integral haben muss, oder es muss die Differentialgleichung 
(a) .q(X,3)dX = g(a, z)dz | 

für jedes z ein algebraisches Integral besitzen. Genau ebenso folgt aus der Differential- 


do(z) _ dw(X) ‚di 


_ az dX dr 





gleichung t = ‚in welcher z als Function von x betrachtet wird, und für welche 


ZL, 3 
der Annahme nach ebenfalls ein Functionaltheorem besteht, dass diese ein periodisches 
Integral haben muss, und hieraus wieder genau wie open, dass die Differentialgleichung 

3 
6.) q (a, Z) Ps z) 
für jedes x ein algebraisches Integral besitzt. Die beiden durch die Gleichungen (a.) und 
(8-) gewonnenen Resultate haben in dem oben gefundenen Satze ihren Ausdruck darin 
gefunden, dass die Differentialgleichung durch eine algebraische Substitution auf die Form - 
du _ m Y(1 —u*)(1—x*'u*) 








| dt — AG) 
reducirt werden könne, und dass die gesuchte Function eine algebraische Periode von 
der oben angegebenen Form besitzt. 





Fortsetzung folgt in Bd. 101, S. 1. 
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Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der 
kleinsten Wirkung. 


(Von Herrn H. von Helmholtz.) 


Wem ich in diesem Aufsatze vom Princip der kleinsten Wirkung 
spreche, so möchte ich darunter nichtwallein die ursprüngliche 1744 von 
P. L. M. de Maupertuis *) veröffentlichte Form desselben verstanden wissen, 
die übrigens erst viel später, wohl durch Lagrange, prücise Bestimmung der 
Variationsbedingungen und vollständigen Beweis empfangen hat; sondern ich 
wil unter diesem Namen, als dem ältesten und bekanntesten, die ver- 
schiedenen transformirten Formen desselben Satzes mitbegreifen, welche 
später durch Sir W. Rowan Hamilton **) daraus entwickelt sind. Dieser hat 
die zwei Differentialgleichungen aufgestellt, welche später C. @. J. Jacobi in 
eine zusammenzuziehen lehrte, in denen die gemeinsame Quelle dieser Trans- 
formationen und noch vieler möglichen anderen liegt, während dadurch die 
physikalischen Voraussetzungen, von denen die Rechnung ausgeht, gar nieht 
veründert werden. 

Die genannten Forscher haben das Princip der kleinsten Wirkung zu- 
náchst nur auf die Mechanik wügbarer Kórper angewendet und die Bewegungen 
eines Systems entweder ganz frei beweglicher oder durch feste Verbindungen 
an einander geketteter Massenpunkte dadurch dargestellt. Die physikalischen 
Voraussetzungen, von denen sie ausgingen, waren also wesentlich gegeben 
durch Newtons Bewegungsgesetze und die Art, wie man der Erfahrung ent- 
sprechend die Wirkung fester Verbindungen von Massenpunkten mechanisch 
zu definiren pflegte. Weiter zeigte sich aber, sobald man erst gelernt hatte 
Maupertuis’ Integral richtig zu behandeln, dass die Gültigkeit des Gesetzes von 


*) Histoire de l'Acad. des Sciences de Paris. 1744. Avril 15. — Histoire de 
l’Acad. Royale de Berlin. 1746. p. 267. 


**) Philosoph. Transact. 1834. T. II, p. 247—308; 1835. T. I, p. 95—144. 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 9. 18 


138 H. von Helmholtz, über das Princip der kleinsten Wirkung. 


der Constanz der Energie vorausgesetzt werden müsse *). Dies musste an- 
fangs als eine erhebliche Beschränkung für den Gültigkeitsbereich des Prin- 
cips der kleinsten Wirkung erscheinen, bis die neueren physikalischen Unter- 
suchungen feststellten, dass auch das Gesetz von der Constanz der Energie 
allgemeingültig ist, und jene scheinbare Einschränkung also in der That 
nichts einschränkt. Nur muss man für den untersuchten Vorgang vollständig 
alle Formen kennen, in denen Aequivalente von Energie auftreten, um sie 
mit in Rechnung zu ziehen. Andererseits konnte es fraglich erscheinen, ob 
mitspielende andere physikalische Vorgänge, welche nicht einfach auf Be- 
wegungen wägbarer Massen und auf Newtons Bewegungsgesetze zurückzu- 
führen sind, in denen sich aber doch Energiequanta bethätigen, auch unter 
das Princip der kleinsten Wirkung begriffen werden dürfen. 

Als die für die hier beabsiehtigten Untersuchungen bequemste Form 
des Princips der kleinsten Wirkung werde ich eine von Hamillons Formen 
wählen, welche zulässt, dass auf das betreffende mechanische System, dessen 
innere Kräfte nur conservative sind, noch äussere von der Zeit abhängige 
Kräfte einwirken, deren Arbeit besonders berechnet wird. Wenn wir mit 
F die potentielle Energie des Systems, mit L die lebendige Kraft dessel- 
ben bezeichnen, so ist die Function (Hamiltons Principalfunction), deren 
Zeitintegral bei der normalen Bewegung zwischen den Endlagen ein Mini- 
mum wird: 


H= F-L, 
während die Energie des Systems 
E = F+L 


ist. Hierin ist F nur von den Coordinaten abhängig, während L eine homo- 
gene Function zweiten Grades der Geschwindigkeiten ist. 

Jene Function H ist dieselbe, durch deren Differentialquotienten La- 
grange die nach aussen gewendeten Kräfte des bewegten Systems ausge- 
drückt hat. Da diese Function in allen hierher gehörigen Problemen eine 
wichtige Rolle spielt, möchte ich für sie eben wegen dieser Beziehung 
zu den Kräften den Namen des kinetischen Potentials vorschlagen. Es ist 
schon eine ganze Reihe entsprechender Namen für verschiedene specielle Ca- 


*) Maupertuis selbst hat dies nicht gesehen; er hält sein Princip für allgemeiner 
als das der Erhaltung der lebendigen Kräfte. Histoire de l'Acad. de Berlin. 1746. 
p.285. — C. G. J. Jacobi erörtert diesen Punkt im Anfang der Vorlesung VI tiber 
Dynamik. 
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pitel der Physik vorgeschlagen worden. So gehört hierher Herrn F. E. Neu- 
manns Potential zweier elektrischer Ströme, Herrn R. Clausius *) elektro- 
dynamisches Potential; Herr J. W. Gibbs **) nennt in der Thermodynamik 
dieselbe Function, die ich freie Energie genannt hatte, Kräftefunction für 
constante Temperatur, Herr P. Duhem ***) dagegen dieselbe das thermodyna- 
mische Potential. Es sind also Vorgänge genug für die Wahl des neuen 
Namens vorhanden. 

Das Princip der kleinsten Wirkung kann dann so ausgesprochen 
werden: Der für gleiche Zeitelemente berechnete Mittelwerth des kinetischen — 
Potentials ist auf dem wirklichen Wege des Systems ein Minimum (beziehlich 
für längere Strecken ein Grenzwerth) im Vergleich mit allen anderen benach- 
barten Wegen, die in gleicher Zeit aus der Anfangslage in die Endlage führen. 
Für die Ruhe geht das kinetische Potential über in den Werth der potentiellen 
Energie (beziehlich des Potentials im bisherigen Sinne). Für diese brauchen 
wir nicht den Mittelwerth zu nehmen, da die während der Bewegung ver- 
schiedenen Werthe hier einander alle gleich werden. Für die Ruhe sagt 
unser Gesetz dann also einfach aus, dass die potentielle Energie für das 
Gleichgewicht ein Minimum sein müsse T). 

Jacobi hat gezeigt, dass die Function H auch explicite die Zeit ent- 
halten könne, ohne die Bildung der Variation und die daraus folgende Diffe- 
rentialgleichung unmöglich zu machen. Ich habe dies benutzt, um zu H 
noch eine Summe Z[P..p.], hinzuzufügen, in welcher p, die Coordinaten 
sind, und P, die in Richtung der Coordinate p, wirkende Kraft bedeutet, 
letztere in dem unten näher zu erörternden Sinne genommen. Die P, wer- 
den als gegebene Functionen der Zeit, aber unabhängig von den Coordi- 
naten betrachtet. In dieser Form liefert der Minimalsatz bei der Variation 
Lagranges Gleichungen für die Kräfte P,, und damit ist dann auch die ganze 
Reihe specieller Untersuchungen, die sich auf die Bewegungsgleichungen 
von Lagrange gründen, unter das etwas modificirte Princip der kleinsten 
Wirkung aufgenommen. Wo es nöthig ist dieses modificirte Princip von 


*) Dieses Journal Bd. 82, S. 85. Auch in Wiedemanns Annalen Bd. I, S. 36. 
**) Transact. Connecticut Academy IIT, p. 108—248; 348—524. Sillimans Journal 
1878. XVI. p. 441-458. 
*** Le Potentiel Thermodynamique. Paris 1886. 


+) Zu bemerken ist, dass schon Euler auf diesem Wege das Princip der klein- 
sten Wirkung zu begründen suchte, aber er nahm den Mittelwerth von F, nicht von 
(F—L). Histoire de l’Acad. Royale de Berlin. 1751. p. 175. 
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dem ursprünglichen zu unterscheiden, will ich es den Minimalsats des ki- 
nelischen Potentials nennen. Die von Lagrange gegebene Form der Be- 
wegungsgleichungen ist namentlich dadurch von Wichtigkeit, dass wir sie 
auch auf Fälle anwenden können, wo allerlei noch nicht rationell aufzu- 
lösende Vorgänge, Reibung, galvanischer Widerstand u. s. w. mitwirken, und 
wo zwischen diesen und den durch Lagranges Formel zusammengefassten 
conservativen Kräften des bewegten Systems Gleichgewicht bestehen muss. 

Von anderen Arbeitsäquivalenten kommen nun neben der potentiellen 
_ und actuellen Energie wägbarer Massen, namentlich noch die thermischen, 
elektrodynamischen und elektromagnetischen in Betracht. Die Wärmebe- 
wegung ist bisher allerdings nur als ein besonders verwickelter Fall der 
Bewegung ausschliesslich wägbarer Atome betrachtet worden. Da aber 
von warmen Körpern gleichzeitig Aetherwellen ausstrahlen, so wird diese 
Beschränkung, die unter einfacheren Voraussetzungen in der That Carnois 
Gesetz abzuleiten gestattet, wie die Herren Clausius *) und Boltsmann **) ge- 
zeigt haben, doch nur als eine zunächst ausreichende Hypothese zu be- 
trachten sein; die Mitwirkung anderer Kräfte, z. B. elektrodynamischer, kann 
nicht mit Sicherheit ausgeschlossen werden. 

Dass dagegen thatsächlich die bekannten Gesetze der reversiblen 
Wärmevorgänge in der Form von Lagranges Bewegungsgleichungen, also 
auch des Minimalsatzes des kinetischen Potentials ausgedrückt werden kön- 
nen, habe ich in meinen Aufsätzen über die Statik der monocyklischen Be- 
wegungen ***) nachgewiesen. Dabei zeigt sich aber, dass die Temperatur, 
welche die Intensität der thermischen Bewegung misst, in viel verwickelterer 
Form in die zu integrirende Function eintritt, als es die Geschwindigkeiten 
thun, wenn man den Werth der lebendigen Kraft ponderabler Systeme 
bildet. Ich habe in den citirten Aufsätzen gezeigt, dass dergleichen For- 
men unter gewissen beschränkenden Voraussetzungen auch für Systeme wäg- 
barer Massen durch Elimination gewisser Coordinaten entstehen können, und 
dass also in dem Auftreten solcher verwickelterer Formen kein Widerspruch 
gegen die Anwendung von Lagranges Bewegungsgleichungen liegt. Wohl 
aber wird es nothwendig, wenn man die allgemeinen Eigenschaften der 
Systeme, die durch das Princip der kleinsten Wirkung regiert werden, 


*) Poggendorff Annalen. 1871. Bd. 142. S. 433—401. 
**) Wiener Sitzungsberiehte 1866. Bd. LIII. Abth. II, S. 195—220. 
***) Dieses Journal Bd. 97, S. 112—123. 
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kennen lernen will, die ältere engere Annahme fallen zu lassen, wonach 
die Geschwindigkeiten nur in dem Werthe der lebendigen Kraft und zwar 
in Form einer homogenen Function zweiten Grades vorkommen, und zu 
untersuchen, wie sich die Sache verhält, wenn H eine Function der Coor- 
dinaten und Geschwindigkeiten von beliebiger Form ist. 

Dafür, dass auch die chemischen Kräfte, wo wir sie zwingen können, 
nur auf reversible Weise zu arbeiten, dem Carnotschen Gesetze folgen, haben 
zwar erst in einer kleinen Zahl von Fällen experimentelle Bestätigungen 
gewonnen werden können, diese aber fallen um so mehr auf als sie mess- 
bare Beziehungen zwischen Processen von anscheinend ganz verschiedener 
Natur herausstellen *). 

Endlich haben die Beobachtungen tiber die elektromagnetischen und 
elektrodynamischen Fernwirkungen geschlossener elektrischer Ströme zu 
Ausdrücken für die ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte ge- 
führt, die sich durchaus den von Lagrange für die Mechanik wägbarer Kör- 
per gegebenen anschliessen. Der erste, welcher eine solche Formulirung 
der elektrodynamischen Gesetze gegeben hat, war Herr F. E. Neumann **) 
senior. Bei ihm treten als Geschwindigkeiten die elektrischen Strömungen 
auf, d. h. die Menge der Elektricität, die in der Zeiteinheit durch ein von 
materiellen Theilchen des Leiters umgrenztes Flächenelement hindurchgeht. 
Später haben dann die Herren W. Weber und Clausius andere Formen ge- 
geben, in denen relative oder absolute Geschwindigkeiten elektrischer Quanta 
im Raume statt der Stromgeschwindigkeiten eintreten. Für geschlossene 
Ströme stimmen die Folgerungen aus diesen verschiedenen Formulirungen 
durchaus überein. Für ungeschlossene differiren sie. Soweit in diesem 
letzteren Gebiete Thatsachen gewonnen sind, zeigt sich, dass das Neumann- 
sche Gesetz unzureichend ist, wenn man bei seiner Anwendung nur die in 
den Leitern vorgehenden Elektricitätsbewegungen in Rechnung zieht. Man 
muss vielmehr auch die von Faraday und Marwell in Betracht genommenen 
Bewegungen der Elektricitit in Isolatoren, wie sie bei entstehender oder 
vergehender dielektrischer Polarisation derselben eintreten, berücksichtigen. 


*) S. meine drei Aufsätze über die Thermodynamik chemischer Vorgänge. Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie 1882, 2. Febr., 27 Juli. 1883, 31. Mai. — Eine gute 
Zusammenstellung des bisher gebrachten Materials in dem oben citirten Buche von 
P. Duhem. 


**) S. meine Arbeiten über die Theorie der Elektrodynamik. Dieses Journal Bd. 72, 
S. 57; Bd. 75, S. 35; Bd. 78, S. 273. 
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dem ursprünglichen zu unterscheiden, will ich es den Minimalsatz des ki- 
netischen Potentials nennen. Die von Lagrange gegebene Form der Be- 
wegungsgleichungen ist namentlich dadurch von Wichtigkeit, dass wir sie 
auch auf Fälle anwenden können, wo allerlei noch nicht rationell aufzu- 
lösende Vorgänge, Reibung, galvanischer Widerstand u. s. w. mitwirken, und 
wo zwischen diesen und den durch Lagranges Formel zusammengefassten 
conservativen Kräften des bewegten Systems Gleichgewicht bestehen muss. 

Von anderen Arbeitsüquivalenten kommen nun neben der potentiellen 

. und actuellen Energie wügbarer Massen, namentlich noch die thermischen, 
elektrodynamischen und elektromagnetischen in Betracht Die Wärmebe- 
wegung ist bisher allerdings nur als ein besonders verwickelter Fall der 
Bewegung ausschliesslich wügbarer Atome betrachtet worden. Da aber 
von warmen Körpern gleichzeitig Aetherwellen ausstrahlen, so wird diese 
Beschränkung, die unter einfacheren Voraussetzungen in der That Carnots 
Gesetz abzuleiten gestattet, wie die Herren Clausius *) und Boltsmann **) ge- 
zeigt haben, doch nur als eine zunüchst ausreichende Hypothese zu be- 
trachten sein; die Mitwirkung anderer Krüfte, z. B. elektrodynamischer, kann 
nieht mit Sicherheit ausgeschlossen werden. 

Dass dagegen thatsächlich die bekannten Gesetze der reversiblen 
Wärmevorgänge in der Form von Lagranges Bewegungsgleichungen, also 
auch des Minimalsatzes des kinetischen Potentials ausgedrückt werden kön- 
nen, habe ich in meinen Aufsätzen über die Statik der monocyklischen Be- 
wegungen ***) nachgewiesen. Dabei zeigt sich aber, dass die Temperatur, 
welche die Intensität der thermischen Bewegung misst, in viel verwickelterer 
Form in die zu integrirende Function eintritt, als es die Geschwindigkeiten 
thun, wenn man den Werth der lebendigen Kraft ponderabler Systeme 
bildet. Ich habe in den eitirten Aufsätzen gezeigt, dass dergleichen For- 
men unter gewissen beschränkenden Voraussetzungen auch für Systeme wäg- 
barer Massen durch Elimination gewisser Coordinaten entstehen können, und 
dass also in dem Auftreten solcher verwickelterer Formen kein Widerspruch 
gegen die Anwendung von Lagranges Bewegungsgleichungen liegt. Wi 
aber wird es nothwendig, wenn man die allgemeinen Eigensch 
Systeme, die durch das Princip der kleinsten Wirkung regiert 


*) Poggendorff Annalen. 1871. Bd. 142. S.433—461. 
**) Wiener Sitzungsberichte 1866. Bd. LIII. Abth. Il, S. 195: 
***) Dieses Journal Bd. 97, S. 112—123. 
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hinein, welche homogene Functionen ersten Grades der g, sein müssen. 
Dieser Schritt ist insofern von Bedeutung, als es nun möglich sein wird 
aus der vollständigen Kenntniss der Abhängigkeit der Energie von den 
Coordinaten und Geschwindigkeiten das kinetische Potential und somit die 
ganzen Bewegungsgesetze des Systems zu finden, vorausgesetzt, dass das 
Prineip der kleinsten Wirkung gültig ist. Die nach g, linearen Glieder, 
welche „verborgenen Bewegungen“ entsprechen, werden sich wohl meist 
ohne Schwierigkeit finden lassen. 

§ 4 behandelt die Wechselbeziehungen zwischen den Kräften, die 
das System gleichzeitig nach verschiedenen Richtungen hin ausübt, und seinen 
Beschleunigungen und Geschwindigkeiten. Diese umfassen eine Reihe der 
interessantesten Verknüpfungen physikalischer Erscheinungen, wie z. B. die 
zwischen Amperes elektromagnetischen und elektrodynamischen Gesetzen 
einerseits und dem Inductionsgesetz andererseits; eine Reihe thermodyna- 
mischer Gesetze, z. B. das Verhältniss zwischen der Steigerung des Drucks 
einer eingeschlossenen Masse durch Temperaturerhöhung zu der Temperatur- 
erhöhung durch Compression; das entsprechende Verhalten bei thermoelek- 
trischen und elektrochemischen Processen. Auch lässt sich schliesslich 
wiederum nachweisen, dass das Princip der kleinsten Wirkung jedesmal 
gültig ist, wenn die in $ 4 aufgezählten Wechselbeziehungen der Kräfte 
bestehen. Dieser Beweis ist aber auf eine spätere Mittheilung verschoben. 

In § 5 werden Hamiltons Theoreme für die allgemeine Form kurz 
recapitulirt, und in § 6 werden die daraus herfliessenden Reciprocitätsgesetze 
für die durch kleine Anstösse nach Ablauf einer bestimmten Zeit erfolgenden 
Aenderungen der rechtläufigen und rückläufigen Bewegung gegeben. Es fallen 
darunter reciproke Verhältnisse, die ich selbst für Schall und Licht in frühe- 
ren Arbeiten, aber nur für ruhende Systeme, nachgewiesen hatte. 

In $ 7 endlich werden die Bewegungsmomente statt der Geschwindig- 
keiten eingeführt, was eine andere Form des Variationsproblems und neben 
den schon bekannten geänderten Darstellungen der Werthe der Kräfte auch 
ein anderes Reciprocitütsgesetz der hin- und rückläufigen Bewegung ergiebt. 


§ 1. 


Formulirung des Princips. 


Ich nehme an, dass der augenblickliche Zustand des betrachteten 
Körpersystems durch eine gentigende Anzahl von einander unabhängiger 
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Coordinaten p, vollständig gegeben sei; die Geschwindigkeiten ihrer Aende- 
rung bezeichne ich mit: 





dpa 
A) =. 
Ich bezeichne ferner mit P, die Kraft, mit welcher das bewegte Körper- 
system auf Aenderung der Coordinate p, hinwirkt, so dass (—P,) die äussere 
Kraft ist, welche auf das System einwirken muss in Richtung der Coordi- 
nate p,, damit die vorausgesetzte Bewegung des Systems in der ange- 
nommenen Weise vor sich gehen kann. 

Diese von Lagrange eingeführten Kräfte P, sind im Allgemeinen 
Aggregate von Kraftcomponenten, die selbst auf verschiedene Theile des 
Systems einwirken können, und dadurch ihrer Grösse und Zusammensetzung 
nach definirt sind, dass (P,.dp,) die Arbeit ist, welche die Kraft P, nach 
aussen hin leistet, wenn die Aenderung der Coordinate p, in (p,+dp,) ein- 
tritt, während P, keine Arbeit leistet, wenn p, unverändert bleibt, während 
beliebige Veränderungen der übrigen Coordinaten p, eintreten. 

Wir setzen im Folgenden voraus, dass die Grössen P, als Functionen 
der Zeit, aber unabhängig von den Coordinaten, während der Periode t= f, 
bis ( — /(, gegeben seien. H sei eine Function der Coordinaten und Ge- 
schwindigkeiten, von der wir zunächst nur verlangen, dass sie in allen 
Lagen des während der genannten Zeitperiode durchlaufenen Weges end- 
liche erste und zweite Differentialquotienten nach den p, und g, habe. Wir 
bilden nunmehr das Integral: 


a) B= / dH XP. p.], 


in welehem die p, so variirt werden sollen, dass ihre Variationen dp, für 

=f, und i=1t, gleich Null, in den Zwischenzeiten aber beliebige diffe- 
rentiirbare Functionen der Zeit seien. Dann folgt nach bekannten Methoden 
der Variationsrechnung, dass 


(1) 0$ = 0 
wird, wenn wihrend der Dauer der Bewegung: 
: _ OH d [oH 
(1 .) 0 = Pita a E 


Dies sind bekanntlich die Bewegungsgleichungen des Systems in der 
von Lagrange gegebenen Form. 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 2. 19 


146 H. von Helmholts, über das Princip der kleinsten Wirkung. 


Elimination von Coordinaten. In den ursprünglichen Anwendungen 
des Princips auf die Bewegungen eines freien Systems materieller Punkte 
war, wie ich schon in der Einleitung bemerkte, H von der Form: 

H = F-L, 
worin F nur Function der p,, L eine homogene Function zweiten Grades 
der g, sein soll, deren Coefficienten von den p, abhängen. Für ein freies 
System ist die Anzahl der Coordinaten p, dreimal so gross, als die der 
vorhandenen Massenpunkte. 

Nun kann aber in vielen Fällen eine Verminderung in der Anzahl 
der Coordinaten eintreten, ohne dass die in den Gleichungen (17), (1°.) und 
(1) gegebenen Formen der Darstellung dadurch geändert würden. 

Àm meisten behandelt ist unter diesen Füllen bisher derjenige, wo 
die Bewegungsfreiheit des Systems dureh sogenannte feste Verbindungen, 
die sich mathematisch als Gleichungen zwischen den Coordinaten ausdrücken 
lassen, eingeschrünkt ist. Die oben angegebene Zusammensetzung der 
Function H aus F und L und die Beschaffenheit der beiden letzteren Func- 
tionen wird dadurch nicht geändert, die Zahl der veränderlichen Coordinaten 
kann aber erheblich vermindert werden. 

Eine andere bemerkenswerthe Verminderung in der Anzahl der Co- 
ordinaten tritt ein, wenn einzelne derselben, die wir mit dem Index b be- 
zeichnen wollen, nur mit ihrem Differentialquotienten q, in den Werth von 
IT eintreten, und die entsprechenden Kräfte P, dauernd gleich Null sind. 
Unter diesen Umständen werden die den Werth der P, ausdrückencen Glei- 
ehungen (1°.) redueirt auf: 


|. 4 [Oll 
2) 0= lal 
oder: 
Ja oH _ 


Diese Gleichungen, welche nach den gq, (beziehlich q,) linear sind, 
kann man benutzen um die g, durch die übrigen Geschwindigkeiten und 
durch die p, auszudrücken, und sie dann aus dem Werthe von H zu eli- 
miniren. Den durch diese Elimination entstandenen Ausdruck des Werthes 
von H bezeichnen wir mit 9. Dann ist 
OD cH oH ow | 


dps ^ Op. T Log Od 
Also mit Berücksichtigung von (2°): 
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OH e 
On, = 35,19 — Ele Hell. 


Setzen wir: 
(2”.) 9-=le.g:] = H. 
so finden wir: 


OH oH' 
CPa Cpa 
und ebenso: 
OH _ 6H! 
Er 
>. OH. d [On 
@) Pet lon) 


Es tritt also in diesem Falle die Function H', welche von den g, und p, 
frei ist, aber nunmehr Glieder enthält, die nach den g, linear sind und aus 
den Werthen der q, herrühren, für die Bildung der Bewegungsgleichungen 
(2°.) ganz an die Stelle der ursprünglichen Function H. 

Beispiele hierfür wären Drehungen eines Kreisels um seine Symmetrie- 
axe, wenn deren Richtung, aber nicht seine Drehungsgeschwindigkeit um 
diese Axe geändert werden kann. Ferner Bewegung eines Systems be- 
zogen auf ein in Drehung begriffenes rechtwinkeliges Coordinatensystem, 
z. B. das des Erdkörpers. | 

Dieser in der Mechanik der wägbaren Körper gegebenen Analogie 
gemäss, wollen wir einstweilen auch andere Fälle plıysikalischer Vorgänge 
in denen die Function H Glieder, die nach den Geschwindigkeiten linear 
sind, enthält, bezeichnen als Fälle mit verborgener Bewegung, wenn auch zur 
Zeit noch Fälle dazu gehören, wo die Existenz einer solchen verborgenen 
Bewegung nicht zweifellos nachzuweisen ist, wie bei der Wechselwirkung 
zwischen Magneten und elektrischen Strömen. Für die Magnete ist sie be- 
kanntlich von Ampere schon angenommen; sie zeigt ihren Einfluss auch bei 
der elektromagnetischen Drehung der Polarisationsebene des Lichts, wie 
Sir W. Thomson bemerkt, obgleich dabei keine wahrnehmbaren elektrischen 
Ströme mitwirken. 

Diese Fälle unterscheiden sich von denen, wo H die Geschwindig- 
keiten nur in Gliedern zweiten Grades enthält, wesentlich dadurch, dass die 
Bewegung nicht unter gleichen Bedingungen rückläufig vor sich gehen 
kann, wenn nicht die verborgenen Bewegungen gleichzeitig umgekehrt 
werden. 

19* 
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Noch verwickeltere Formen der Function H können andere Elimi- 
nationen, wenigstens für beschränkte Klassen von Bewegungen, hervorbrin- 
gen; ich habe solche. Fälle in meiner ersten Abhandlung über die mono- 
cyklischen Bewegungen *) besprochen. Wir können die Bedingungen jener 
Elimination hier noch etwas allgemeiner fassen. Man nehme an, dass eine 
Gruppe von Coordinaten p, vorkommt, deren entsprechende g, im Werthe 
der lebendigen Kraft nur mit einander multiplicirt, aber nicht mit den ausser- 
halb dieser Gruppe stehenden g, in Producte vereinigt vorkommen, so dass 


alle a — 0; und dass ferner die Kräfte P. immer gleich Null bleiben. 


Unter diesen Umständen sind Bewegungen des Systems möglich, bei denen 
die p, dauernd constant, also die q, = 0 bleiben. Die Bewegungsgleichungen 
für diese Klasse von Bewegungen vereinfachen sich dadurch, dass, wenn 


alle g, = 0, auch alle 
OH 


oq. 9 
ge 
werden. Wir erhalten somit aus (1°): 
OH 
8) 02$. 
. OH | d [OH 
(3) P, = — 5. tr lag 


Wenn nun die Gleichungen (3.), deren Anzahl gleich der der p, ist, aus- 
reichen diese Grössen als Functionen der p, und g, auszudrücken, so kann 
man mittels der gewonnenen Werthe die p, aus H eliminiren, wobei im All- 
gemeinen H eine verwickeltere Function der g, werden wird, welche wir 
mit § bezeichnen wollen. Dann ist nach den Principien der Differential- 
rechnung: 











Of _ OH [28 . Op. ] 
3 











Op. Ops Op. Ops 
O6 _ OH , [OH Om]. 
Óq ^ dx + la u]; 
also wegen der Gleichungen (3.) wiederum: 
oH 09 OH 68 
b — ee . 
(3*.) Ope Ope und Ba, Das 


Die Bewegungsgleichungen (3*.) reduciren sich also auf: 


*) Dieses Journal Bd. 97, S. 120—122. 
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c 09 ,d [9$ 
Ar ], 








in denen nur noch die p, und g, vorkommen, und das § im Allgemeinen 
nicht mehr gleich der Summe einer Function der Coordinaten und einer 
homogenen Function zweiten Grades nach den Geschwindigkeiten ist. 

Wenn aber das ursprüngliche H eine solche war, und also keine 
verborgenen Bewegungen Einfluss hatten, so sind die Gleichungen (3.) nach 
den g, vom zweiten Grade; die Werthe der p, können also unverändert 
bleiben (auch wenn sie mehrdeutig sein sollten), wenn sämmtliche q, ihr 
Vorzeichen gleichzeitig ändern, woraus folgt, dass auch in diesem Falle 
die Gesammtbewegung rücklüufig vor sich gehen kann. 

In der Mechanik der wügbaren Massen würden wir solche Probleme, 
in denen die Function H die Geschwindigkeiten q, in Gliedern vom ersten, 
oder von höherem Grade enthält, als unvollständige Probleme bezeichnen 
können, insofern ein Theil der möglichen Bewegungen ausgeschlossen ist, 
und ein Theil der zur Lagenbestimmung des Systems nöthigen Coordinaten 
in der Function H nicht vorkommt, und gewisse Kräfte dauernd gleich Null 
gesetzt, also nicht mehr beliebig bestimmbar sind. 

Functionaldeterminante der Bewegungsmomente. Die in den vorigen 


Ableitungen vorkommenden Grössen Sa wollen wir der Ktirze wegen be- 


zeichnen: 
(394) 8, = - — 


und die s, die Bewegungsmomente nennen. Bei der Bewegung eines freien 
Systems, welches auf rechtwinkelige Coordinaten bezogen ist, entsprechen 
sie dem Product aus Masse und Geschwindigkeit, dessen Differentialquotient 
nach der Zeit Newtons Maass der entsprechenden Kraftcomponente ist: 


In den zusammengesetzteren Fällen ist der Einfluss, den die Trägheit der 
mitbewegten Massen bei einer bestimmten Art von Bewegung ausübt, nach 
der Lage der Massen verschieden. So ist z. B. bei einer Rotationsbewegung 
eines festen Körpers das Bewegungsmoment gleich dem Trägheitsmoment, 
multiplicirt mit der Winkelgeschwindigkeit. In diesem Sinne nun messen 
die Grössen s, den Einfluss, den die Trägheit der mitbewegten Massen hat, 
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und ihre Beschleunigung nimmt einen entsprechenden Theil der Bewegungs- 
kraft in Anspruch, wie die Gleichungen (1°.) zeigen. 

In der Mechanik wägbarer Körper sind die s, in den ursprünglichen 
vollständigen Problemen lineare homogene Functionen der g,, deren Coef- 
ficienten im Allgemeinen Functivnen der p, sind, und man hat also ein 
System linearer Gleichungen: 


(3) s = [2-4] 


welche, nach den g, aufgelöst, diese als lineare homogene Functionen der 
s, darstellen. Diese Darstellung würde nicht möglich sein, wenn die Deter- 


e. Y ee C hi . . oH . . . 7YY 
minante der Grössen A beziehlich der .——— identisch gleich Null würe. 
CQe CQ . 2% 


Letzterer Fall kann nun aber nicht eintreten, ohne dass die lebendige Kraft 

für gewisse Bewegungen bei endlichen Geschwindigkeiten Null würde. Es 

ist nämlich, da Z eine wesentlich positive, homogene Function zweiten Gra- 

des von den q, ist: | 
2L = Zq..5.]. 


Wenn die genannte Determinante Null wäre, würden sämmtliche s, und dem- 
gemäss auch L Null sein können, ohne dass die g, Null zu sein brauchten. 

Die Bedingung, dass die Determinante der Gleichungen (3*.) nicht 
identisch gleich Null sei, kann auch so ausgesprochen werden: Zwischen 
den Grössen s, und p, soll mit Ausschluss der q, keine identische Gleichung 
bestehen, und deshalb können die g, immer als Functionen der s, und p, 
dargestellt werden. 

Dieses Verhältniss wird dadurch nicht geändert, dass wie im Falle 
der verborgenen Bewegungen einzelne s, constant oder auch, wie im Falle 
der eliminirten p,, gleich Null gesetzt werden. Der Werth der verbleiben- 
den s, wird durch jene Veränderungen nicht geändert. Da auch für die 
elektrischen Bewegungen und die reversiblen Wärmebewegungen dasselbe 
gilt, soweit deren physikalische Gesetze bisher ermittelt werden konnten: 
so liegt bisher keine physikalische Veranlassung vor die Ausnahmsfälle zu 
berücksichtigen, wo die Determinante der Gleichungen (3*.) etwa gleich 
Null werden sollte; und es wird deshalb im Folgenden die Voraussetzung 
gemacht werden, dass jene Determinante nicht identisch gleich Null werden 
könne, sondern höchstens für besondere Werthe der p.. 

Wenn diese Bedingung festgehalten wird, lässt sich das Variations- 
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problem in solcher Weise aussprechen, dass auch die im Anfang dieses 
Paragraphen abgesondert hingestellten Gleichungen: 


dp, 
(1.) q. — e 


mit in dasselbe aufgenommen werden. 
Es sei, wie oben, H eine Function der p, und q,, die P, Functionen 
der Zeit. Man setze: 


a) 4$-/ ‘dt\H- x [(g,- <2). áo t Pep] 


und verlange, dass 
(11([) 049,250 
werde für beliebige Variationen der p, und g,, welche beide als unabhängige 
Variable zu behandeln sind. Für die Zeiten 4, und ¢, sollen die dp, — 0 
sein, die dg, bleiben auch dann willkürlich. 
Die Variation nach q, ergiebt: 
OH (dp: 
a) 0-2), 

on 

Od. .Oqs 





woraus die Gleichungen (1.) sich ergeben, da die Determinante der 


nicht identisch gleich Null sein soll. 
Die Variation nach den p, ist, wie oben, auszuführen und ergiebt 
dasselbe Resultat. 
Wenn man die in (1^) vorkommende Function der p, und q, be- 
zeichnet: 
, OH 
E = H- Z|oc5, ]. 
(es ist dies die Energie, wie der nächste Paragraph zeigen wird), so wird: 


(17) = fale za + Paps] 


Ich führe diese Form hier an, da wir auf eine analoge Form am Schlusse 
stossen werden, und beide, wenn man ihnen in physikalischen Untersuchun- 
gen begegnet, ehe man sicher weiss, welche Grössen als p,, g, und s, an- 
zusprechen sind, sehr fremdartig aussehen können. 

Andererseits sind es gerade diese Formen, welche die vollständigste 
Fassung des Problems in sieh vereinigen. 
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§ 2. 


Verhältniss zum Princip von der Constanz der Energie. 


Wenn man die Bewegungsgleichungen (1°) der Reihe nach mit g, 
multiplieirt und addirt, erhält man: 


= [P..q.] — -z[z7 4.] 3 2 [40 ax]-z Ex a) 


= -„#-z[e5 Og, ad 


Setzen wir, wie vorher: 








oH 
(4) E- H—-zx|ae- n 


80 kónnen wir schreiben: 
(^) ZIP..g).d+ dt = 0. 


Hierin ist die voranstehende Summe die Arbeit, welche die Krüfte P, im 
Zeittheilchen dé nach aussen hin abgeben, und es ergiebt sich also, dass 
die Grösse E fortdauernd in dem Maasse abnimmt oder wächst, als jene 
Krüfte positive oder negative Arbeit leisten. Daraus folgt, dass E den 
Energievorrath des Systems bezeichnet, ausgedrückt durch seine Coordinaten 
p. und Geschwindigkeiten q.. 

Daraus geht hervor, dass das Princip der kleinsten Wirkung, ge- 
nommen in der Form des $ 1, das Princip von der Constanz der Energie 
immer einschliesst. 

Andererseits ist das Princip der kleinsten Wirkung nieht nothwendig 
gültig in allen denkbaren Fällen, welche dem Gesetze von der Constanz 
der Energie unterworfen sind. Man kann zu dem Systeme der Gleichun- 
gen (1°) mannigfaltige Zusätze machen, welche die Ableitung der Glei- 
chung (4*) durchaus nicht stören, wohl aber die Zusammenfassung in die 
Variationsform aufheben. Man addire z. B. zu derjenigen der Gleichungen 
(1), welche in ihren Gliedern den Index a hat, ein Glied (q.q,) und zu 
der mit dem Index b das Glied (—p.g.), worin q irgend eine Function 
der Coordinaten sei. Wenn wir dann zur Ableitung der Gleichung der 
Energie die erstgenannte Gleichung mit q,, die zweite mit g, multipliciren, 
heben sich die Zusatzglieder weg, und die Constanz der Energie wird nicht 
gestört. Dagegen lässt sich die entsprechende Variation: 


$9 [qs-0p.— qu. Ope] 
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nur wenn allein von den Variabeln (g,.9,) und (q,.p,) abhängt, als vollstän- 
dige Variation einer Function der p, und g, unter dem Zeitintegral betrachten. 

Wenn die in den Zusatzgliedern angenommene Function ¢ unabhängig 
von den Geschwindigkeiten ist, würde die entsprechende Bewegung nicht 
umkehrbar sein. Wir könnten das g aber zu einer linearen Function der 
Geschwindigkeiten machen; dann könnte die ganze Bewegung auch rück- 
liufig vor sich gehen. 

Da man in jedes beliebig gewühlte Paar von Gleichungen aus dem 
Systeme (1°) solche Glieder einstellen kann, so ist eine grosse Mannig- 
faltigkeit solcher Fülle denkbar, in denen das Gesetz von der Constanz 
der Energie gültig ist, aber nicht das der kleinsten Wirkung. 

Daraus ergiebt sich also, dass das letztere Princip, wo es gilt, noch 
einen besonderen Charakter der vorhandenen conservativen Naturkrüfte aus- 
spricht, der nicht schon dureh ihre Bestimmung als conservative Krüfte ge- 
geben ist. Diesen deutlicher an das Licht zu stellen ist der Zweck der 
nachfolgenden Untersuchung. 

Erläuternde Beispiele. 

Da es im Folgenden wiederholt wünschenswerth sein wird Beispiele 
anzuführen, an denen die Tragweite der gewonnenen Sätze anschaulich wird: 
so erlaube ich mir gleich hier einige geeignete Fälle so weit nöthig zu 
charakterisiren, auf die ich mich nicht nur für den Inhalt dieses-und des 
vorigen Paragraphen, sondern auch später kurz beziehen kann: 

I. Beispiel des Kreisel. Der Kreisel sei ein Rotationskörper in 
Cardanischer Befestigung; der äussere Ring a mag um eine verticale Axe 
drehbar sein, den Drehungswinkel von einer bestimmten Verticalebene im 
Raume an gerechnet nennen wir «e; der zweite Ring b drehe sich im ersten 
in horizontaler Axe, den Winkel zwischen den Ebenen der Ringe a und b 
bezeichne ich mit 8. Die Drehungsaxe des Kreisels liege im Ringe b recht- 
winklig zu der Drehungsaxe zwischen a und b. Der Winkel zwischen einem 
bezeichneten Meridian des Kreisels und der Ebene von b sei y, das Trüg- 
heitsmoment des Kreisels um seine Rotationsaxe sei 9f, das um eine seiner 
Aequatorialaxen sei 99; das der Ringe werde vernachlässigt. Dann ist die 
lebendige Kraft des Kreisels: 


ay Ho Ere] em [n +] 
H = —L. 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 2. 20 
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Daraus ergeben sich die Kräfte A, B, C, mit denen die Winkel o, f, y sich 
zu vergrössern streben: 


(4) <A hu. cos /3. [.2- +cosß- di = ]+8. sin?ß. SE 
[rag dr = +8. sin. ung. 2) 9-28 PTE 
€) c- LA ed roms te 


Die Kraft A ist einfach ein Drehungsmoment, welches den Kreis a zu drehen 
strebt, ebenso B für den Kreis b. C aber strebt den Kreisel relativ zu b 
zu drehen, muss also seinen Stützpunkt an b haben. 

Wenn die Kraft C fehlt, ergiebt sich aus (4°.): 


(4%.) — 9t. [7 + cos 2. € | = t. 
Hieraus ergiebt sich der Werth von H' nach (2°.): 
&) = 445-438 [sin 3.2) ees 


und die Werthe der Kräfte, übereinstimmend aus (4^), (4°.) und 3 ab- 
geleitet: 


(4) B 


A 


z [c. cos /3 —B.sin’ B. =], 
(47.) ag 
B = c.sin/3- oR. sin /3.cos /3. =) —d- dé 
Das erste constante Glied im Werthe von H' kann weggelassen werden, 
da es schliesslich nur in die willkürliche Constante des Werthes von E 
eintritt; das letzte Glied ist das lineare, welches im Werthe von L fehlt. 

TL Beispiel: Elektrodynamische Wirkung von geschlossenen Stromkreisen 
nach dem Potentialgesels *). 

Wir wollen unter J, die Stromintensität des bten Stromkreises ver- 
stehen und unter p, Coordinaten der ponderablen Massen, deren lebendige 
Kraft wir vernachlässigen. Die Function H ist von der Form: 


9) H- Z0. 4-4, 


worin die Q,. Functionen der p, sind, und jeder von beiden Indices b und c 
sich nach einander auf alle Stromkreise bezieht. Die inducirten elektro- 


*) Siehe unter Anderen meine Arbeit dieses Journal Bd. 72, S. 70— 72. 
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motorischen Kräfte, die ich mit ©, bezeichnen will, sind: 
d 
(5°.) &, I -z[5 (Qs..4)]. 
à = 90s. | jJ]. 
5) Ps Ge] 


Wenn ein permanenter Magnet mitwirkt, dessen Lage durch die Coordinate 
po gegeben ist, so kommt zu H noch eine Reihe linearer Glieder hinzu, die 
ich mit À bezeichnen will, von der Form: 


5)  À = Z[R.J) 
wo die R, Functionen der Coordinaten p, und p, sind. Die Berechnung der 
Kräfte geschieht hieraus nach denselben Methoden. Die gesammte elektro- 
dynamische Energie ist: 
E-H- x|4.25 | — —n. 
6 ods 


Die Function » verschwindet daraus, da: 


Oh 
h— x|J«37-] = 0. 
Dass das hier vorkommende E = — H, wie die lebendige Kraft ponderabler 


Massen, eine nothwendig positive Grósse für geschlossene Stróme ist, habe 
ich in meinen elektrodynamischen Arbeiten gezeigt"). Ausserdem ist E 
eine homogene Function zweiten Grades der J,, und es lassen sich daher 
dieselben Betrachtungen anwenden, wie sie am Ende von $ 1 ausgeführt 
sind, wonach die Determinante der Gróssen — a 7 

ae Uvp 





nicht identisch gleich 
Null werden kann. 

III. Beispiel. Thermodynamik. Die Gesetze der reversiblen thermi- 
schen Processe können bei Wahl passender Coordinaten dargestellt werden **) 
in der Form: 


8 d [OL 
6) |.” le 
7 [4 __g4 [29 
d dt Loÿ I? 
(0) | E-8—-9.25 4L 


*) Dieses Journal Bd. 72, S. 86 ff. und S. 125. 


**) Siehe dieses Journal Bd. 97, S. 112—117. Die lebendige Kraft der sichtbaren 
Bewegungen L ist hinzugefügt, um die hier wünschenswerthe Vollständigkeit zu be- 
wahren. 


20* 
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Darin ist % die von mir als „freie Energie" bezeichnete Function der Co- 
ordinaten p, und der absoluten Temperatur 9, L ist die lebendige Kraft der 
sichtbaren Bewegungen der schweren Massen, also Function der p, und g,, 
nach letztern homogen vom zweiten Grade, unabhängig von 3; dQ ist die 
Wärmemenge, die im Zeitelement dt von aussen in den Körper eindringt, 
d. h. die Arbeit, welche von aussen her einwirkende und nur Wärmebewe- 
gung hervorbringende Kräfte ausgeübt haben. 

Dieselbe Form mit geänderten Variablen erhalten wir, indem wir 
setzen : 


OF _ 
ae — —5; 
dann mit s irgend eine Function von S bezeichnen, und ferner setzen: 
os 
3.—— = 7]; 
; Os 
H = —0-39 —1 8 


Drücken wir nun H und s als Functionen der p, und des 7 aus, so lassen 
sich die obigen Gleichungen schreiben [l. e. Abhdl. I. Gl. (1*)]: 
dQ dS ds 





8) ^w es Bere 

o d [oL 
6) &--Zu--z[2] 
(60) E= Han S +L. 


Auch diese Gleichungen haben wie die ersten (6.), (6°.) ganz die Form 
(s. l.c. § 3), wie die für die Bewegung monocyklischer Systeme, deren 
kinetisches Potential (H — L) ist, und für welche y die Geschwindigkeit, 
s das Bewegungsmoment der monocyklischen Bewegung bezeichnet. 

Bezeichnen wir mit P,,, die in Richtung der Geschwindigkeit 7 aus- 
geübte Kraft, so ist: 

(6) Payn.d = dQ. 

Die Analogie mit den Ausdrücken von Lagrange bleibt hier also 
gewahrt, in welcher Weise auch die Entropie S von dem Bewegungs- 
moment s der monocyklischen Bewegung abhängen mag. Die Möglich- 
keit der Koppelung gleich warmer Körpersysteme zu einem grösseren 
System und die kinetische Gastheorie führen in diesem Falle dazu anzu- 
nehmen, dass: 
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d = 8.4, 
— _ 98 _ 
S = — 89 = C. log s 


sel. Danach wäre für jedes gegebene Körpersystem die Temperatur pro- 
portional der lebendigen Kraft der Wärmebewegung zu setzen, wie vor 
mir auch schon die Herren Clausius und Boltsmann wahrscheinlich zu 
machen gesucht haben”). Die späteren Anwendungen unseres Beispiels 
sind unabhängig von der Frage nach der Beziehung zwischen den Func- 
tionen S und s. 

Die Würmebewegung ist wahrscheinlich als ein besonders weit gehen- 
des Beispiel von Elimination von Coordinaten p, aufzufassen, H kann des- 
halb eine verwickelte Function von © oder 7 sein. Dass aber auch viel 
zusammengesetztere Bewegungsweisen, die den inneren Molecularbewegungen 
der warmen Körper schon viel ähnlicher sind, zu den gleichen Gesetzen 
führen kónnen, haben meine Untersuchungen über die zusammengesetzten 
monocyklischen Systeme gezeigt. 


$ 3. 


Das kinetische Potential aus dem Werthe der Energie herzuleiten. 


Bei den physikalischen Untersuchungen ist meist leichter und siche- 
rer zu erkennen, welches die Umstünde sind, die auf den Energievorrath 
irgend eines Körpersystems Einfluss haben, und danach den Werth der 
Function E zu bestimmen, als die gesammten Gesetze der Veränderungen 
und aus diesen das kinetische Potential zu finden. Wir kommen also nun zur 
Untersuchung darüber, in wie weit das letztere aus dem Werthe des Energie- 
vorraths bestimmt werden könne. 

Wir setzen voraus, dass die Grósse E als Function der p, und q, 
gefunden sei. Für die Form dieser Function ergiebt sich aus Gleichung (4.): 


4) E= H-3[4.-5--] 


*) Ich habe in einer Mittheilung an die Berliner Akademie (Sitzungsberichte 
8. December 1884) diesen Satz bestimmter ausgesprochen, aber dann erkannt, dass 
ein Schritt im Beweise nicht gesichert werden konnte, sondern noch eine weitere ein- 
schrankende Bedingung erfordere, deren physikalische Bedeutung ich noch nicht so 
zu interpretiren weiss, wie ich hoffe, dass es geschehen kann. Ich muss daher die 
von Herrn L. Bolizmann gegen jenen Aufsatz gemachten Einwände (Wiener Sitzungs- 
berichte (2) Abth., XCII. Bd., 8. October 1885) als in dieser Beziehung berechtigt an- 
erkennen. 
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Daraus folgt: 
OE o'H 
0) ».- -z|e-x—l 
Bei der zur Bildung der Bewegungsgleichungen nóthigen Variation 
der in Gleichung (1^) gegebenen Function d musste vorausgesetzt werden, 
dass die ersten und zweiten Differentialquotienten von H lüngs des von 
dem Systeme durchlaufenen Weges stets endlich bleiben. Danach folgt 


aus Gleichung (7.), dass, wenn sämmtliche g, = 0, auch alle a: gleich 


Null werden. 

Andere Beschrünkungen der Function E, die durch die physikalische 
Bedeutung gegeben sind, mógen hier nur kurz erwühnt werden. 

1) Die vorkommenden Coordinaten kónnen sich bei einem freien 
System nur auf die relative Lage der Massen des Systems beziehen, weil 
überall im Raume bei gleicher relativer Lage der Massen zu einander der 
gleiche Bewegungsvorgang muss vorgehen können. 

2) Der Werth von E muss für endliche Entfernungen der Massen 
und endliche Geschwindigkeiten ein endliches Minimum haben; sonst wäre 
der Arbeitsvorrath des Systems unendlich gross. Also muss für unendlich 
wachsende g, der Werth von E eine nothwendig positive Grüsse werden. 
Welche unzulässige Folgerungen aus der gegentheiligen Annahme fliessen, 
habe ich für die elektrodynamische Theorie von Herrn W. Weber zu zei- 
gen gesucht *). 

Aus der Gleichung (4.) ergiebt sich zunächst leicht, dass, wenn H 
als eine Summe von homogenen ganzen Functionen der g, verschiedenen 
Grades dargestellt werden kann, dasselbe für E der Fall ist. Bezeichnen 
wir eine homogene Function nt Grades der g, mit P, und ist: 


(7°.) H= Z|P,], 
80 ist: 
(*) E = Z[ü-n).P) 
oder: 
E = P,—P,—2P, etc. 
Die Glieder ersten Grades P, fallen im Werthe von E weg, P, ent- 





*) Dieses Journal Bd. 72, S. 85, 8 4 bis 8 7; Bd. 75, S. 35—62. — Helmholts ge- 
sammelte wissenschaftliche Abhandlungen Bd. I, S. 684. 
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spricht der potentiellen, von der Bewegung unabhängigen Energie, die wir 
oben mit F bezeichnet haben, P, dem (—L) Höhere Glieder kommen in 
den Problemen für die Mechanik wägbarer Körper nur in den durch Elimi- 
nation gewisser Coordinaten p, veränderten Fällen vor. 

Uebrigens lässt sich die gestellte Aufgabe auch lösen, wenn E eine 
ganz willkürliche Function der Geschwindigkeiten ist, die nur der schon oben 
gestellten Bedingung gentigt, dass alle p nach Gleichung (7.) sich dem 
Werthe Null nähern, wenn die q, — 0 werden. Es wird für unseren Zweck 
ausreichen die oben gemachte Bestimmung festzuhalten, wonach die Coef- 
fieienten in dem Gleichungssystem (7.) endlich sein sollen, obgleich auch 
Fälle zulässig wären, wo jene Coefficienten integrirbar unendlich würden. 

Wir wollen zur Lösung unserer Aufgabe statt der q, in den Werthen 
des E und des H setzen: 

(8.) Ga = Th 
und unter æ einen veränderlichen Factor verstehen, bei dessen Aenderung 
sich zwar die absoluten Werthe der q,, nicht aber ihre gegenseitigen Ver- 
hältnisse ändern. 

Die Functionen H und E bezeichne ich, nachdem diese Substitution 
gemacht ist, mit H' und E’. Dann ist: 

À o 
8) = le} 
Da nach der bei Gleichung (7.) gemachten Festsetzung alle ra — 0, wenn 


alle q, = 0, dies aber eintrifft nach Gleichung (8), wenn x — 0, so ergiebt 
sich, dass: 


(8°.) oF - —0, wenn z=(, 


' 
und zwar wird das s für sehr kleine x dem zx selbst nach unseren An- 


nahmen proportional werden müssen, wenn nicht einer höheren Potenz des z. 
Andererseits haben wir: 





oH' oH 
Oz = a [a og: |, 
also: 
c oH' oH , , 
(8) = a = Elu =—E+H, 
und daher: 
1, OFF _ O"H' 
(8*.) ór — Ox? 


160 H. von Helmholtz, über das Princip der kleinsten Wirkung. 


Wenn für die Differentialgleichung (8°.): 


(&) E = H-a.H 


Ox 
noch eine zweite Lösung existirt, die wir mit H" bezeichnen wollen, so ist: 





' "n Ó L n 
0 = H'-H —2:3.|H—H 1 
d. h. 
log(H'—H") = logz--logC 
oder: 
H'—H" = z.C, 
worin C eine Function der q, sein kann. Dieselbe kann aber nur homogen 
ersten Grades sein, wenn (H'—H") auch als Function der g,, die von x 
frei ist, soll dargestellt werden kónnen. 
Nun brauchen wir nur noch ein particuläres Integral der Gleichung 
(8°.) zu finden. 
Ein solches erhalten wir, wenn wir zunächst die Gleichung (8°) für 
x = 0 schreiben: 
E, — H,, 
und diese von (8^) abziehen: 
? ! Ó ! 
(E-E,) = (H —H,)—2->—|[H — H,). 
Durch a? dividirt, giebt dies: 
1 op © [H'—H, 
-wG-E)- | 
Nach den zu (8.) gemachten Erörterungen ist die links stehende Grösse 
auch für <= 0 endlich, und wir erhalten also durch Integration zwischen 
den Grenzen z = 0 und z — 1: 


&) H-H--f-P 


—E 
x? =. dx + H,, 





worin die Integrationsconstante H,, wie bemerkt, irgend welche homogene 
Function ersten Grades der g, sein kann. 

Es ist also E eindeutig mittels der Gleichung (4.) aus H abzuleiten, 
während bei der Herleitung von H aus E die hinzuzufügende Function H,, 
die den ,verborgenen" Bewegungen entspricht, unbestimmt bleibt. Ob 
solche Glieder ersten Grades sich einmischen, wird bei speciellen Auf- 
gaben meistens aus den Bedingungen, unter denen die Bewegung rück- 
läufig vor sich gehen kann, zu ermitteln sein. 
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Wenn man also bei dem betreffenden Probleme weiss, welche physi- 
kalischen Grössen im Werthe von E als Coordinaten, und welche als Ge- 
schwindigkeiten zu behandeln sind, so kann man der Regel nach die hier 
gestellte Aufgabe lösen. Aber es kommen auch gegentheilige Fälle vor, 
wo die Entscheidung tiber die genannte Frage unsicher erscheint. 


4. 
Die allgemeinen eigenthönliehkien der Kräfte bewegter Systeme. 

Es ist bekannt, dass die nach aussen wirkenden Kräfte ruhender 
Systeme, die dem Gesetz der Constanz der Energie genügen, gewisse ge- 
setzmässige Beziehungen zu einander zeigen, die sich in den Gleichungen: 

OP, OP, 

Ops u Opa 
aussprechen, und dass, wenn diese Gleichungen erfüllt sind, sich der Werth 
der potentiellen Energie finden lässt. 

Ebenso lassen sich auch für bewegte Systeme, welche dem Minimal- 
satze der kinetischen Energie unterliegen, ähnliche Beziehungen aufstellen, 
welche sich unmittelbar aus Lagranges Ausdrücken für die Kräfte ergeben. 
Diese sind dabei nicht bloss, wie in den ruhenden Systemen, als Functionen 
der Coordinaten p,, sondern auch als solche der Geschwindigkeiten g, und 
der Beschleunigungen: 

















’ dq. 
(9) >= 1 
aufzufassen. Gleichung (1°.): 
. _ OH , df OH 
(i) Pa = — Opa +l Oa ] 
ergiebt unmittelbar: 
|. 6H On OH, 
Pi = — ssl 4+ za 


A. Kräfte und Beschleunigungen. 

Wie man sieht, sind, in dieser Form dargestellt, die Kräfte lineare 
Functionen der Beschleunigungen. Der Coefficient des g, im Werthe der 
Kraft P, kann also geschrieben werden: 

_. OP, Ó'H OP, 
CO") pan — 2” 
d. h. also: Wenn die Beschleunigung q, die Kraft P, um einen gewissen Be- 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 2. 21 
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irag grösser macht, so macht die gleich grosse Beschleunigung gq, die Kraft 
P, um den gleichen Betrag grösser. Ob ein solcher Einfluss in einem ge- 





gebenen Falle vorkommt oder nicht, hängt davon ab, ob die Grösse , a A 
ae b 
verschieden von Null oder gleich Null ist. Null ist die genannte Grösse 


zum Beispiel für die Bewegungen eines vollkommen freien Systems wäg- 


barer Massenpunkte, wenn sie auf rechtwinkelige Coordinaten bezogen 
werden. Jede einzelne Kraftcomponente wirkt beschleunigend nur in Rich- 
tung derjenigen Coordinate, auf die sie sich bezieht. 
Bei dem Kreisel im Beispiel I des $ 2 haben wir: 
OA OB 


op” = da" =% 
OA oc 

ar =>" = —U.cosß, 
oc _ ÓB _y 

op" — Oy" — Vs 


worin a’, 3", y" die Beschleunigungen der Winkel a, 8, y bezeichnen. 
Im Beispiel II für die elektrodynamischen Wirkungen ist: 
OP, _ OG, 





N 0 0, 
CE, _ OC. | 
óJi | OX. 


Die erstere Gleichung sagt aus: Da die ponderomotorische Kraft der Strom- 
kreise nicht von der Beschleunigung der Ströme abhängt, so kann auch die 
inducirte elektromotorische Kraft nicht von der Beschleunigung der Strom- 
leiter abhängen (wohl aber in beiden Fällen von den Geschwindigkeiten). 
Die letztere Gleichung sagt aus, dass, wenn bei der gegebenen Lage und 
Form der Stromkreise 6 und c Steigerung der in b wirkenden Kraft ©, durch 
elektrodynamische Induction J, ansteigen macht, die gleiche Steigerung der 
Kraft ©, dasselbe für J, bewirkt. 

Im Beispiel III für die thermodynamischen Wirkungen fallen diese 
Wechselbeziehungen fort, da die lebendige Kraft L der schweren Massen 
nicht von der Temperatur abhängt, und also Producte 9.g, im Werthe von 
(§—L) = H nicht vorkommen. 

B. Beziehungen zwischen Kräften und Geschwindigkeiten. 

Aus den Gleichungen (7.) folgt weiter: 

OP, o'H o’H o’H | 


OQ —— p,.Óq, * Op: oq t dt L9g..0% 
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Also: 








OP, OP, $9 d[ OW 
OF t 099: u 2 la ae | 


= 2-5 [1-24 a ral 


In der sehr grossen Zahl von Fällen, wo: 


SO OP, Om OH _ 
(9°.) Od ^ Od — non — Const., 


(9"-) 











folgt daraus: 


OP, OP; 

(9°) ET — dm’ 
d. h. wenn Steigerung der Geschwindigkeit q, bei gleichbleibender Lage und 
gleichbleibenden Beschleunigungen die Kraft P, wachsen macht, so wird ent- 
sprechende Steigerung von q, die Kraft P, verringern. In den zu A ange- 
führten Beispielen sind schon die Fälle bemerkt, in denen die Vorbedingung 
(9) erfüllt ist. Sie zeigen am besten die ausgedehnte Bedeutung dieses 
Satzes, aber auch dass man die Erfüllung der Vorbedingung controlliren 
muss, ehe man statt des allgemein richtigen Satzes (9°.) den einfacheren (9%.) 
anwendet. 


Beispiel I. Wenn eine Kraft, welche den Winkel ß vergrössert, 
d. h. die Axe des Kreisels von der Verticale zu entfernen strebt, grössere 
Präcessionsbewegung « unterhält, so wird eine Kraft, welche die Pri- 
cessionsbewegung zu beschleunigen strebt, die Axe der Verticallinie zuführen. 


Beispiel II. Elektrodynamisches Inductionsgesets nach Lenz. Die Be- 
wegung zweier Stromkreise gegen einander, welche durch die pondero- 
motorischen elektrodynamischen Kräfte unterstützt wird, ' bringt elektromo- 
torische inducirte Kräfte hervor, die den Strömen entgegenwirken. 


Die entsprechende Beziehung gilt für Bewegung eines Magneten gegen 
einen Stromleiter. 


Beispiel III. Thermodynamisch. Wenn Steigerung der Temperatur den 
Druck eines Körpersystems steigert, wird Compression desselben die Temperatur 
steigern. 

Für diesen Fall können wir die Gleichung (9°) nach Multiplication 
beider Seiten mit 7, mit Beziehung auf die Bezeichnungen und Erläute- 
rungen von $ 2 zu diesem Beispiel, schreiben: 


21” 
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Ó OP, 
pou = — Ologn ? 
(9°.) oder nach (6/.): 
2 
ac Us a = + 


Nun ist nach (6°.): 








dQ /- ds — Os Os dy 
d Ta 7 z[3. q.|+ Op dt 
Also ist: 
O dQ Os 
/ . 
9.) Oda [ar ~ 1 Op, 
Nach (6%.) war: 
OL 
P, = [SE *1 
und. da L unabhängig von 7, so det 
OP, _ OH _ Os 
a pren m” 


wodurch in Verbindung mit (9/) die Richtigkeit der Gleichung (9*) be- 
stätigt wird, und somit auch die Anwendbarkeit unseres allgemeinen Satzes. 
Dabei könnte jede beliebige unter den Functionen 7 der Gleichung (6°.) als 


Geschwindigkeit angesehen werden, nur muss dann entsprechend a als Be- 


schleunigung gelten. Auch die Temperatur 29 gehört in die Reihe der in- 
tegrirenden Nenner 7, so dass also auch: . 


[4 a ~ Po: 





Da bei dieser Anwendung 2 =( sein soll, so ist x 2] die Ge- 


schwindigkeit, mit welcher Wärme eintritt, wenn der Parameter p, mit der 
Geschwindigkeit q, wächst, während 9 constant bleibt. Dies giebt die oben 
gegebene Formulirung des Satzes. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf die reversiblen Theile 
thermoelektrischer und elektrochemischer Vorgänge anwenden. 

Peltiers Phänomen. Wenn Erwärmung einer Stelle einer geschlossenen 
Leitung einen elektrischen Strom hervorbringt, so wird derselbe Strom dort Kälte 
enlwickeln (abgesehen von der Wärmeentwickelung durch den Leitungs- 


widerstand). 
Elektrochemisch: Wenn Erwärmung eines constanten galvanischen Ele- 
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ments die elekiromotorische Kraft steigert, wird der Strom in demselben Wärme 
latent machen *). 

Die obigen Formeln zeigen aber nicht nur den Sinn der Aenderung 
an, sondern geben auch gleichzeitig Aufschluss über die Quantitäten, um die 
es sich handelt. 

C. Beziehungen zwischen den Kräften und Coordinalen. 

Endlich folgt aus Gleichung (9.): 


OP, OP, _ o_o IE 
(9^. Op Op,  dtlOquôps  Oq,.ÓOp, 
| 214 OB OR]. 


Für den Fall der Ruhe, wo die rechte Seite Null wird, ergiebt sich 

hieraus das allgemeine Gesetz aller conservativen Kräfte: 
OP, OP, 
(9*.) p — m 
Dieselbe Bedingung ist aber auch erfüllt, wenn zeitweilig die Bewegung 
80 vor sich geht, dass die rechte Seite von Gleichung (9*) gleich Null ist. 
So können wir das Gesetz (9°.) auch anwenden um für die Kräfte warmer 
Körper, beziehlich monocyklischer Systeme eine Kräftefunction zu bilden, 
falls nur während der Bewegung eine der Functionen 7 der Gleichung (6°.) 
constant bleibt Wenn wir dabei die lebendige Kraft der geordneten Be- 
wegungen L vernachlässigen, ist nach Gleichung (67) einfach: 
p — 2H 
" Opa I 

also unsre Gleichung (9.) erfüllt. In diesem Falle sind wir aber fast 
immer, wenn wir ung mit der Mechanik irdischer Körper beschäftigen, die 
mehr oder weniger Wärme enthalten. "Trotzdem die Körper innerlich hef- 
tig bewegt sind, können wir z. B. für die Theorie ihrer elastischen Wir- 
kungen vermöge des hier aufgewiesenen Gesetzes Krüftefunctionen der 
Molecularkräfte bilden und anwenden, als ob ihr Gleichgewichtszustand der 
eines stabilen Gleichgewichts in absoluter Ruhe wäre. 





Ich will hier noch bemerken, dass die in den Gleichungen: 


« OP, _ OP, 
Sr — Odo 


*) Siehe meine Abhandlungen zur Thermodynamik chemischer Vorgänge. Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie 1882, 2. Febr., S. 24—26; 1882, 27. Juli, S. 825—835. 
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(9*.) OP, OP, _ 9 d OP, ]. 








0% 04a t dt Og) - 
OP oP, d [ oP OP 
h v, —-l— DILE 
(9 .) Ops Opa * dtl og Og, ] 


ausgesproehenen gegenseitigen Beziehungen der Krüfte in Verbindung mit 
dem Umstande, dass die P, lineare Functionen der g, sind, was man schrei- 


ben kann: 
k O'P, EN 
(9°) on. — 0, 


und mit den früher gegebenen Definitionen: 


dp; 
(1.) I = =, 


dq, 

(9.) q. = 1 

genügend sind, um nachzuweisen, dass ein kinetisches Potential besteht, dass 

die Krüfte P, in der von Lagrange angegebenen Weise durch die Differential- 

quotienten desselben ausgedrückt und dass die Dewegungsgleichungen auf 
das Princip der kleinsten Wirkung reducirt werden können. 

Die hier zusammengestellten Beziehungen der Kräfte enthalten also 
eine vollständige Charakteristik derjenigen Bewegungen, welche dem Princip 
der kleinsten Wirkung unterliegen. | 

Der Beweis für diesen Satz lässt sich mit den bis jetzt vorbereite- 
ten Hülfsmitteln der Analysis für den Fall, dass nicht mehr als drei Coor- 
dinaten p, vorkommen, unmittelbar geben. Dazu werden aber Sätze aus 
der Theorie der Potentialfunctionen im Raume von drei Dimensionen ge- 
braucht. Will man auf mehr Coordinaten p, übergehen, so braucht man 
die entsprechenden Sätze für eine grössere Zahl von Coordinaten.: Die- 
selben lassen sich bilden, soweit sie für unseren Beweis nöthig sind. Da 
dies aber eine Sache von selbständigem Interesse ist, so schien es mir 
nicht passend sie hier nur nebensächlich abzuthun, und ich ziehe deshalb 
vor, den genannten Beweis bei einer andern Gelegenheit zu geben. 

Andere allgemeine Eigenthümlichkeiten der unter dem Principe der 
kleinsten Wirkung ablaufenden Bewegungen werden in den nächsten Para- 
graphen beschrieben werden. 
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Ueber Convergenz und Divergenz der Potenzreihe 


auf dem Convergenzkreise. 
(Von Herrn L. W. Thomé in Greifswald.) 


1. 


Fine Function F(x) von x, die nach Potenzen von x mit positiven 
ganzzahligen Exponenten entwickelt ist, sei über den Convergenzkreis der 
Potenzreihe hinaus in einem endlichen Gebiete, welches bestimmte auf dem 
Convergenzkreise liegende Punkte — singuläre Punkte —, die in endlicher 
Anzahl vorkommen sollen, nicht enthält, als einwerthige und stetige ana- 
lytische Function fortsetzbar. 

Bei einem singulären Punkte a des Convergenzkreises soll diese 
Function F(a) eine Entwickelung haben, welche die Form eines von z—a 
abhingenden regulären Integrales einer homogenen linearen Differential- 
gleichung besitzt. Also wenn der Ausdruck 


(L) (e—aYy|g "e Glog(r—a)4-—q.(s)(log(s—a))^| ^ ex» 
aufgestellt wird, worin die Grössen ¢ (x) Entwickelungen der Form Ze(z—a) 
haben, so soll die Entwickelung von F(x) bei dem singulüren Punkte a 

2.) | ey eger FO Ym (m — 1) 
sein, wo die c Constanten, die y Ausdrücke der Form (1.) sind, in denen 
die Exponenten von z—a sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden. 

Wenn nun in den Entwickelungen bei den singulären Punkten des Con- 
vergenskreises der niedrigste reelle Theil der Erponenten von x—a@ grösser 
als —1 ist, so convergirt die Polensreihe in allen nichtsingulären Punkten des 
Convergenzkreises und in denjenigen singulären, in welchen nach Abzug des 
constanten Gliedes der Entwickelung der reelle Theil der Exponenten von x —a 
grösser als Null ist, gegen den Werth der erzeugenden Funclion. 

Der Beweis dieses Convergenzsatzes ist in den Abhandlungen des 
Verfassers Bd. 87 dieses Journals No. 9 und 10, Bd. 95 No. 8 enthalten und 
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wird in dieser Nummer kurz angegeben. Dass zunächst die Function F(x) 
bei x =a nicht mehr einwerthig und stetig ist, sobald sie eine Entwicke- 
lung der Art (2.) hat, in welcher die Elemente nicht ausschliesslich aus 
Potenzen von æ—a mit positiven ganzzahligen Exponenten bestehen, geht 
daraus hervor, dass eine Function eine Darstellung der Form (2.) nur auf 
eine Weise annimmt (vgl. die Abh. des Verf. Bd. 74, No. 1 (5.)). 

In der Potenzreihe 


(8) ea" = Fa), 
deren Convergenzkreis den Radius R habe, ist 
(4.) C, = {£2 dr = [UF e^) NL 
0 


at! 2ni 2n! 











wo @ der Radius eines Kreises um z — 0 als Mittelpunkt kleiner als H ist. 
Den singulären Punkten des Convergenzkreises Re" (0 —0...21) mögen 
die Werthe @,, 0, bis 0, entsprechen. Aus der Stetigkeit der Function F(x) 
in einem Gebiete, welches keinen singulüren Punkt enthält, sowie ferner 
aus der Darstellung der von z —a abhängenden Integralfunction in (4.) bei 
einem singulären Punkte «=a, folgt gemäss (4.), dass c, gleich wird der 
Summe folgender Integrale, in denen unter den Integralzeichen die Grösse 


^ i —ai0 dd 
(5.) F(R € ?)e 2n R: 





steht, nümlich 

. 0, — € 6,—eé —— :0,— € 2n 

6) dim ft fet JT, 

"0 0, 4-5, 0,161 0,46, 
(das erste und letzte Integral fällt weg, wenn 6, = 0, 0, = 2n ist), wo die 
Grössen e, € reell und positiv sind und jedes einzelne Integral mit unend- 
lich abnehmenden e, e' gegen eine endliche Grenze convergirt (vgl. Abh. 
des Verfassers Bd. 87 dieses Journals p. 336). Der reelle Theil von F(z) 
werde durch u(o, 0), der Coefficient von $ durch e(o, 0) bezeichnet. Bei 
einem singulüren Punkte a ist 

(7) | Mod. F(z) < [Mod. (z—2a)|"' v, 
wo « und c reelle Constanten grösser als Null sind, da 

(8.) lim (z — a)" Sk, (s — a) (log (s —a))" = 0, 


wo n reell und grösser als Null, s eine positive ganze Zahl ist. Daher 
finden bei den singulären Punkten Re”, 0 —0, (a — 1,...s) für Werthe von 
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Mod. (0 —0,) in der Nähe von Null die Relationen statt 


(9) Mod. a(R, 0) — [Mod. (0—0,)]^ "v, 

| | Mod. e(R, 0) << [Mod. (0 —60,)]'* "z,, 

wo die Grössen e, c, reelle Constanten grösser als Null sind. Daraus 
folgt, dass jedes der Integrale in (6.) gleieh wird der Summe der vier 
zwischen denselben Grenzen für lime, € = 0 genommenen Integrale, in wel- 
chen unter den Integralzeichen die nd 


u(R, 8)cosa0 — o(R, )sina0 = 


s ) a? 
(10.) x 
—iu(R, 0) sina0 — — - rs io(R, 6)c08a8- 
stehen. Aus der Gleichung 
(11) — fF(s)a7 ds = ie" f" F(pe°)e d8 = 0 G=1.. 8) 


für eo R, in welcher dureh dieselben Betrachtungen der Uebergang auf 
den Convergenzkreis vollzogen wird, folgen zwei Relationen zwischen den 
Integralen (6.), in denen die vier Grössen (10.) unter den Integralzeichen 
stehen. Vermittelst dieser Relationen erhält alsdann das allgemeine Glied 
in der Potenzreihe auf dem Convergenzkreise c, H^e^ (1—0...2n) in dem 
reellen Theile und in dem Coefficienten von i die Form des allgemeinen 
Gliedes in der Fourierschen Reihe. Es ist 

c, Ri e? (a 1, ... &) 


1 27 4 2n 
(12. = —f u(R, @)cosad dÓ cosi 4-— f u(R, 6)sina@dOsinad 


In en 
iL. f" (B, 6)eosn6d0cosaA4- — / e(R, 8)sina6dôsinai}, 


1° 2n ; 2n 
18) = =~ / u(R, 0)d04-— J e(R, 0)d6, 


wo jedes der Integrale in dem Sinne der Formel (6.) zu nehmen ist. 

Aus der Voraussetzung, dass F(z) über eine Strecke des Con- 
vergenzkreises hinaus, die keinen singulüren Punkt enthült, als einwer- 
thige und stetige analytische Function fortsetzbar ist, folgt, indem x — Ré, 
E=7+6C, n°+6 — 1 gesetzt und F(z) nach Potenzen von 7—7, oder $— 65, 
entwickelt wird, wo Re’ = R(m+il) auf dieser Strecke liegt, dass #(R, 0) 
und e(R, 0) von 0, aus in der Nähe von 0, wächst, abnimmt oder constant 
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bleibt. Und hieraus ergiebt sich weiter, dass die betrachtete Strecke des 
Convergenzkreises sich in eine endliche Anzahl Theile theilen lässt, in 
denen, wenn eine beliebige der Functionen v(R, 0), v(R, 0) durch q(0) be- 
zeichnet wird, q (08) mit wachsendem 0 wächst, abnimmt oder constant bleibt. 
(Abh. Bd. 87 dieses Journals p. 339). Auf dieser Strecke erfüllt also p(6) 
die in dem Dirichletschen Beweise über die Convergenz der Fourierschen 
Reihe (Bd. 4 dieses Journals p. 157) aufgestellten Bedingungen. 

Der Beweis der Convergenz der Fourierschen Reihe für q(4) = q(0) 
in einem nichtsingulüren Punkte 4 = 0, erfolgt nun nach der von Dirichlet 
(Bd. 17 dieses Journals p. 54, 55) gegebenen Methode. Es werden Strecken, 
auf welchen je eine der singulären Stellen 6, (a = 1,... s) liegt, 0,—1£, < 0 
< 0, t, abgegrenzt, so dass dieselben 6, nicht enthalten, und es wird für 
die Werthe 6 auf diesen Strecken an Stelle von 9 (0) der Werth Null in 
die Integrale eingesetzt; dann convergirt die auf diese Weise gebildete 
Fouriersche Reihe für 4= 0, gegen den Werth q(0,) gemäss den Unter- 
suchungen Dirichlets Bd. 4 dieses Journals p. 157. Die Summe der Glie- 
der in der ursprünglichen Fourierschen Reihe bis zu dem Stellenzeiger s 
für eine der ausgenommenen Strecken ist 


sin(2n-++1) sa 





1 05 tta 
44) — po) 
data 


. 0—90, 
2sin — —- 


das Integral wie in Formel (6.) genommen. Dieses Integral wird wegen 
der Relation (9.) unabhängig von s durch hinreichende Verkleinerung von 
t, beliebig klein. Man kann also die ausgenommenen Strecken so klein 
wühlen und hierauf in der übrig bleibenden Fourierschen Reihe den Stellen- 
zeiger so gross annehmen, dass, sobald in der ursprünglichen Fourierschen 
Reihe über denselben Stellenzeiger hinaus summirt wird, diese Reihe in 
beliebig vorgeschriebener Nähe von ¢(6,) bleibt. 

Zum Beweise der Convergenz der Fourierschen Reihe für q(4) = q(0) 
in einem solchen singulüren Punkte x = a von F(a), bei welchem in der 
Entwickelung (2.) von F(z) nach Abzug des constanten Gliedes nur Poten- 
zen von r—a enthalten sind, deren Exponenten den reellen Theil grösser 
als Null haben, ist von dem Verfasser (Bd. 87 dieses Journals p. 343, 349) 
folgendes Verfahren angewandt worden. 

Wenn einem solchen singulären Punkte der Werth 0 = 0' entspricht, 
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so wird ein Gebiet von 0, 0'—t bis 0'--t, abgegrenzt, so dass auf diesem 
Gebiete kein anderer singulürer Punkt auftritt. Wird nun für die Werthe 
von Ó auf diesem Gebiete Null statt q(0) in die Integrale eingesetzt, so 
convergirt diese Fouriersche Reihe für 2= 0' gegen Null, wie sich nach 
der vorhin angegebenen Dirichletschen Methode ergiebt. Es bleibt also 
übrig, den Grenzwerth für s = oo zu untersuchen von dem Ausdrucke 


| 0-0 | 0-6 

15 "d 4 sin(?n+1) —, — 16 Lye 4 ein(2n-]-1) 5 48 

Q8). QJ *0— — Te À 

6'—t 2sin 5 % 2 sin 2 

0—0' 
2 


gesetzt wird, den Grenzwerth für s — oc von 
1 (Fy oq Sinn 1/7 og, Sinn 
Q6) le ar re ag. 


Die weitere Behandlung dieser beiden Integrale ist übereinstimmend; es 

















oder wenn in dem ersten Integrale = —/, in dem zweiten 070 _ p 


werde die des zweiten Integrales dargestellt. Wird 3 =b<S > angenom- 
men und die Formel 


1 [? ya in(2n +1 ' 
a7) tim /"9@ 0) RENEE aB = 49(0 +0) 
angewandt, so ist zu zeigen, dass 


(18) lim L /" (g(9--25)—q(9 0)) Cnt OF ag = 0, 


sin B 


Nun ist, wenn € eine fixirte reelle Grösse und 0  & << b ist, 


_ 4 6 ; , in (2n +1 
(19) tim = /" (e(8--28)— (84-0) MODES = 0, 
weil auf der Strecke für / von e bis b — > die Function q(0'4- 2/5) — q(0'-- 0) 
die Bedingung erfüllt, dass diese Strecke in eine endliche Anzahl Theile 
zerfällt, in denen die Function wächst, abnimmt oder constant bleibt. Wenn 
nun das Integral 


20) =f" (yO'+28)— 90+) C ap 


unabhängig von s durch hinreichende Verkleinerung von e beliebig klein 
wird, so kann man zunächst e so fixiren, dass für beliebige positive ganze 
22* 
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Zahlen » der absolute Betrag von (20.) kleiner als > bleibt, wo x eine 


beliebig klein vorgeschriebene positive Grösse ist, alsdann für # in dem 
Integrale (19.) einen Stellenzeiger » nehmen, so dass, wenn » tiberschritten 
% 


ist, der absolute Betrag von (19.) kleiner als 5 bleibt; dann bleibt für 
n — v der absolute Betrag des Integrales (18.) kleiner als x. Die ange- 
gebene Bedingung für das Integral (20.) ist erfüllt, wenn das Integral, in 
welchem C eine Constante < 6 ist, 


21) lim / Mod.[p(@ 2/7) — e (84-0) 25 

(C1) Tim Mole nz 

endlich bleibt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn das Integral 
e C t ! dy 
. l d. ( 4 )— 0 0 m 
(22) lim / Mod. [9(6'+7)—9 (8 4-0)]7 


endlich bleibt. Wegen der bezüglich F(z)— F(a) gemachten Voraussetzung 
ist (vgl. (8.)) für Werthe » in der Nähe von Null 
(23. ^ Mod.[g (0 y) — 9 (8 4-0)] S y*k, 

wo g, k reelle Constanten grösser als Null sind. Demnach ist die Bedin- 
gung (22.) erfüllt. Mithin ist der Grenzwerth des zweiten Integrales in 
(16) 1«(0'--0). Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass der des ersten Inte- 
grales in (16.) 4@(6'—0) ist. Die Fouriersche Reihe convergirt also für 
4=6' gegen den Werth 1(q(0'--0)-- 9 (0' —0)) = « (05. 

Ein specieller Fall dieses Satzes über die Convergenz der Potenz- 
reihe auf dem Convergenzkreise, wenn nämlich nur ein singulärer Punkt 
und zwar der vorhin behandelten Art vorkommt, findet Anwendung in der 
Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen zur. Darstellung 
‚von Constanten (vgl. die Abhandlung des Verfassers Bd. 96 dieses Journals 
p.260). Dass die vorhin genannte Function q(8) in der Nähe eines sol- 
chen singulären Punktes unendlich viele Maxima und Minima haben kann, 
ist an einem Beispiele der hypergeometrischen Reihe von dem Verfasser, 
Abh. Bd. 87 dieses Journals N. 9 I, gezeigt. 





2. 
Ueber die Divergenz der Potenzreihe auf dem Convergenzkreise 


gelten folgende Sätze. | 
Eine Potenzreihe 


(1.) Xe = F(a) 
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habe zum Radius des Convergenzkreises R. Nun werde angenommen, dass 
für die Werthe a — 0 
(2)  Mod.c,R' < A 


bleibe, wo A eine positive Constante ist. Die Reihe 


2 A 
G) ¢ GG 


. 1 1 
convergirt, da Gar?) < (Gary und À = (ay Gin convergirt. Daher con- 


vergirt auch 
e Mod.c, R**? 
CO) 2 GND’ 
Also convergirt die Reihe 
~ caret? 
G) het rar = [0 
worin E, 4, willkürliche Constanten sind, in und auf dem Kreise mit dem 
Radius R unbedingt, d. h. die Reihe der Moduln convergirt. Zugleich ist 
die Reihe (5.) in diesem ganzen Gebiete stetig. Schlägt man um einen 
Punkt a auf der Peripherie des Kreises mit dem Radius R als Mittelpunkt 
einen Kreis mit einem Radius /< R, und sei, wenn & eine beliebig klein ge- 
wählte positive Grösse ist, in der Reihe (4.) ein Stellenzeiger v so ange- 
nommen, dass 
x Mod.c,R**? € 
6). Zaher ^3 
ist, so kann man den Radius / so wählen, dass für beliebige Punkte x in 
dem beiden Kreisen gemeinschaftlichen Gebiete 
_ C, (zit*— a+?) 
7) hea) + Z7 yai 
dem Modul nach kleiner als Y ist. Dann ist für dieselben Punkte 


(8) | Mod.[f(z) —f(a)] « e. 
Die Function (5.) f(z) ist die allgemeinste von denjenigen Functionen, die 
durch zweimalige Integration aus der Function (1.) F(z) entstehen. Hat 
nun eine durch zweimalige Integration aus F(x) hergeleitete Function f(x) für 
die Werthe x innerhalb des Convergenzkreises bei einem einzelnen Punkte 
a auf der Peripherie desselben nicht die Eigenschaft, dass f(x) sich einer 
festen Grenze beliebig annähert durch hinreichende Verkleinerung eines Kreises 
um a als Mittelpunkt, während über das Verhalten von F(x) bei Annähe- 
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rung von z an andere Punkte des Convergenzkreises nichts vorausgesetzt 
zu werden braucht, so kann die Bedingung (2.) nicht erfüllt sein. Also bleibt 
alsdann der Modul des allgemeinen Gliedes der Potenzreihe (1.) auf dem 
Convergenzkreise nicht endlich und die Potenzreihe kann daher in keinem 
Punkte des Convergenzkreises convergiren, da sonst der Modul des allgemeinen 
Gliedes mit wachsendem Zeiger unendlich klein werden miisste. 

Dieser Satz findet Anwendung, wenn die Function F(z) (1.) bei einem 
Punkte a des Convergenzkreises eine Entwickelung von der Form eines 
von æ—a abhängenden regulären Integrales einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung, also eine Entwickelung von der Form No. 1 (1.), (2.) hat, 
und wenn in dieser Entwickelung der niedrigste reelle Theil der Exponen- 
ten von z—a gleich oder kleiner als —2 ist. 

Aus einem Ausdrucke y gleich 


(9)  (e—ea)y (v2) *(z)log(z—a)-t---re(m)(leg(r-a)^) ^ em» 
worin die Grössen q(z) Entwickelungen der Form Xe (r—ay haben und 


für «=a nicht alle verschwinden, folgt für das Integral f: ydx, in dessen 
Entwickelung das constante Glied annullirt wird, der Ausdruck 
(10)  (z—ay' Qn (z)- yr (e) log (@ —a)+---+ vio) (log(z— 2))7), 
wo die Grössen v(z) Entwickelungen von der Form ©c,(æ—a) haben und 
für « =a nicht alle verschwinden, und zwar besteht dieser Ausdruck, wenn 
nicht bei ganzzahligem negativen r in (r—a)' q,(z) das Glied (z—a)^! vor- 
kommt; in letzterem Falle dagegen ergiebt sich für fu dz der Ausdruck 
(11)  (z—a) *' Qu (x) v (z)log(z—a) 4---- pr 41(@) (log(z—2)) ), 
wo die Grössen w(r) Entwickelungen derselben Form haben und für æ — a 
nicht alle verschwinden, (z—2ay*'v,,,(z) gleich einer Constanten ist. Hier- 
aus erfolgt für Y — f dx fy dz, wenn jedesmal bei der Integration die Con- 


stante in der Entwickelung annullirt wird, ein Ausdruck von der allge- 
meinen Form (9.), in welchem die höchste Potenz des Logarithmus die 
(k—1)te oder kte ist, und welcher mit (z—a)'"*^ beginnt. Ist r — —2, so 
wird Y von der Form 

(12) a, (2)4-:s(x)log(z —a)4- +7 (SY (log (s —a)), 
worin die Grössen x(z) Entwickelungen der Form Xe(r—a) haben und 
X%(x) bis %::.(x) für æ =a nicht alle verschwinden können, wie durch zwei- 
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malige Differentiation hervorgeht. Die Function F(a) (1.) soll nun bei 
einem Punkte «=a des Convergenzkreises die Darstellung 

(13. egit egi 6g. SZ 
haben, in welcher die c Constanten, die y Ausdrücke der Form (9.) sind 
mit Exponenten von æ—a, die sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden. 
Ein Exponent mit kleinstem reellen Theile c in (13.) sei r,. Dann ist in 
fe dz 71 F(z)dx, wenn das constante Glied bei den Integrationen annullirt wird, 
r,+2 ein Exponent mit kleinstem reellen Theile. Ist r, — —2, so ist in 


fe dz fi F(æ)dæ ein Ausdruck der Form 
—.' (44) flog(z—2)- f.(log(z—a))------ A (log(s—a)) 
enthalten, worin die /9 Constanten, die nicht alle verschwinden. 

Der kleinste reelle Theil o der Exponenten von z—a in (13.) sei 


gleich oder kleiner als —2. Wenn nun für fe dz fi F(z)dz = f(z) die Bedin- 


gung erfüllt wäre, dass sich für Werthe z innerhalb des Kreises um z = 0 
mit dem Radius R f(x) einer festen Grenze C beliebig annäherte durch hin- 
reichende Verkleinerung eines Kreises um x=a als Mittelpunkt, welche 
Relation durch 
(15.)  lim[f(z)—C| = 0 

ausgedrückt werde, so müsste in derselben Weise die Relation 

(16)  lim[(f(z)—C)(z—a) ^| = 0 
bestehen. Es müsste daher, wenn 

17) (f(2-C)z-a*? = ULV 
gesetzt wird, und in U nur die Glieder mit Potenzen von z—a vorkommen, 
deren Exponenten den reellen Theil Null haben, in V demnach nur Expo- 
nenten von z—a mit dem reellen Theile grósser als Null, auch (vgl. No. 1 
(8.)) in gleicher Weise die Relation 

(18) limU = 0 


z—a 


bestehen. U hat die Form 

(19) | uulog(r—a)4---u.(log(r—a)) (» Z0), 
wo der einzelne Coefficient u die Form 

(20.) — k(r—a)*4-k,(z —ay"^4---- 3- b (z—a) * 
hat, die Grössen y» reell sind, die k Constanten, und nicht alle Constanten 
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k in den sämmtlichen Grössen # in (19.) verschwinden können. Es mtisste 
dann der Gleichung 
(21) | U(log(z—a))^ = w(log(z—2e)) "4 w(log(z—2e)) "++... +, 
zufolge auch die Grösse ws, in derselben Weise die Relation 
(22. lima, = 0 


erfüllen. Dass Letzteres aber nicht der Fall ist, ergiebt sich durch fol- 
sende Betrachtungen. 
Wenn bei der Potenzreihe 


03) E28 = BE 


der Radius des Convergenzkreises grösser als die positive Grösse r ist und 
M eine positive Grösse nicht kleiner als Mod. (5) für die Werthe £, welche 
die Bedingung Mod. $ <r erfüllen, so ergiebt sich aus dem Ausdruck der 
Coefficienten x, durch bestimmte Integrale (No. 1 (4.)) 


(A) Mod, < À 


Hieraus folgt für Mod. Sr, <r 


G6) Mod. [Ze BO] <u SG) = Mae ae = Gen 


und wenn r, = + genommen wird, so .ergiebt sich für Mod. § <= > 
d 4M 


Die Grösse s, hat die Form (20.). Ist keine der Grössen y in (20.) von 
Null verschieden, reducirt sich also der Ausdruck u, auf eine von Null 
verschiedene Constante, so erhellt die Unmöglichkeit der Relation (22.) 
unmittelbar. Wenn eine der Grössen y in (20.) y, von Null verschieden 
ist, so ergiebt sich, da in einem endlichen Gebiete Mod.[(z—2a)^| — B 
bleibt, wo B grósser als Null ist, dass auch 


(27)  lim[k,4-k(z—a)79-E----- E, (r—a) 9*9] = 0 
sein müsste. Es bleibt also übrig, von einem Ausdrucke der Form 
(28)  kh(r—ay)------FE(z—a)" C=, 
in welchem die k von Null verschiedene Constanten, die d reell und unter 


einander und von Null verschieden sind, zu zeigen, dass derselbe fiir Werthe 
x innerhalb des Kreises um z — 0 mit dem Radius R und in dem Kreise 
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um «=a als Mittelpunkt mit einem Radius /< R nicht dureh Verkleine- 
rung von / dem Modul nach beliebig klein werden kann. Der Modul des 
Ausdruckes (28.) in dem betrachteten Gebiete bei festgehaltenem Werthe 
von / sei nicht grösser als M, wo M eine endliche Grösse ist. Innerhalb 
dieses Gebietes sei um den Punkt zx, als Mittelpunkt, wo =, auf dem 


Radius von dem Nullpunkte nach x = a in dem Abstande > von a liege, 


ein Kreis mit dem Radius r — E geschlagen. Aus (28.) ergiebt sich durch 
Differentiation 
(29.) [4,é0,+ k,id,(z — ay O94. e k,id,(x _ a) ^ Ya _ ay?-1, 


Gemäss (26.) ist in dem Kreise um x, mit dem Radius > der Modul von 


(29.) nicht grösser als T = IT Der Modul der Grósse 


(30.) (x -- a)? — e 0-9 Moge +10) 
in diesem Kreise ist ge’ und daher nicht grösser als /e?!7, wo [d,] der 
absolute Betrag von d,, v eine von / und M unabhängige positive ganze 
Zahl ist, die gleich 2 gesetzt werden kann. Daher ist der Modul des 
Ausdruckes 
(81) kid, + kid, (m aM +... + id, (n —a) 9? 
in dem Kreise um x, mit dem Radius — nicht grösser als M16e?*^, Auf 


2 
den Ausdruck (31.) ist nun dasselbe Verfahren anzuwenden, und es ergiebt 
sich schliesslich in dem Kreise um z, mit dem Radius 3 = Iz dass der 


Modul der von Null verschiedenen, von / und M unabhüngigen Constanten 
(82) £,140,((0,—0,)6(0,— 0,)...1(0,—0, ,) 
nicht grösser ist als MK, wo K eine Grösse, die von / und M unabhängig 
ist, nämlich 
(88) K= 472.92, grt HH 804 73, len 

[d,—d,_,] der absolute Betrag von 0,—d,_,. Daraus folgt, dass die Grösse 
M, mithin auch der Modul des Ausdruckes (28.) nicht durch Verkleinerung 
des Kreises mit dem Radius / beliebig klein gemacht werden kann. 

Es besteht also der Satz: 

Die Function F(x) (1.) habe bei einem Punkte a des Convergenskreises 
der Potenzreihe eine Entwickelung von der Form eines von x —a abhängen- 
den regulären Integrales einer homogenen linearen Differentialgleichung, also 
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eine Entwickelung der Form No. 1 (1.), (2.), und in dieser Entwickelung sei 
der niedrigste reelle Theil der Exponenten von x—a gleich oder kleiner als 
—2, während über das Verhalten von F(a) bei Annäherung an andere Punkte 
des Convergenzkreises nichts vorausgesetzt su werden braucht. Alsdann bleibt 
der Modul des allgemeinen Gliedes der Potenzreihe auf dem Convergenzkreise 
nicht endlich, und die Reihe divergirt daher in allen Punkten des Conver- 
genskreises. 


3. 
Eine in einem Kreisringe um x = als Mittelpunkt einwerthige und 
stetige analytische Function F(z) wird durch die Summe von zwei Potenz- 
reihen dargestellt 


F(x) + F(x), 


= 1 
acr, 
0 


(1) F@) 
(2. Fe) 


(3) F(z) = = c,a*. 

Die Reihe F,(z) hat einen Convergenzkreis mit dem Radius AR,, innerhalb 
welches sie convergirt, die Reihe F;(z) einen Convergenzkreis mit dem 
Radius R, < H,, ausserhalb welches sie convergirt. In dem Ringe zwischen 
diesen beiden Kreisen gilt die Entwickelung (1.). Hat nun die Function 
F(x) bei Punkten auf dem Convergenzkreise mit dem Radius R, die Be- 
schaffenheit, die in den Sätzen der No. 1 und 2 angegeben ist, so findet 
dasselbe für die Function F,(z)- F(x)—F,(x) statt. Hieraus folgt, dass 
für die Punkte des Convergenskreises mit dem Radius R, der Entwickelung 
(1.) die Sätze aus No. 1 und 2 in Bezug auf die Function F(x) und deren 
Entwickelung bestehen bleiben. Auf diesen Fall kommt die Untersuchung 
für den Convergenzkreis mit dem Radius A, durch die Substitution 2 = £^! 
zurück. Es ergiebt sich, wenn F(x) bei Punkten auf dem Convergenskreise 
mit dem Radius R, die Darstellung hat, die in den Sätzen der No. 1 und 2 
angegeben ist, so bleiben diese Sätze in Bezug auf die Entwickelung (1.) 
erhalten. 


Greifswald, den 31. Mai 1885. 
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Neuer Beweis des Sylowschen Satzes. 
(Von Herrn G. Frobenius in Zürich.) 


— 


Den Satz von Cauchy, dass jede Gruppe, deren Ordnung durch eine 
Primzahl p theilbar ist, Elemente der Ordnung p enthält (Exerc. d’analyse 
et de phys. math. tom. III, pag. 250), hat Herr Sylow dahin verallgemeinert, 
dass eine Gruppe, deren Ordnung durch die te Potenz einer Primzahl p 
theilbar ist, stets eine Untergruppe der Ordnung p* enthält (Math. Ann. Bd. 5). 
Für die symmetrische Gruppe, deren Elemente die simmtlichen s! Substi- . 
tutionen von » Symbolen sind, hatte diesen Satz schon Cauchy durch 
directe Bildung der Untergruppe bewiesen und aus diesem Lemma die Gtil- 
tigkeit seines Satzes für eine beliebige endliche Gruppe abgeleitet. Der 
Umstand, dass Herr Sylow in seiner Deduction den Cauchyschen Satz als 
bekannt voraussetzt, hat Herrn Netto veranlasst, einen anderen Beweis für 
den Sylowschen Satz zu entwickeln, in welchem er direct an das Cauchysche 
Lemma anknüpft (Math. Ann. Bd. 13; Grunerts Archiv, Bd. 62). Da indessen 
die symmetrische Gruppe, die in alle diese Beweise hineingezogen wird, 
dem Inhalte des Sylowschen Satzes völlig fremd ist, so habe ich versucht, 
eine neue Herleitung fiir denselben zu finden, in der das Cauchysche Lemma 
nicht benutzt wird, und dies ist mir mit Hülfe der Methode gelungen, die 
Herr Sylow (1. c. S. 588) zur Erforschung der Constitution der Gruppen, 
deren Ordnung eine Potenz einer Primzahl ist, angewendet hat. 

Die Elemente jeder endlichen Gruppe kann man als Substitutionen 
auffassen (dieses Journal Bd. 86, S. 230). Indessen will ich gerade in An- 
betracht des zu beweisenden Satzes diese Auffassung im Folgenden nicht 
zu Grunde legen. Gegeben seien mehrere Elemente, die folgende Eigen- 
schaften haben (vgl. Kronecker, Berl. Monatsber. 1870, S. 882; Weber, Math. 
Ann. Bd. 20, S. 302): 

I. Je zwei Elemente A und B bestimmen in der angegebenen Reihen- 
folge eindeutig ein drittes, welches mit AB bezeichnet wird. 
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II. Aus jeder der beiden Gleichungen AC = BC oder CA = CB folgt 


III. Für die Operation, durch welche AB aus A und B entspringt, 
gilt das associative Gesetz (AB)C = A(BC), aber nicht nothwendig das com- 
mulalive Gesetz AB = BA. 


IV. Die Anzahl der Elemente ist endlich. 


Aus den drei ersten Bedingungen folgt, dass es nicht mehr als ein 
Element E (das Hauptelement) geben kann, welches der Gleichung E’ = E 
genügt, also für sich allein schon eine Gruppe bildet. Denn ist auch F = F", 
so ist nach I. (E’)F = E(F") oder nach III. EEF = EFF und folglich nach 
IL E=F. Ist A irgend ein Element, so ist dann auch AE’ = AE und 
E*A — EA uud mithin AE = EA = A. Dass ein solches Hauptelement wirk- 
lich existirt, ergiebt sich leicht aus IV. 

Sei nun § eine aus den gegebenen Elementen gebildete Gruppe, deren 
Ordnung h durch die »t* (oder eine höhere) Potenz einer Primzahl p-theilbar 
sei. Dann soll gezeigt werden, dass $ eine Untergruppe enthält, deren 
Ordnung gleich p" ist. Zur Vereinfachung der Darstellung will ich vor- 
aussetzen, dass der Satz für Gruppen, deren Ordnung kleiner als % ist, 
richtig ist. Diejenigen Elemente von 9, welche, wie z. B. das Hauptele- 
ment, mit jedem Elemente von $ vertauschbar sind, bilden eine Untergruppe 
G, deren Ordnung g ein Divisor von k ist. Ich unterscheide nun zwei Fälle: 


1) g ist durch p theilbar. Seien A, B, C, ... die Elemente von 
G, von denen nach der Definition dieser Gruppe je zwei mit einander ver- 
tauschbar sind, seien a, b, c, ... ihre Ordnungen und o, f, y, ... ver- 
änderliche ganze Zahlen, die sich von 0 bis resp. a—1, b—1, c—1, ... 
bewegen. Dann stellt der Ausdruck A‘B’C’... jedes Element von (9 und 
jedes gleich oft dar, nümlich ebenso oft. wie er das Hanptelement E dar- 
stellt. Daher ist das Product abc... durch g, also auch durch p theilbar, 
und folglich muss einer seiner Factoren durch p theilbar sein. Ist dies a, 


so ist A" =P ein von E verschiedenes Element von ÿ, dessen Ordnung 
gleich p ist. (Vgl. dieses Journal Bd. 86, S. 223). Betrachtet man jetzt 
(vgl. Kronecker, l. c. S. 884; Camille Jordan, Bull. de la soc. math. de 
France, tom. I pag. 46) zwei Elemente von § als (relativ) gleich, wenn 
sie sich nur durch eine Potenz von P unterscheiden, so sind auch für diese 
weitere Fassung des Gleichheitsbegriffes die Bedingungen I—IV erfüllt, weil 
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jede Potenz von P mit jedem Elemente von 9 vertauschbar*) ist, und die 
relativ verschiedenen Elemente von $ bilden eine Gruppe, deren Ordnung 


LE: ist und folglich nach der gemachten Voraussetzung eine Unter- 


gruppe der Ordnung p" enthält. Durchlüuft Q die Elemente dieser Unter- 
gruppe und 4 die Werthe von 0 bis p—1, so sind die p” Elemente P'Q 
absolut von einander verschieden und bilden eine in $ enthaltene Gruppe 
der Ordnung p”. 

2) g ist nicht durch p theilbar. Zwei Elemente A und B nenne ich 
ähnlich (in Bezug auf $), wenn es in © ein Element H giebt, das der 
Gleichung H^' AH = B genügt. Alle Elemente, welche einem bestimmten 
und daher auch paarweise unter einander ähnlich sind, bilden eine Klasse 
ähnlicher Elemente. Jedes der g Elemente A, 4; ... A, der Gruppe G 
bildet für sich eine Klasse. Ist 

(1) An... A, B, ... B, 
ein vollständiges System nicht ähnlicher Elemente von $, so bilden die 
mit B, vertauschbaren Elemente von $ eine Gruppe G,, deren Ordnung 
J, hist. Denn sonst würde B, der Gruppe © angehören. Durchläuft 
H die h Elemente der Gruppe 9, so durchläuft H^'B,H alle Elemente der 
durch B, repräsentirten Klasse. Da g, dieser h Elemente gleich B, sind, 
so sind auch je g, derselben einander gleich. Ist daher h, die Anzahl der 
verschiedenen Elemente in 9, die B, ähnlich sind, so ist 
(2.  g,h, = h. 
Da ferner jedes Element von Ö einem und nur einem der Elemente (1.) 


ähnlich ist, so ist 

(3.) kh = gth,t---+h,, 
Weil % durch p theilbar ist, g aber nicht, so können dieser Gleichung 
nach die Zahlen h, ... 4, nicht alle durch p theilbar sein. Ist aber 4, 
nieht dureh p theilbar, so ist nach Gleichung (2.) die Ordnung g, der 
Gruppe ©, durch p' theilbar. Da g, << h ist, so enthält folglich G,, also 
auch § eine Untergruppe der Ordnung p”. 


*) Wären die Elemente von § nicht mit der aus den Potenzen von P gebildeten 
Gruppe vertauschbar, so würde nicht einmal die Bedingung I erfüllt sein. 


Zürich, März 1884. 
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Einige Bemerkungen über die Congruenz 


r —r P . 
—, ma ‘mod. p. 


(Von Herrn Stern in Bern: 


I: p eine ungerade Primzahl und # eine ganze positive Zahl. so 
Ik? man. indem man la: naeh dem binomischen Lehrsatz entwickelt. 


Dm in: — «* «? VE >, . 
ST pp mod p. 





mud Fieraus 





E T —- \ rt 1 1: -_t i PA — 71 
- ; == r-1l — > — cou oc om como cM au c7 . 
J . - 2 s—t! P 


ur mar in leer Forme. e—l xml rs <244.1 rman chen 


~__ 6 ZEN _? r ED - 1 — _s EN _ n 
! Bo 070 07782 LL LL 7e TL LL TS" r—2, 
= 


2 0 7T = 2 2—1 P 


mu mngem wan so Deck enDetI ox 


‘ = i—L1— — .—” 
| 3 
| IE en 
— . to Jo — — PIC — 
J—" Q7 - 
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Ebenso fände man dureh Subtraction der Formel (2.) von Formel (5.) 
— r r? ' _ 
0S p nen 1] 
1 
1 
+ 2 te tl) 
+ (142 +..+(r— Dr]. 
In allen vorhergehenden Ausdrücken kann für r jede ganze positive Zahl 
gesetzt werden. Setzt man r= 2, so folgt aus (2.) die Congruenz 








(7.) 2»—2 — I- bp 
oder 
+ 22-11 — 1 
a) AS) 


die schon Eisenstein (Monatsber. d. Berl. Akad. 1850 p. 41) gefunden hat 
und statt deren, mit Rücksicht auf (4.), auch 











2 p—1—41 1 
(8.) = 1444. + 
D — 
geschrieben werden kann. 
1 ı _1 —. 
Ist k ungerade, so hat man Kann ist k gerade, so iat 
2 
1,1 una d 
p-k _k 
P~ 2 
Es ist demnach 
1 1 1 1 
— — 1—— mt. 
an $7.73 TV 
2 2 
und, wenn p=4n+1, kommt man zuletzt an das Paar 
ti _A 1, 
p-3 pt+3  3p—3? 
2 2 4 


ferner ist dann 


1 1 1 1 
—1l+ _—_. .. Zn — + — I ee Ww 
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und man kommt zuletzt an das Paar 








. 4 4 1 
pot pi Fr 
2 ' 2 4 
Man hat also im Ganzen 
1 14 1 1 
2 2 
Dasselbe gilt für p=4n+3 mit dem ne dass man dann zuletzt 
1 1 1 
an das Paar p—1 pat und 33 t743 E kommt. Man hat also auch 
$3» P3 2 2 
2»—-1—1 1 1 1 
p DE Fos 77 | 
2 2 


welche Congruenz ebenfalls bei Eisenstein a. a. O. vorkommt. 
Aus (9.) ergiebt sich zugleich, wenn p = 4n+1, 


wofür man auch 
4 1 
tn 
4 4 2 
schreiben kann. Ist p=4n+3, so hat man 


1 1 —_ 31. 
re tat t 
2 2 2 92 23 


1 
Let ST 
2 


At 
p+1 
4 
Nun kann man im ersten Falle wieder auf beiden Seiten der Congruenz, 


von dem Gliede Td an, die gleichen Glieder mit ungeradem Nenner gegen 
4 
einander heben und zugleich die (negativen) Glieder mit geradem Nenner 
auf der linken Seite der Congruenz mit den gleichen Gliedern auf der 
rechten Seite vereinigen und zwar so, dass man, statt diese Glieder doppelt 
zu nehmen, ihre Nenner mit 2 dividirt. Indem man dieses Verfahren fort- 
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setzt, kommt man zuletzt zu der Congruenz 1-}=4. Dasselbe Resultat 





ergiebt sich auch im zweiten Falle, wenn man von dem Gliede p 


+1 aus- 


4 
geht. Da man aber statt der Congruenz 1-1 — 1 die Identität 1 =} setzen 
kann, und da man, von der Congruenz (9.) ausgehend, durch keine andere 
Operation zu dieser Congruenz gelangt ist, als durch Hebung gleicher 
Glieder und Transponiren der Glieder von einer Seite der Congruenz auf 
die andere, so folgt, dass man auch in (9.) das Congruenzzeichen durch das 
Gleichheitszeichen ersetzen kann. In der That ist es auch leicht, von 
1—1 = 1 ausgehend zu dieser Gleichung zu gelangen. Schreibt man näm- 
lich auf der rechten Seite 3 statt + und addirt auf beiden Seiten 4, so er- 
hält man 1—1--1—1 — i--l. Setzt man hier auf der rechten Seite 2 statt 
+ und 2 statt 1 und addirt auf beiden Seiten + und 1, so hat man 


14444444444 = Hath, 
und indem man so fortfährt, ergiebt sich 


1 1 1 
ts tt 
2 
Man sieht zugleich, dass diese Gleichung nicht auf Primzahlen beschränkt 
ist, sondern für jede ganze ungerade positive Zahl p statt hat. Und ferner 
ergiebt sich, dass die Gleichung mit einer geringen Aenderung auch für 
gerade Zahlen passt. Schreibt man nämlich die Gleichung in der Form 





1 1 1 1 
lité +72 = Pt, "+ — p—2 
2 z+ 
und setzt die gerade Zahl p—1 =P, so hat man 
1 1 1 1 
tg ptet BEY 
2 2 
Bezeichnet é die imaginäre Einheit, so ist 
(1+ Qeon et _ — 9; BEN 2 mE im + Dg, 
Hier heben sich auf der rechten Seite die ctr, „welche gerade Poten- 
‚2 
zen von s enthalten, paarweise auf, wie a und ——, während die Glie- 


der, welche ungerade Potenzen von i enthalten und ‘pleichweit von Anfang 
und Ende abstehen, wie 2i und 2i", gleich sind. Demnach ist 
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(HP Er — 9. alı- 444 Ft 4], 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem p= 4n+1 
oder 4n+3. Nun ist unter derselben Voraussetzung 
(14 1-29 = 92i(277—1), 
also auch 
2p—1—1 1 
(10) + =2(1-I+4-.. +72: 
wo auf beiden Seiten zugleich das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist. 
Ist p = 4n+1, so findet man, indem man (10.) von dem Zweifachen 
von (8.) abzieht oder dazu addirt, 


2r—1—1 1 
a1) —— e(t S). 








a2) 2 gp V 


Ist p = 4n+3, so ergiebt sich 
2p—1—1 
(13.) p 
(14.) 
Also, je nachdem p = 4n+1 oder 4n+3, ist 
1 
444 m3 bebe. — lg) 








= d£ e 


21 _ 
5 = 








oder 
1 1 
(LH EC VL) = eM sua) 
Ist p= 4n+1 und man addirt zu (10.) das Zweifache von (4.), so erhält man 


2r-1_4 


HH V M) p) 


In Folge der Congruenzen EST 
Ausdruck in 


(15.) =2(— tr DU )*2 6 p—4 To zt -) 
über, oder, wie man auch schreiben "i in 


* 2Pp-1—1 
(15*.) 5 








+= 0 u. 8. w. geht dieser 





9p. 
p 





=a, stom str ee ute] 
24* 
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Ist 9=4n+3 und man subtrahirt (10.) von dem Zweifachen von (4.), 80 
findet man 





a0) "—— 2:04) e). 
d.h. 
1 1 1 
3-4 *3—$ eem 
Da, pach » 


so folgt aus (15.) für p intl 








24 _ 1 1 1 1 
a) = *.— t: + + Hi] 
und aus (16.) für p — 4n+3 aus demselben Grunde 
2-14 — 1 1 1 1 
a) —— el tog ^; tga te tht): 


Die Formeln (15*.) und (18.) hat Herr Sylvester (Comptes Rendus de |’ Acad. 
des Sciences T. 52, p. 161) ohne Beweis mitgetheilt, nur fehlt bei der letz- 
teren das — Zeichen. 

Mit Rücksicht auf die Congruenzen 1 =0, 4+—; =), u. 8. w. 
ergiebt sich auch noch aus (7*.) 


2p—1— 1 1 1 1 
pi T5 at = p+1' 
2 





p p= 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem p= 4n+1 
oder 4n+3. Auch diese Formel, jedoch durch einen Schreibfehler entstellt, 
indem auf der rechten Seite alle Glieder unrichtiger Weise mit 4 multi- 
plicirt sind, hat Herr Sylvester ohne Beweis (a. a. O. p. 308) bekannt gemacht. 


Bern, den 16. November 1885. 
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Ueber eine Klasse linearer Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 
(Von Herrn L. Fuchs.) 


|| ac ee ee ee — 


In meiner Arbeit (Abhandlungen der Göttinger Gesellschaft der 
Wissenschaften 8. Jan. 1881) habe ich die Bedingungen gegeben, welche zu 
erfüllen sind, damit die symmetrischen Functionen der Variablen 3,, 2,, 
welche durch die Gleichungen 

(a.) | [(s,)d3,+ f(2.)dz, = du, 
—p(3,)d3,+ 9(3,)ds, = du, 
als Functionen der Veründerlichen s, # definirt sind, in der Umgebung 
eines solchen Werthsystemes s, = a, #, — «, sich eindeutig verhalten, für 
welches 


P) — f(s).9 (s) —f2)- 9) = 0. 

Es ergab sich, dass, wenn w, w, mil von einander unabhängiger Ver- 
änderlichkeit in die Werthe wu, = a, u, =a, einrücken, s, s, nicht Werthe 
erreichen können, welche die Gleichung (.) befriedigen, wenn alle Lösungen 
der letzteren Gleichung zu gleicher Zeit den beiden Gleichungen 


(v) (fa )ds,+ f(s;)ds, = 0, 
| Ue (5,) ds, - 9 (5;) ds, = 0 
Gentige leisten. 

Als eine Folgerung dieses Theorems wurde va nachgewiesen, dass 
Pls 
f(x) 

. of ds N' dsN  . . . 

schaffenheit, dass f(s) (+) p(s) a) einwerthige Functionen derselben 
Variablen darstellen. 

In einer Arbeit, enthalten in den Sitzungsberichten der Berliner 
Akademie 5. April 1883, habe ich die Verallgemeinerung desselben Theo- 
rems für die Lösungen 3, s, ... s, der Differentialgleichungen 





3, f(sY, q(sy zweiwerthige Functionen von ¢ = seien von der Be- 





190 Fuchs, eine Klasse lineurer Differentialgleichungen zweiler Ordnung. 


(0.) Xf. (8)ds, — du, (— 1,2... 9), 


unter Voraussetzung einer beliebigen Zahl n entwickelt. 

Im Anschluss an den speciellen Fall s — 2 erlaube ich mir im Fol- 
genden die Resultate einer Untersuchung mitzutheilen, welche sich auf 
lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung bezieht, deren 
Coefficienten rationale Functionen des Ortes in einer algebraischen Riemann- 
schen Fläche sind. Indem nämlich in («.) für f(s), g(s) ein Fundamental- 
system von Integralen einer solchen Differentialgleichung gesetzt wird, werden 
die Bedingungen dafür entwickelt, unter welchen Umständen alle Stellen- 
paare der Riemannschen Fläche, welche die Gleichung (/.) befriedigen, 
auch Lösungen der beiden Gleichungen (y.) oder vielmehr der Gleichungen 


( f(5)ds. + f(3:)ds, = 0, 
ly (3,) dz, + 9 (5;) ds; 0 


mit correspondirenden Vorzeichen werden. 

Diese Resultate habe ich der Hauptsache nach bereits in der Sitzung 
der Berliner Akademie vom 30. Juli 1885 vorgetragen. Es ist mir aber 
später durch Anwendung eines Theorems, welches ich in einer der Aka- 
demie am 22. Juli 1886 vorgelegten und seitdem veröffentlichten Notiz ent- 
wickelt habe, gelungen dieselben wesentlich zu vereinfachen und aus- 
zuführen. 


(y) 


l. 


Es seien die Coefficienten der Gleichung 
d* d 
(A.) Fr + G(s, 3) +H(s,3)y = 0 
rationale Functionen der Grössen s und 3, zwischen welchen eine irreduc- 
tible algebraische Gleichung 
(B)  F(s,3) = 0 


besteht. Werden an irgend einem Punkte (s, 3,) der die algebraische Func- 





tion (B.) darstellenden Riemannschen Fläche die Werthe y = y, A = yi 


fixirt, so ist dadurch der Verlauf eines Integrals der Gleichung (A.) in der 
ganzen Riemannschen Fliche festgesetzt. Wie fiir den Fall, dass die Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung rationale Functionen von 3, kann man auch 
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hier auf unendlich viele verschiedene Weisen ein Fundamentalsystem von 
Integralen f(s, 3), q(s,s) als Functionen des Ortes in der Riemannschen 
Fläche herstellen, durch welche sich jedes andere Integral an derselben 
Stelle (s, 5) linear, homogen und mit constanten Coefficienten darstellen lässt. 
Es soll nunmehr untersucht werden, unter welchen Umständen die 
beiden Gleichungen 
(C) | feu 5:)ds, t- f(s, 5;)ds, = 0, 
q (8, 5,)ds, + (8, 3;)ds, = 0, 
in welchen sich die Vorzeichen entsprechen, gleichzeitig durch jedes Punkte- 
paar (8, 3,), (8, 32) befriedigt werden, welches durch die Gleichung 


Fe 2)  f(8 32) _ 


I 


(D.) 
(si; 8,) p (82, 32) 
zusammenhängt. 
Bezeichnen wir mit y und o "i die Integrale der Gleichungen 
(1.) abi 8) 2. +H, 3,)y = 0, 


(2.) M da * EG, 5) A. + HG. 8)0 = 0, 
wo 
(3j) F(¢,3,:)=0, F(s,, 2) = 0, 
und setzen fest, dass 3, eine noch zu bestimmende Function von 3, sei. 
Transformiren wir die Gleichung (2.) in die unabhängige Variable s,, 


indem wir 


d 
(4.) is = X 


setzen, so geht dieselbe über in 
- a’ dX 
(9.) X + [XG 2), | + OH, 32).0 = 0 


» 


Soll s, mit 3, so verbunden sein, dass (5,5), (s:, 2;) gleichzeitig den beiden 
Gleichungen (C.) genügen, so muss die Gleichung, welche 


(60) w= —X.e 
befriedigt, nämlich 


(0). ++. = 0, 
wo | 
je: = 3 2 4- XG(s,, 3,), 
(8.) 


dlog X | d'X 
In = -3(- ek tx Wai G(s,, s) X . H(s;, 32), 
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mit der Gleichung (1.) sämmtliche Integrale gemeinschaftlich haben. Hieraus 
folgt zunächst 
G, = G(s, 3,) 
oder 
_d ri 





(9.) + XG(s, 2) = G(s, 3,) 


und 
H, = H(s,, 3,), 
oder unter Berücksichtigung von (9.) 
(10) . P(s,3)X' = P(s, 3,), 
wenn Wir 


3 dG a ,5) 


(11. P(s,3) = + 9H(s, 3) — 2G(s, sy 


setzen. 
Die Gleichung (9.) besagt, dass 


(E)  Y4(s5.3:).ds, — VA(s8,,3,).d3, = 0, 
wo | 
42) ee 
Die Gleichung (E.) ist schon eine unmittelbare Folgerung aus dem Zu- 
sammenbestehen der beiden Gleichungen (C.) (vergleiche meine Arbeit in 
den Abhandlungen der Göttinger Societät). 
Die Gleichung (10.) ist gleichbedeutend mit der Gleichung 
(F)  YP(s, 3.).da,-YP(s, 3,).d3, = 0. 
Es ist demnach erforderlich, dass alle Punktepaare (8, %,), (82, &), welche der 


Gleichung (D.) genügen, auch die beiden wohldefinirten Differentialgleichungen 
(E.) und (F.) befriedigen. | 


2. 
Aus den Gleichungen (E.) und (F.) folgt 
G) us) = Dea. 
y 4(s,, z,) VAs, 2,) 


Differentiiren wir diese Gleichung unter Berücksichtigung von (F.) und 
Gleichung (12.) voriger Nummer, so folgt 
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dP 
JP (os s) 3 ne CL Ps 2) 
(H.) 
aP(s,, 3, _ 
= 4P(s, Er s) P(s, 5)". 
Es könnten nun die Coefficienten der Gleichung (4.) so beschaffen sein, dass 


1) 4P62 1-9 +466, 2) PG 3)? = 
wo a constant. 
Setzen wir alsdann in (A.) 

(2.) y = g Mee 2n w, 

so folgt 
(3) 524466, 3) 22 -9P(s, 50 = 0 

Ist P(s, 3) von Null verschieden, so führen wir in diese Gleichung an die 
Stelle der Variablen s die mit ihr durch die Gleichung 

(4) du = P(s, s)i.ds 
verbundene Variable # ein, und erhalten 


(6) Porta +40] = 
Diese Gleichung zeigt, dass, wenn P(s, 3) nicht identisch verschwindet, das 
allgemeine Integral der Gleichung (A.) entweder 
(6.) y — g Moe ner erbe la p oran 
wo C, C, willkürliche Constanten und 


a a’ a a’ 
a= gt Gh 8=-3-15-4 


2 
wenn nämlich T von Null verschieden, oder 


(6) y = erh + c, (PQ, sida], 
wenB a=+#: 
Ist P(s, 3) identisch Null, so folgt aus Gleichung (3.) 


(4.) y= e € z)dz [C+ C, fase Se ne). 


Von dem durch die Gleichung (1.) bezeichneten Ausnahmefall abgesehen, 
ergiebt sich also der Satz: 
Zwischen den Werthenpaaren (s, 3,), (82, 32), welche gleichzeitig den 
Gleichungen (E.) und (F.) genügen, findet die algebraische Gleichung (H.) statt. 
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3. 
Setzen wir 


qs, 2) 
(I .) f(s, 2) = b, 


so folgt aus der Voraussetzung, dass die Werthenpaare (s, 3,), (8, 3:), welche 
die Gleichung (D.) befriedigen, auch gleichzeitig den beiden Gleichungen 
(C) | fe 3:)43,+ f(s, 3:)ds. = 0, 
| P(81 3,)d3,-- p(s, 3.)d3, = 0 
genügen, dass zu jedem € nicht mehr als zwei Stellen der Riemannschen 
Fläche gehören (s. meine Arbeit in den Abhandlungen der Göttinger Societüt). 
Ist demnach (s,,2,) eine beliebige Stelle der Riemannschen Fläche, 
C ein nach Gleichung (/.) zugehóriger Werth, so giebt es höchstens eine 
zweite Stelle (s, 3,), für welche ¢ denselben Werth erhält. Ist aber (s,, 3.) 
gegeben, so ist der allgemeine Werth von ¢ 
1 aq (s, , 5, ) 3- Bf (s, , 5.) 
Q2). 9 7 oues, n) CRED) 
wo c, D, y, 0 Constanten sind, deren Werthe den verschiedenen Umläufen 
von (s, 3) um die singulüren Punkte der Gleichung (A.) entsprechen. 
Ist o ein in der Riemannschen Fläche von (s,,3,) nach (s, 3,) füh- 
render Weg, auf welchem 
q (S55 5,) 9 (5:5, 


f(s.s) — Mana) 
wird, und macht man von (s, 3.) aus denselben Weg rückwärts nach (s,, 2,), 
vollzieht alsdann diejenigen Umläufe um die singulären Punkte von (A.), 
welche (1.) hervorgebracht, und kehrt alsdann auf o nach (s,, 2,) zurück, 
so hat man mit (s,, 2,) einen Umlauf vollzogen, für welchen die Gleichung 
ag(s,, 5,)-- Bf 5, 5.) — P! 
Gus) ds) > 








stattfindet. 
Da die Gleichung (s, fs, 8) 
eqs, 3)-- Bf (s, 2 " 
re” 
nur zwei Lösungen (s, 2) zulässt, so folgt, dass es ausser (5,5), (8, 32) 
keine Stelle mehr giebt, welche dieselbe befriedigte. D. h. 
Zu jedem Punkte (s, 3,) giebt es nur einen Punkt (s,, 2,), welcher mit 
demselben die Gleichung (D.) befriedigt. 
Nach dem Satze am Schlusse der No. 1 und nach dem Satze am 
Schlusse der vorigen Nummer ergiebt sich demnach: 
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Die Werthenpaare (s,,2,), (82, 32), welche der Gleichung (D.) genügen, 
müssen so beschaffen sein, dass 


(K.) » = O(8 3) & = 0(8, 5), 

$i =0(8. 32), 8, = 0(8 32), 
wo e, © rationale Functionen ihrer Argumenle bedeuten, und dass sie zugleich 
die Gleichung (H.) befriedigen. | 


4. 


Nach einem Satze, welchen ich in einer in den Sitzungsberichten 
der Berliner Akademie (22. Juli 1886) enthaltenen Notiz veröffentlicht habe, 
ergiebt sich aus dem Bestehen der Gleichungen (K.) für den Fall, dass der 
Rang p der die Gleichung (B.) darstellenden Riemannschen Fläche grösser 
ist als Null, dass dieselbe durch eine rationale eindeutig umkehrbare Sub- 
stitution auf eine zweiblättrige Riemannsche Fläche abgebildet werden kann. 

Es ist also 

a h = viu YS) s = viu, VS), 
| u= Os, 5), VS) = (s, 3), 
wo S(u) eine ganze rationale Function von # mit lauter ungleichen Linear- 
factoren, y,, y», à,, à, rationale Functionen ihrer Argumente bedeuten. 

Aus den Entwicklungen, welche ich in der erwühnten Notiz (Sitzungs- 
ber. der Berliner Akad. der Wissensch. 22. Juli 1886) gegeben habe, geht 
gleichzeitig hervor, dass die rationale Function @,(s,3) so gewählt wer- 
den kann, dass s für zwei durch die Gleichung (K.) involutorisch gepaarte 
Stellen der Riemannschen Fl&che (B.) denselben oder den entgegengesetzten 
Werth annimmt. | 

Es sei demnach 


(1.) u, = ö, (8, 51), 
(2.) uU, = tu, = @, (82, By). 
Gilt in dieser Gleichung das obere Vorzeichen, so folgt 
(8)  YS(u) = —YS(u). 
Gilt in Gleichung (2. das untere Vorzeichen, so ergiebt sich zunächst, 
dass S(u) nur gerade Polensen von u enthalten darf, und es ist 


(8:)  YS(u) = +VS(u,). 


80 ist 


25* 
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Demnach sind die beiden involutorisch gepaarten Stellen in der zwei- 
blättrigen Riemannschen Fläche, welche den durch die Gleichung (K.) ein- 
ander zugeordneten Stellen der Riemannschen Fläche (B.) entsprechen, 


entweder 
# = th, 
nr 
oder 
, | Ww, = —th, 
ME) = +780) 


Im letzteren Falle enthält S(u) nur gerade Potenzen von u. 
Die Gleichungen (E.) und (F.) verwandeln sich im Falle (M.) in 


(E'.) 9p /S(u) = PE PE (ew A— —ByS(wu) TUR) 


A+ByS(u) 
1, K+LYS(u) A—BYyS(u) 
F. — 
FI LYS(u) = (a) 
wenn durch die Substitution (L.) 
(4) —4G(s,s)ds = [C+DYS(u)]du, 
(5.) P(s,3) = K+LVS(u) 


wird. 
Im Falle (M'. verwandeln sich (E.) und (F.) in 


(EQ)  C+C,+(D+D,)v5 = LE [ 45750) 








du | 4.-B yS(u) 1 
2 K --L Ys(u). _ A,tB,YS(u) , 
Qr. K,+L,yS(u) — Ger sc 


wenn wir noch mit dem unteren Index Eins andeuten, dass # durch —# 
ersetzt ist. 


5. 
Ist der Rang p der Gleichung (B.) gleich Null, 80 giebt es bekannt- 
lich eine rationale Function 
u = R(s, s) 
von s und s, von der Beschaffenheit, dass 
(L.) =), s-—w), 
WO y,, y, rationale Functionen von # bedeuten. 
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Die beiden Werthenpaare #,, #,, welche den durch die Gleichungen (K.) 
involutorisch conjugirten Werthenpaaren (5, 3,), (8, 2.) entsprechen, miissen 
alsdann offenbar gegenseitig lineare Functionen von einander sein, und zwar 
so, dass die Gleichung zwischen # und w, 

(M,.) Auw+ B(a,+ #%)+C = 0, 
wo A, B, C bestimmte Constanten, in Bezug auf s, und u, symmetrisch ist. 
Es sei " 
(1) w= vote 
wo A, u, v, @ Constanten, die der Beschränkung unterliegen 
(2) <AW¥V+4+2Biv+CryY = 0. 
Sind alsdann e, v, die %,, % resp. entsprechenden Werthe von e, so geht 
die Gleichung (M.) in eine von der folgenden Form über 
(39. o+0.+D = 0, 
wo D eine Constante bedeutet. 
Es sei endlich 
4) 45 =14, 
so verwandelt sich Gleichung (3.) in 
(Mj) & = —4&h, 
wenn £, £, die v,, e, entsprechenden Werthe von / bedeuten. 
Die Gleichung (Z,.) geht in 
(L.) s-—&(, s—&(t) 
über, während die Gleichungen (E.) und (F.) sich in 


Er SEC. 


m)  ( «(0 y 
QC ^m = Gey 


verwandeln, wenn durch die Substitution (L..) 
d 
(5)  —4G(52)—7- = 2), 
(6.) P(s,s) = II) 





und 








wird, und wenn wir 





a) HO = ev 


setzen. 
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6. 
Es seien jetzt umgekehrt (s,, 5,), (8, 3.) zwei Stellen der Riemann- 
schen Fläche (B.), welche gleichzeitig die beiden Gleichungen (E.) und (F.) 
befriedigen. 
Ist alsdann 


(1) y = (3) 
ein Integral der Gleichung 


d’ d 
2) MG. )4-4H(s5)y = 0, 


und fassen wir dasselbe als Function der durch die Gleichungen (E.) und 
(F.) mit s, verbundenen Variablen 3, auf, indem wir setzen 
G) = X 


(4.) y = À.w, 





so ergiebt sich 
d’ dX d 


6) À Lax | 
d 
HS + Gus) 7 +H(,3)X]o = 0. 


(Gemäss der ersten der beiden Gleichungen (8.) in No. 1 ist 
(6.) 3X + G(s, 8)X! = G(s, 5) X? 
und 
(7.) p + G(s, 2), + HG 3,)X = H(s:, 3,)X°. 
Demnach verwandelt sich Gleichung (5.) in 
(8) X a + OCs s;) "ET »)w] = 0. 


Wir erhalten also die Beziehung 





(9) Fy 50-32 


wo A, B Constanten bedeuten. 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich 


ds ! t 
(10.) q (51, 51)- is = A'f(ss s) + B qs. 22), 


wo A’, B' Constanten sind. 


— A f (sss 32) +B Pp (82, 32), 
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Differentiirt man die Gleichungen (9.) und (10.) nach s,, eliminirt 





3 
i: , multiplieirt alsdann mit e und wendet abermals die Gleichungen 
3 


(9.) und (10.) an, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichung (E.) 
(11. AB-AB=|1. 
Setzen wir jetzt voraus, dass 
q ($,, 5.) — g (s, 3,) 
QA) fans) C Tera)” 


13) B=0, 4'=0, 





so folgt, dass 


demnach 
(14) A=B=+41, 
d. h. 
Solche Werthenpaare (s,, 3,), (8, 32), für welche die Gleichungen (D.), 
(E.), (F.) gleichzeitig erfülll werden, befriedigen auch gleichzeitig die beiden 
Gleichungen (C.). 


1. 


Aus den vorhergehenden Entwickelungen ergiebt sich das Resultat: 

Die nothwendigen Bedingungen dafür, dass alle Werthenpaare (s,, ,), 
(8, 5,), welche der Gleichung (D.) Genüge leisten, auch gleichzeitig die beiden 
Gleichungen (C'.) befriedigen, und die hinreichenden dafür, dass sie gleichzeitig 
die beiden Gleichungen (C.) befriedigen, sind, von dem Ausnahmefalle Glei- 
chung (1.) No. 2 abgesehen, die folgenden: 

I. Für p — 0. 

Es muss die die Gleichung (B.) darstellende Riemannsche Fláche sich 
durch eine rationale eindeutig umkehrbare Substitution (L.) auf eine zwei- 


blättrige Riemannsche Fläche (u, Y S (u)) abbilden lassen, und sıcar derart, 
dass die Gleichung 


! d? ! 57 d ! CY LN 
(4) + G(u, VS(u)) + Hu, YS(u))y = 0, 


mit in u, VS(u) rationalen Coefficienten, welche durch die Substitution (L.) aus 
(A.) hervorgeht, die Eigenschaft hat, dass w' eine eindeutige Function des 
Quotienten 5 eines Fundamentalsystems von Integralen derselben werde. 

Es müssen ferner die Gleichungen (E'.) und (F'.), resp. (EO.) und (FO) 
identisch erfüllt werden, je nachdem u eine einwerthige oder eine sweiwerthige 
Function von C ist. 


200 Fuchs, eine Klasse linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


I. Fir p=0. 
Die Gleichung 


d 2 d 2 
(A) +60) EH HO). = 0 


mit in t rationalen Coefficienten, welche aus (A.) durch die Substitution (L..) 
hervorgeht, muss die Eigenschaft haben, dass Ü’ eine einwerthige Function des 
Quotienten 5 eines Fundamentalsystems von Integralen derselben sei, und die 
Gleichungen (E,.) und (F,.) müssen identisch erfüllt werden. 

Berlin, Juli 1886. 
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Ueber die mechanischen Analogien des zweiten 
Hauptsatzes der Thermodynamik. 


(Von Herrn Ludwig Bolizmann in Graz.) 


Unter allen rein mechanischen Systemen, für welche Gleichungen 
bestehen, welche den aus dem sog. zweiten Hauptsatze der mechanischen 
Wärmetheorie sich ergebenden analog sind, scheinen mir diejenigen, welche 
ich *) und Mazwell **) in mehreren Abhandlungen untersucht haben, weit- 
aus die wichtigste Rolle zu spielen. Nicht nur gilt die Analogie mit den 
wärmetheoretischen Gleichungen für alle derartigen Systeme ohne Ausnahme, 
und für alle ihr Verhalten bestimmenden Gleichungen ohne Ausnahme, son- 
dern es lassen sich auch die meisten anderen Systeme, insoferne sie unter 
mechanisch einfachen Bedingungen durchgreifende und zweifellose Analogie 
zeigen, den von mir und Maxwell betrachteten als specielle Fälle unterordnen. 
Zudem sind noch andere mechanische Gründe vorhanden, welche wahr- 
scheinlich machen, dass die warmen Körper im Allgemeinen den Charakter 
der letzteren Systeme an sich tragen. 

Den allgemeinsten Satz bezüglich der Verwandelbarkeit der inneren 
Energie in äussere Arbeitsleistung bei diesen Systemen habe ich in der 
zuletzt citirten Abhandlung bloss ohne Beweis angeführt. Diese Lücke 
soll nun hier ausgefüllt werden. Denken wir uns zunächst ein beliebiges 
mechanisches System, dessen innere Kräfte conservativ sind. Die relative 

*) Studien über das Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen bewegten 
materiellen Punkten. Wien. Sitzber. Bd. LVIII, Jahrg. 1868. 

Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht. Wien. Sitzber. Bd. LXIII, 
Jahrg. 1871. 

Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie 
aus den Sätzen über das Gleichgewicht der lebendigen Kraft. ibidem. 


Ueber die Eigenschaften monocyklischer und anderer damit verwandter Systeme. 
Wien. Sitzber. Bd. CX, Jahrg. 1884; dieses Journal Bd. 98. 


**) On Boltzmann’s Theorem on the average distribution of energy in a system 
of material points. (Cambridge Philosophical Transactions Vol. XII Part. IID, Wiede- 
manns Beiblätter Bd. 5, p. 403, 1881. 
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Lage sämmtlicher Theile des Systems soll durch 5 Coordinaten p,, p,, 
Ps, -.. p, bestimmt sein, deren Differentialquotienten nach der Zeit, welche 
wir auch die Geschwindigkeiten nennen wollen, pi, p, ... p, heissen sollen. 
Die inneren und &usseren an dem Systeme wirksamen Krüfte seien als 
Functionen der Coordinaten gegeben, und ausserdem sei der ganze Energie- 
inhalt des Systems gegeben. Es entspricht dies einem warmen Körper, 
für welchen die innere Natur, die äusseren Kräfte und die Temperatur ge- 
geben sind. Das Verhalten des warmen Körpers ist hierdurch, wie die Er- 
fahrung lehrt, vollständig bestimmt, wogegen das des mechanischen Systems, 
je nach dem Anfangszustande desselben, ein ganz verschiedenes sein kann. 
Beztiglich. der Anzahl der Anfangsbedingungen, welche erforderlich sind, 
um die Bewegungsform des mechanischen Systems zu bestimmen, kann 
aber eine grosse Verschiedenheit bestehen. Die Bewegung des Systems 
ist durch 26 Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen den 2b depen- 
dent Veründerlichen p, p, ... p, pu Po ... p, und der independent ver- 
ünderlichen Zeit ¢ bestimmt. Die Integrale derselben werden 2b Integra- 
tionsconstanten enthalten, von denen jedoch, da wir den Fall ausschliessen, 
dass die Bewegungsgleichungen den Absolutwerth der Zeit explicit ent- 
halten, eine immer additiv zu £ hinzukommt. Wir wollen sie mit —7 be- 
zeichnen. Zur Bestimmung der Integrationsconstanten müssten nach den 
gewöhnlichen Regeln 25 Anfangswerthe, also die Werthe sämmtlicher Coor- 
dinaten und Geschwindigkeiten für £ — 0 gegeben sein. Da nun einer dieser 
Anfangswerthe die Grösse v bestimmt, also bloss angiebt, wann sich die 
Bewegung abspielt, so wird die Bewegungsform, d. h. die Gestalt und Lage 
der Bahnen im Raume und die Art und Weise, wie sie beschrieben werden, 
durch 25 —1 Anfangswerthe bestimmt sein, oder noch allgemeiner gesprochen, 
nebst den Differentialgleichungen der Bewegung müssen behufs vollstän- 
diger Bestimmung der Bewegungsform noch 2b—1 von einander unabhän- 
gige Grüssen gegeben sein, welche wir die Parameter der Bahn nennen 
wollen. Die Grösse v aber bestimmt bloss die Zeit, wann die Bahn durch- 
laufen wird. Davon können aber und werden auch im Allgemeinen Aus- 
nahmen eintreten. Es können nämlich Integralgleichungen so beschaffen 
sein, dass sie nicht bloss durch eine einzige, oder eine endliche Anzahl 
von Werthecombinationen der Coordinaten und Geschwindigkeiten, sondern 
durch eine unendliche Anzahl derselben befriedigt werden, wie die Glei- 
chung arcsinx = Aarcsiny, wenn A irrational ist, durch eine unendliche 
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Anzahl von Werthepaaren für æ und y befriedigt wird. Denken wir uns 
sämmtliche Integrationsconstanten gegeben, so können wir irgend eine der 
Variablen p,, p», ... p,, Z. B. p,, als Function einer zweiten, z.B. p,, und der 
2b—1 Integrationsconstanten ausdrücken, indem wir p, p, ... p, und {—7 
eliminiren. Die resultirende Gleichung kann nun so beschaffen sein, dass 
sie bei gegebenen Werthen der Integrationsconstanten und des p, nur durch 
einen einzigen oder eine endliche Zahl von Werthen des p, erfüllt wird. 
Sie kann aber auch wie die oben angeführte Gleichung aresinz = Aarcsiny 
durch eine Reihe von stetig in einander übergehenden Werthen von p, be- 
friedigt werden. so dass durch sie p, bloss zwischen gewisse Grenzen ein- 
geschlossen wird, innerhalb welcher es im Stande ist, einen beliebigen 
Werth anzunehmen. 

Ein Beispiel hierfür bietet die Bewegung eines materiellen Punktes 
mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y in einer Ebene, auf welchen in 
den beiden Coordinatenrichtungen die Kräfte X = —a^z, Y = —b’y wirken, 
der sich also genau nach denselben Gesetzen, wie der Lichtpunkt bei den 
Lissajousschen Figuren, bewegt. Wenn a und b, also die Schwingungs- 
dauern der beiden Stimmgabeln commensurabel sind, so beschreibt der ma- 
terielle Punkt eine in sich geschlossene Curve; wühlen wir also für p, und 
p. die beiden rechtwinkligen Coordinaten x und y, so ist, sobald der Werth 
der Integrationsconstanten und des x gegeben ist, der des y auf eine end- 
liche Anzahl von Werthen beschränkt. Wenn dagegen a und b incommen- 
surabel sind, so wird der materielle Punkt im Verlaufe einer sehr langen 
Zeit die ganze innerhalb eines Rechtecks gelegene Flüche durchlaufen, und 
sobald x gegeben ist, ist y bloss zwischen zwei Grenzen eingeschlossen. 

Wir wollen in diesem Falle sagen, dass eine der Integralgleichungen 
unendlich vieldeutig wird. Genau analoge Fülle treten auch bei der Cen- 
tralbewegung auf; ist die Bahn eine in sich geschlossene, so ist keines der 
Integrale der Bewegungsgleichungen unendlich vieldeutig, dagegen tritt 
letzterer Fall ein, sobald die Bahn nicht in sich geschlossen ist. Jedesmal 
wenn ein Integral unendlich vieldeutig wird, ist die Zahl der zur Bestim- 
mung der Bewegungsform erforderlichen independent variablen Parameter 
um Eins kleiner, also nur mehr 2b —2 *). In dem ersten angeführten Bei- 


*) Allerdings kann es vorkommen, dass, wenn die Bewegungsgleichungen und 
die 2b —2 Parameter gegeben sind, die Bewegungsform nicht eindeutig bestimmt ist, 
sondern dass noch eine endliche Zahl von Bewegungsformen möglich ist, so dass zur 


26* 
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spiele sind die beiden Energien der Bewegung in der Richtung der X- und 
Y-Axe und die Phasendifferenz dieser beiden Bewegungen die drei Inte- 
grationsconstanten. Ist die Bahn geschlossen, so ist ‚zur Bestimmung der 
Bewegungsform die Kenntniss der drei Werthe dieser Grössen, welche die 
Rolle dreier völlig unabhängiger Variablen spielen; erforderlich. 

Sind aber a und b incommensurabel, so dass die Bahn nicht ge- 
schlossen ist, so genügt die Kenntniss der Werthe der beiden ersteren In- 
tegrationsconstanten zur Bestimmung der Art und Weise der Bewegung 
vollkommen. Die beiden ersteren Integrationsconstanten allein sind also 
das, was ich Parameter der Bahn genannt habe; wie immer die anfängliche 
Phasendifferenz der Bewegungen in den beiden Coordinatenrichtungen ge- 
wesen sein mag, es werden im Verlaufe einer unendlich langen Zeit immer 
alle möglichen Phasendifferenzen erscheinen. Alle Bahnen, für welche die 
Werthe der beiden ersteren Integrationsconstanten dieselben sind, gehen 
nach einer endlichen oder unendlichen Zeit in einander über, alle übrigen 
Grössen bestimmen also nur die Zeit, wann die Bahn durchlaufen wird. 
Wir können auch so sagen: \Venn die Bahn geschlossen ist, bilden alle 
Werthepaare von z und y, welche einer Bahn entsprechen, eine Mannig- 
faltigkeit von nur einer Dimension. Wenn die beiden Energien nach den 
beiden Coordinatenrichtungen gegeben sind, so sind noch unendlich viele 
Bahnen von verschiedener Gestalt möglich. Im zweiten Falle dagegen 
werden alle Werthe von z und y durchlaufen, welche überhaupt mit den 
beiden Gleichungen der lebendigen Kraft vereinbar sind. Das dritte Inte- 
gral der Bewegungsgleichung verliert seine Bedeutung. Die durchlaufenen 
Werthepaare von x und y bilden daher jetzt eine Mannigfaltigkeit von 
zwei Dimensionen. Aehnlich verhält es sich auch mit der Centralbewegung 
in geschlossener oder nicht geschlossener Bahn. 

Geradeso könnte auch ein zweites Integral der Bewegungsgleichungen 
unendlich vieldeutig werden. Bei der Centralbewegung könnte z. B. senkrecht 
zur Bahnebene ein Cylinder von unendlich kleiner, übrigens beliebig gestalteter 
Basis liegen, an dessen Umfange der bewegliche Punkt wie ein elastischer 
Ball reflectirt würde. Dadurch würde nach einer sehr langen Bewegung der 


eindeutigen Bestimmung noch die Grenzen gegeben sein müssen, zwischen welchen 
die letzte Integrationsconstante liegt. Doch ist es für das Folgende nicht nothwendig, 
diesen Umstand, welcher natürlich auch in dem später zu besprechenden allgemeine- 
ren Falle eintreten kann, einer ausführlicheren Betrachtung zu unterziehen. 
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Werth der Flächengeschwindigkeit immer wieder geändert, und diese würde 
im Verlaufe einer sehr langen Zeit eine unendliche Reihe continuirlich in ein- 
ander übergehender Werthe annehmen, sodass also auch die Flüchengleichung 
ihre Bedeutuug verlieren würde. Vgl. meine Abhandlung: „Lösung eines 
mechanischen Problems.“ Wiener Sitzungsberichte Bd. 58, II. Abtheilung, 
Jahrgang 1868. Durch eine gleiche Vorrichtung würde bei der Lissajous- 
schen Bewegung an Stelle der zwei Gleichungen der lebendigen Kraft eine 
einzige treten. Hätte jener Cylinder zudem eine solche Lage, dass er von 
allen mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren Bahnen getroffen 
würde, läge er also für die Centralbewegung unendlich nahe der Kreisbahn, 
für die Lissajoussche Bewegung unendlich nahe dem Coordinatenanfangs- 
punkte, so würden im Verlaufe der Zeit in der That alle möglichen mit der 
einzigen Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren Werthecombinationen 


d 
von z, y, z und = durchlaufen. 


Wir wollen sogleich den allgemeinsten Fall betrachten, indem wir 
annehmen, dass & Integrale der Bewegungsgleichung unendlich vieldeutig 
werden. Nach Elimination von {—7 bleiben dann nur mehr 2b—k—1 Inte- 
gralgleichungen, welche nicht unendlich vieldeutig sind, und die Variablen 
können im Verlaufe der Zeit alle möglichen, mit jenen 25 —&—1 Gleichungen 
vereinbaren Werthe durchlaufen. Wir können uns in dieser Weise ein Sysiem 
denken, in welchem k = 25 —2 ist, in welchem also von den Variablen alle 
möglichen mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren Werthe durch- 
laufen werden. Ein Beispiel dafür gab die durch den eben besprochenen 
unendlich dünnen Cylinder gestórte Lissajoussche oder Centralbewegung. 
Ein noch weit einfacheres bieten alle Bewegungen, sobald b — 1 ist. Einem 
derartigen Systeme würden insoferne dieselben Eigenschaften zukommen, 
welche warme Körper erfahrungsmässig zeigen, dass sein Zustand voll- 
kommen bestimmt wäre, wenn man nebst den äusseren und inneren Kräften 
auch noch die gesammte darin enthaltene Energie kennen würde. Die Wahr- 
scheinlichkeit der verschiedenen Zustände sowie das gesammte Verhalten 
eines derartigen Systems lässt sich nun besonders leicht berechnen. (Vgl. 
meine citirten „Studien“ Abschnitt III und meine Abhandlung „Einige all- 
gemeine Sätze über Würmegleichgewicht' Abschnitt I). Warme Körper 
besitzen aber sogar eine Eigenschaft von noch grösserer Allgemeinheit, indem 
sich auch die verschiedenen Phasen, die ihr Bewegungszustand im Verlaufe 
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der Zeit annimmt, nicht experimentell bemerkbar machen, sondern wegen der 
grossen Anzahl ihrer Atome jedesmal, sobald irgend ein Atom in eine andere 
Zustandsphase tritt, dafiir wieder ein benachbartes die Zustandsphase annimmt, 
welche früher das erstere besass. Daraus folgt zweifellos, dass durch die 
verschiedenen Anfangsbedingungen nur ganz zufällige Verschiedenheiten in 
dem Zustande warmer Körper herbeigeführt werden, während alle wesentlichen 
und beobachtbaren Eigenschaften derselben ausser von den inneren und äusse- 
ren Kräften bloss von dem Gesammtwerth ihrer Energie abhängen. Der prä- 
cise mathematische Ausdruck gerade dieses Umstandes bietet aber Schwierig- 
keiten, und dürfte am besten mittels folgenden Kunstgriffes geschehen. (Vgl. 
hierüber meine bereits citirte Abhandlung „Einige allgem. Sätze über Wärme- 
gleichgewicht I. Abschnitt; Maxwells citirte Abhandlung pag. 549.) 

Statt eines einzigen Systems fingiren wir unendlich viele, vollkommen 
gleich beschaffene Systeme, in deren jedem auch gleich viel Energie ent- 
halten ist, die aber im Uebrigen alle möglichen Anfangszustände besitzen. 
Alle sollen dieselbe Energievermehrung erfahren, und für alle sollen sich 
auch die äusseren Bedingungen in derselben Weise verändern. Alle Eigen- 
schaften, welche von den zufälligen Anfangsbedingungen unabhängig sind, 
müssen nun auch diesem Inbegriffe von Systemen in gleicher Weise zu- 
kommen. Würde z. B. die Arbeit, welche ein System gegen irgend eine 
Aussenkraft leistet, die mittlere Energie, welche ein Bestandtheil des 
Systems enthält, oder Aehnliches, wesentlich von dem Anfangszustande des 
Systems abhängen, so wäre natürlich auch der Mittelwerth dieser Grössen 
für den Inbegriff von Systemen nicht gleich dem Werthe derselben für ein 
einzelnes System. Wenn aber die Werthe dieser Grössen vom Anfangs- 
zustande nicht in merklicher Weise abhängen, so wird dieser Mittelwerth 
gleich sein müssen dem Werthe derselben Grösse für jedes einzelne System. 
Es ist also durchaus nicht nothwendig, dass wir die Werthe dieser Grössen 
für jedes einzelne bestimmten Anfangsbedingungen unterworfene System be- 
rechnen, sondern es genügt, ihre Mittelwerthe für den ganzen Inbegriff von 
Systemen zu berechnen. Diese Rechnung wird noch dadurch erleichtert, 
dass es unserer freien Wahl anheimgestellt ist, wie wir den Inbegriff bilden 
wollen, d. h., wenn N die Zahl der Systeme überhaupt, dN die Zahl der- 
jenigen Systeme ist, für welche die Anfangszustände zwischen gewissen un- 
endlich nahen Grenzen liegen, so kann dN eine ganz willkürliche Function 
der die Anfangszustände bestimmenden Variablen enthalten. Bei passender 
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Wahl dieser Function können wir es nun ermöglichen, dass für den Inbe- 
griff von Systemen Gleichungen von derselben Einfachheit gelten, wie für 
ein System, das für sich allein alle möglichen, mit der Gleichung der 
lebendigen Kraft vereinbaren Zustände durchläuf. Da wir nun nachge- 
wiesen haben, dass die Werthe derjenigen Grössen, welche von den An- 
fangsbedingungen unabhängig sind, für jedes einzelne System gleich dem 
Mittelwerthe derselben Grössen für einen beliebig gebildeten Inbegriff von 
Systemen sind, so genügt es, die Mittelwerthe derartiger Grössen für den- 
jenigen Inbegriff zu bestimmen, für welchen die Rechnung möglichst ein- 
fach wird. Wir wollen nun zunächst eine derartige Wahl treffen. - 

Wir denken uns also nicht ein einziges, sondern unendlich viele (N) 
gleich beschaffene Systeme gegeben. Im Uebrigen befolgen wir genau die von 
Herrn e. Helmholis *) angegebene Methode, durch welche in alle diese Unter- 
suchungen mit einem Schlage eine bisher ungeahnte Klarheit gebracht wurde. 
Wir theilen die Coordinaten jedes Systems in zwei Klassen: a derselben, 
8,, 8, ... 8, Sollen vollkommen constant sein, solange der Zustand des 
Systems unveründerlich ist, und sollen sich beim Uebergang in einen ande- 
ren Zustand nur äusserst langsam verändern. Diese Coordinaten sollen auch 
immer für alle N Systeme genau dieselben Werthe haben, und ihre Werthe 
für alle N Systeme genau in derselben Weise verändern. Sie charakteri- 
siren das, was man in der Wärmelehre als die äusseren Bedingungen zu 
bezeichnen pflegt, unter denen sich der warme Körper befindet. Die Wärme- 
bewegung dagegen soll durch rasche Veränderung der zweiten Klasse der Co- 
ordinaten p,, p;, ... p, dargestellt werden. Die Differentialgleichungen, welche 
die Veränderung dieser Coordinaten bestimmen, sollen ebenfalls für alle 
N Systeme genau dieselben sein. Alle Kräfte, welche die Werthe der rasch 
veränderlichen Grössen zu verändern streben, sollen innere Kräfte des Sy- 
stems heissen. Diejenigen dagegen, welche nur auf die langsam veränder- 
lichen Coordinaten wirken, sollen äussere Kräfte heissen. Die Anfangs- 
werthe der rasch veränderlichen Coordinaten sollen für die verschiedenen 
Systeme die verschiedensten sein; jener für die Rechnung besonders bequeme 
Inbegriff ist nun dadurch charakterisirt, dass die Anzahl derjenigen Systeme, 
für welche die Anfangswerthe der Coordinaten zwischen den Grenzen 


(1) p, und p,+dp, p, und pt-dp, ... p, und p,tdp, 


*) Sitzber. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin 6. März und 27. März 1884. 
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schen Kräfte) constant erhalten werden, deren Aenderung aber eine räum- 
liche Positionsänderung gewisser Theile des Systems darstellt. Diese s 
werden nebst den rasch veränderlichen Coordinaten auch in den Coeffi- 
cienten u enthalten sein können. Um Missverständnissen vorzubeugen, be- 
merke ich, dass ich die Helmholtzsche Annahme, dass V die rasch veränder- 
lichen Coordinaten nicht enthalte, niemals mache, welche Annahme bei 
mir durch die Betrachtung eines Inbegriffes sehr vieler Systeme ersetzt 
wird. Da die Zahl der Systeme, für welche die Coordinaten und Momente 
zwischen den Grenzen (1.) und (2.) liegen, stationär bleibt, so lange sich 
E und die s nicht ändern, so ist sie auch immer durch die Formel (1.) 
bestimmt. Die Zahl der Systeme, für welche bloss die Coordinaten zwischen 
den Grenzen (1.) eingeschlossen sind, während die Momente beliebige 


Werthe haben, ist 
d .d ..d — 
dp, .dp, ...dp, (f... eH ten 


dN = N.——————À—————Jbh _ 
. pe 





b 
3-1 
(E— V)? . dp,.dp,...dp, 


| ff (E— VI^. dp, dp,...dp, 


(Vgl. Maxwell |. c. pag. 556, Formel 41.) 

Wir müssen nun zur Definition eines der wichtigsten Begriffe, näm- 
lich der beim Uebergange von einem bestimmten Zustande zu einem un- 
endlich wenig variirten von aussen zugeführten Energie übergehen, und 
zwar heisse: J,Q die einem der dR Systeme, dÓQ die den dN Systemen, 
und JQ die allen N Systemen zugeführte Energie. Haben alle Coordinaten 
p und s im variirten Zustande dieselben Werthe wie im ursprünglichen, so 
ist die von aussen zugeführte Energie offenbar gleich dem Zuwachse der 
lebendigen Kraft JZ; denn da keine Positionsänderung stattgefunden hat, 
so muss die gesammte zugeführte Energie die Form von lebendiger Kraft 
angenommen haben. Haben dagegen im variirten Zustande auch die Werthe 
der Coordinaten sich verändert, so würde auch ohne äussere Zufuhr von 
Energie die lebendige Kraft um die bei jener Coordinatenveründerung ge- 
wonnene Arbeit JA zugenommen haben. Der gesammte Zuwachs der 
lebendigen Kraft JZ ist daher gleich der von Aussen zugeführten leben- 
digen Kraft d,Q mehr der durch Arbeitsleistung gewonnenen dA. Man 
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hat somit 

(6) 0.0 = 01-04. 
Nach Gleichung (4.) ist DL — 0(E—V). Um 0A zu bestimmen, wollen wir 
die Variation immer so bewerkstelligen, dass wir die rasch veründerlichen 
Coordinaten p als nicht der Variation fühig betrachten, d. h. wir wollen 
mit dem ursprünglichen Zustande eines Systems immer den variirten Zu- 
stand eines solchen Systems vergleichen, für welches die rasch veründer- 
lichen Coordinaten genau dieselben Werthe haben. Wenn die s keine 
wahren Coordinaten, sondern bloss in der Kraftfunction V vorkommende 
Parameter sind, so wird mit jedem variirten Zustande ein solcher unvariir- 
ter verglichen, in welchem sämmtliche Coordinaten dieselben Werthe 
haben. Es ist daher d A — 0 und die jedem Systeme zugeführte Energie 
hat den Werth 

0,0 = 0L = O(E—V). 
Da diese Grósse für alle dN Systeme denselben Werth besitzt, so ist 
d0Q = dN.O(E—V) und die allen Systemen N zugeführte Energie ist 


= fdN.)(E—V). 

Sind dagegen unter den s auch wahre Coordinaten vorhanden, welche 
die räumliche Lage von Systemtheilen bestimmen, und daher auch in den 
Coefficienten « vorkommen, so haben im variirten Zustande zwar die Coor- 
dinaten p dieselben Werthe, wie in dem damit verglichenen unvariirten, 
nicht aber die Coordinaten s. Durch Veränderung der letzten Coordinaten 
wird also Arbeit geleistet, welche aus zwei Theilen besteht: 1) diejenige, 
welche von den durch die Kraftfunction V definirten Kräften geleistet wird; 
der durch sie bewirkte Zuwachs der lebendigen Kraft des Systems ist 

yo oV Js 
z ETS b 
und 2) diejenige, welche von den Lagrangeschen Krüften geleistet wird, 
welche die Constanterhaltung der Coordinaten s besorgen. Letztere Arbeit 
liefert die lebendige ipd 
= at u 3 E^ +2 +. 7^) de, 
da die Lagrangesche Kraft welche dem Wachsthum des s, entgegenwirkt, 


den Werth — oe on besitzt. Der gesammte Werth von JA ist daher 
k 


k=ah=b 2 -) Ash 2 
» » qs | CHA J » gi J 
. . 8 I — 9 a 
k=1h=1 2 Os; a h=1 2 oa 
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wenn d den gesammten Zuwachs bedeutet, welcher bei constant gehaltenen 
p durch die langsame Veränderung der s und des E entstehen. Daher ist 


0,0 =0(E—V)-0A= KE-N- Z 4. du, 


Wollen wir hieraus d0Q bestimmen, so haben wir mit dem durch Gleichung 
(3.) gegebenen Werthe von dR zu multiplieiren, und bezüglich der g über 
alle möglichen Werthe zu integriren. Dabei ist zu bedenken, dass E—V 
nicht Function der q ist, ferner dass 


fan 4 fff... gh. dq,-dq,... dg, 2 dqu-i 


Sf: ^f. dq,.dq,...d Thi e ro 


nichts anderes ist als der Mittelwerth von © igh 





, welcher für alle g derselbe, 





V ist. (Vgl. Maxwell l.c. p. 558 Formel 52). Es ist daher 
dog = aN.[KE-N- (E- x ep]. 


h=1 Ma 


Die dem Inbegriffe aller Systeme zugeführte Energie ist daher 


und gleich — 








x LL [E8078 MEN op, apy p, 








JQ = — h=1 Mh Yu, 4. Ho 
E—V)? 
I: an dp,.dp,...dps 
Ya. Ay o 
E—V 
sf f... ( un "id dp,... 
2. TE D Meet 


(E— V. yy 

Jf, "f... Var. ——- dp,.dp,...dp, 

Eine etwaige Variation der Grenzen erzeugt keine Variation des bestimm- 
ten Integrales, da die Function unter dem Integralzeichen an den Grenzen, 
wo diese tiberhaupt der Variation fähig sind, verschwindet. Wenn gewisse 
Variable, wie Winkel nach Wachsthum um 2z, in sich zurücklaufen, so 
existirt eine Variation der Grenzen eigentlich nicht oder man kann sagen, 
dass die durch Variation der obern und untern Grenze entstehenden Glieder 


sich tilgen. Da die lebendige Kraft aller N Systeme zusammengenommen 
den Werth besitzt 
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N-- (E— Er ————dp,.dp,...dp, 
N-—— at LÁ 





Vh, t... 


Jf. 0 — dp,.dp,...dp, 


so kann man auch schreiben 


Jl = 9 lognat Jf, Ff... — u dp,.dp....dp,, 


womit die zu beweisende Formel in ihrer vollen Allgemeinheit erwiesen ist. 
Bewegt sich eines der Systeme während der sehr langen Zeit t, und ist dt 
derjenige Bruchtheil der Zeit ¢, während dessen die Coordinaten zwischen 
den Grenzen (1.) liegen, so ist 











E—V» — 
(E y - dp, dp,.. . dp, 
dt = t. Vu. Hae £5 
—1 
" (E—V) 
NEE as asap 
Vi Hs «s 


Hüngt also alles von einer einzigen Variabeln p ab, welche nach einer 
endlichen Zeit ¢ (der Sehwingungsdauer) wieder denselben Werth annimmt, 
so wird 


= (PP jo= 
-f EVE Tr” 00 = 2TÓlog nat(T.t). 


Zur Versinnlichung können zwei in den langsam veränderlichen 
Distanzen r und e von zwei fixen Centren mit den ebenfalls langsam ver- 
änderlichen Winkelgeschwindigkeiten w und w sich im Kreise bewegende 
Massen m und u dienen. Hier ist r=s, op — $, & =p, 0 =p, Es müssen 
N Punktepaare vorhanden sein, in denen alle möglichen Werthepaare von 
w und w vertreten sind, für welche 

mw | new 
2 2 
den geforderten Werth E der Gesammtenergie hat. Natiirlich ist jedoch in 
diesem Beispiele die Bedingung nicht erfüllt, dass die Eigenschaften jedes 
einzelnen Punktepaars von den Anfangsbedingungen desselben unabhängig 
sind, weshalb der bewiesene Satz hier bloss für die auf alle Punktepaare 
bezüglichen Mittelwerthe, nicht für die auf ein einziges Punktepaar bezüg- 


lichen Werthe gilt. 
Graz, September 1885. 
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Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der 
kleinsten Wirkung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes in diesem Bande Seite 137.) 
(Von Herrn H. von Helmholtz.) 


§ 9. 
Verallgemeinerung von Hamiltons Differentialgleichung. 


Hoamiton hat die von ihm unter etwas engeren Voraussetzungen 
gebildete Function 2 


o = / (F—L).dt, 


als Function der Zeit é=¢—é, und der Werthe der Coordinaten zu den 
Zeiten ¢, und ¢, darzustellen gelehrt. Wir wollen die Coordinaten und 
Bewegungsmomente für die Zeit /, mit p, und s,, für die Zeit 4, mit p, und 
8, bezeichnen. Vorausgesetzt ist, dass während der Zeit (¢,—¢,) die Aende- 
rungen der p, nach den Bewegungsgesetzen erfolgen. Dann lässt sich 
offenbar der Werth des mit d bezeichneten Integrals als Function der p,, 
p, und des ¢ berechnen, und für diese Art der Darstellung haben wir: 


_— — = —8 
Op, 1 





laps = 3» 





ST LE 
oder: 
(10) dd = E.dt — Z|s,.dp.]-- Z[8,.dy,]. 
Diese ganze Umformung lässt sich auch für die in $ 1 gemachten erweiter- 
ten Annahmen durchführen. *) Für den hier vorliegenden Zweck genügt 


*) Wie schon C. G. J. Jacobi in seinen Vorlesungen über Dynamik bemerkt hat. 
XIX. Vorlesung. 
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es dies unter der Annahme zu thun, dass die P, =0 seien. Uebrigens 
möge die Function H eine beliebige Function der p, und g, sein, wenn sie 
nur die oben erörterten Stetigkeitsbedingungen erfüllt. 

Die ersten beiden Systeme von Gleichungen (10.) ergeben sich be- 
kanntlich bei der Ausführung der partiellen Integrationen, durch die man 
bei der Variation von 2 die dq, in Op, überführt. Der in der dritten der 


od 
PE für 


ungeänderte Werthe der p, und p,, ergiebt sich, wenn wir die bei der Fort- 
setzung einer wirklichen Bewegung eintretende Aenderung des Werthes von 
d suchen für eine Verlängerung der Zeit um di. Dabei wächst p, um 
g..dt, und andererseits zeigt Gleichung (1°.), dass die genannte Variation 
von ® gleich dem Endwerthe von H.dt ist. Also: 


Gleichungen (10.) vorkommende Differentialquotient nach der Zeit 


H.dt = + aa, 


oder nach den ersten Gleichungen (10.) und (4.): 


ob 
à cB 


Aus den Gleichungen (10.) folgen nun folgende Beziehungen zwischen 
den Grössen s, 8, E, wenn dieselben als Functionen der p,, p, und des ¢ 
dargestellt sind: 














(10° op = “Ops? 
O94 _ Ode 
CDs Opa ’ 
| OE CS, 
. Opa ot ? 
Qo) | & _ 08, 
OP: ol 


Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, ist: 
(10°) E.dt—JS[s,.dp,|+ = [%..dp,] = dé 
das vollständige Differential einer Function der p, p, und des t. 


Uebrigens sind die in der Differentialgleichung (10°) vorkommenden 
Grössen E, s, und à, wenn sie der Energie und den Bewegungsmomenten 


H. von Helmholiz, über das Princip der kleinsten Wirkung. 215 


bei einer ohne Eingriff äusserer Kräfte möglichen Bewegung des Systems 
entsprechen sollen, nicht ganz unabhängig von einander. Die Bewegungs- 
gleichungen des Systems würden nämlich, wie Hamillon schon gezeigt, 
durch das System der Gleichungen: 
(10°) 8, = Const. 
dargestellt werden können. Da die 8, Functionen der p,, des ¢ und der 
p, sind, so werden hieraus im Allgemeinen die p, als Functionen der Zeit 
und der die Integrationsconstanten vertretenden p, und 8, bestimmt werden 
können, wodurch die Lage des Systems für jeden späteren Augenblick 
gegeben ist Wenn man nun bei einem conservativen System die so ge- 
wonnenen Werthe der p, in den Werth des E einsetzt, so würde dieses 
sich in eine Function der p, und 2, verwandeln, welche aber dann nicht 
mehr abhüngig von der Zeit sein dürfte. Wenn wir zurückgehen auf die 
Gleichungen (10.), so heisst dies, dass: 
(107) = Foo ge 
; | ot (va. s. ) 
oder dass für die Function d eine Differentialgleichung erster Ordnung be- 
stehen muss zwischen ihren Differentialquotienten ra und i deren Coef- 
ficienten nur von den y, abhängen. | 
Ebenso können wir aber auch den Weg des Systems von einer be- 
stimmten Endlage rückwärts verfolgen, wobei wir die Werthe der p, und 
s, als constant zu behandeln haben. Dann ergeben die Gleichungen: 


8, = Const. 


die Grössen p, als Functionen des / und der festen Werthe der s, und p,. 
Diese Werthe der p,, eingesetzt in die Function E, ergeben diese als Func- 
tion der s, und p,, aus welcher das ¢ verschwunden sein muss. Daraus 
folgt, dass es für die Function @ eine zweite Differentialgleichung geben muss: 


0B _e 
aw) Kar = € ae 


zwischen den Differentialquotienten Er und r2 deren Coefficienten nur 


von den p, abhüngen. 

Diese beiden Differentialgleichungen für die Function ® haben bei 
Hamilton eine bestimmtere Gestalt, da er die beiden Bestandtheile des elek- 
trokinetischen Potentials und zwar in der alten engeren Form von vorn- 

28* 
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herein als gegeben betrachtet, während wir bier nur den allgemeinsten 
Charakter derjenigen Bewegungen suchen, die gleichzeitig dem Princip von 
der Erhaltung der Energie und dem der kleinsten Wirkung entsprechen. 

Dazu kommt ferner, dass jedes Paar zusammengehöriger s, und 3, 
Werthe derselben Function zu Anfang und Ende der Zeit £ sein sollen. 
Wenn wir also die Differentialgleichung (10%) auf sehr kleine Zeiten £ an- 
wenden, werden bei wirklichen Bewegungen die Grössen: 


(10) BP = q..t 
zu setzen sein, und diese g, sich dem Werthe der Geschwindigkeit um so mehr 
nähern, je kleiner ¢ ist. Ebenso wird sich aber dann auch der Unterschied 
(s,—8,) mit abnehmendem / der Null nähern müssen. Wenn die Differen- 
tialgleichung (10°) und diese Nebenbedingungen erfüllt sind, folgt, dass auch 
das Variationsproblem erfüllt sei. 

Zu dem Ende braucht man nur die p, constant zu lassen, und die 
p, so zu verändern, wie sie sich beim ungestörten Ablauf der Bewegung 
während des Zeittheilchens dt verändern, also: 
dp, = 0 und dp, = q,.dt. 

Dies ergiebt nach (107): 

dm = |E—-X[s,.q.]| .dt 
oder: 


(10) 9 = / dt.|E—Z[s...]], 


wo unter dem Integralzeichen für E, s, und q, die zur Zeit ¢ nach Anfang 
der entsprechenden Bewegung wirklich eingetretenen Werthe zu nehmen 
sind. Dies ist die frühere Darstellung der Function 2. Und dass dieser 
Werth von 2, für den wirklich zurückgelegten Weg des Systems berechnet, 
der Minimalbedingung genügen müsse, ergiebt die Differentialgleichung (10%). 
Wenn wir nämlich den Weg des Systems aus der durch den Index O be- 
zeichneten Lage in die mit 2 bezeichnete durch eine mittlere variirbare 
Lage, die wir mit 1 bezeichnen, getheilt denken, so ist nach (10'.): 
d, . = 6 o1 455. 
Wenn wir nun die Coordinaten der mittleren Lage variiren, so wird nach (10%.): 
00, , = —00,, = — Z [s..0p.], 
folglieh: 
Bi: = 0. 
Dies lässt sich, wie leicht zu sehen, auf beliebige Zertheilung des Weges 
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in beliebig viele Stücke tibertragen, und es ergiebt sich daraus, dass das 
Integral 4, nicht variirt, wenn irgend welche kleine Aenderungen der 
Zwischenlagen vorgenommen werden. 

Der Minimalsatz hängt an der Erfüllung der Differentialgleichung 
(107), wie diese an jenem, für die erweiterte Form des H ebenso gut, wie 
für die ursprüngliche engere, von welcher Lagrange und Hamilton ausge- 
gangen sind. 

Die in diesem Paragraphen besprochenen Bedingungen, welche 
zwischen den in dem Differentiale (10%) vorkommenden Grössen bestehen, 
reduciren sich auf eine Gleichung, die E als Function der p, und s, giebt, 
wenn man C. G. J. Jacobis *) Umformung benutzt. 


§ 6. 


Reciprocität der rechtläufigen und rückläufigen Bewegung. 


Umkehrbar nenne ich die Bewegung des Systems; wenn die Reihe 
der Lagen, die es bei rechtläufiger Bewegung durchgemacht hat, auch rück- 
würts durchlaufen werden kann ohne Eingriff anderer Krüfte und mit den- 
selben Zwischenzeiten für jedes Paar gleicher Lagen. Die Umkehr ist 
möglich, wenn der Werth des kinetischen Potentials durch Wechsel des 
Vorzeichens aller g, nicht geändert wird. Kommen aber darin Producte 
und Potenzen der g, von ungeradzahligem Grade vor, wie es z. B. bei der 
Einmischung verborgener Bewegungen ($ 1.) geschieht, so ist die Bewegung 
umkehrbar, nur wenn es mechanisch möglich ist auch einen Theil der Con- 
stanten (die Geschwindigkeiten verborgener Bewegung) negativ zu machen, 
so dass die Grösse H bei gleichzeitiger Negativsetzung dieser Constanten 
und sämmtlicher g, ihren Werth nicht ändert. Es ergiebt sich dies leicht 
aus der Betrachtung der Bewegungsgleichungen (1°), wenn man berück- 
sichtigt, dass auch das dt entgegengesetztes Vorzeichen bei der Umkehr 
annehmen muss. 

Gesetz der Reciprocitat. 

In meinen akustischen Untersuchungen **) habe ich ein Gesetz der 
Reciprocitit nachgewiesen, welches ich in meinen Vorlesungen leicht auf 
kleine Schwingungen eines beliebigen, um eine stabile Gleichgewichtslage 


*) Jacobi I. e. XX. Vorlesung. 
**) Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit offenen Enden. Dieses Jour- 
nal Bd. 57, S. 27—30. 
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oscillirenden mechanischen Systems auszudehnen pflegte. Es ist aber noch 
allgemeiner und gilt für jedes bewegte System, welches dem Gesetze der 
kleinsten Wirkung unterworfen ist und umkehrbare Bewegungen hat. 

Die ursprüngliche Bewegung A werde abgeändert dadurch, dass man 
zur Zeit t, sämmtliche Anfangslagen ungeändert lässt, aber eines der Bewegungs- 
momenle 3, um dà, vermehrt. Dadurch möge die Coordinate p, zur Zeit t, 
um dp, wachsen. Wenn man dann in der umgekehrten Bewegung, während 
sie durch die Werthe p, der Coordinaten hindurchgeht, das Bewegungsmoment 
8, um ebensoviel ändert, wie vorher 8,. so wird nach der Zeit t= t,—t, die 
Coordinate p, um ebenso viel geändert sein, wie vorher p.. 

Wir haben, da alle dt und dp, — O sein sollen: 

08, 
(11.) dà = =[ 5) dpi |. 
Von diesen soll nur das dà, von Null verschieden sein. Wir wollen zur 
kürzeren Bezeichnung schreiben: . 
(117) 6,, = a 


Die Grössen o,, sind nach (10*) dieselben, wie die o,,. Mit Di) 
bezeichnen wir die Determinante der Grössen o,,. Wenn diese nicht iden- 
tisch gleich Null ist, haben wir nach Gleichungen (11.) unter der gemachten 
Einschränkung: AlorD 

0 o 
(11°.) dp, = D» 

Wenn wir dagegen verlangen, dass alle dp, — 0, und ebenso mit 

Ausnahme des ds, alle ds, — 0, so erhalten wir mit Berücksichtigung von 


(11".) für die rechtläufige Bewegung die entsprechende Gleichung: 


_ Clog D. 
dp, = 30, 2) ds.. 


Für die rückläufige Bewegung kehren sich die Vorzeichen der Bewegungs- 
momente und also auch der o,, um; für diese wird also: 


(117) dp = Clg Dey |. 


001, 
Aus der Verbindung der Gleichungen (11”.) und (11°.) folgt: 
dp, . d$, — dp, . ds, 
wodurch das oben ausgesprochene Gesetz erwiesen ist. 


Was den Ausnahmefall betrifft, wo die Determinante D,,, identisch 
gleich Null ist, so würden in diesem Falle die dp, nicht nothwendig gleich 


=. d3.. 
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Null sein, wenn auch alle d$, ohne Ausnahme gleich Null wären. Da 
nun die Bewegung des Systems vollständig bestimmt sein müsste, und so- 
mit auch die Werthe der p, nach Ablauf der Zeit ¢ unzweideutig bestimmt 
wären, wenn zu Anfang der Zeit ¢ die Anfangslagen p, und Anfangs- 
geschwindigkeiten gegeben wären: so würde dieser Ausnahmefall nur ein- 
treten können, wenn die g, durch die Werthe der 8, nicht vollständig 
bestimmt sind, was wir durch die Schlussbemerkungen von $ 1 ausge- 
schlossen haben. Es ist also nicht nöthig diesen Ausnahmefall in Betracht 
zu ziehen. 

Die hier vorausgesetzte plötzliche Aenderungen in dem Werthe der 8, 
und s,, bei denen die Coordinaten selbst keine Aenderungen ihrer Werthe 
erleiden sollen, wären mechanisch hervorzubringen, dadurch dass man Kräfte 
P, während sehr kurzer Zeit, aber entsprechend kräftig einwirken liesse. 
Dabei können die verschiedenen ansteigenden Grade der Geschwindigkeit 
durchlaufen werden, ohne dass auch die grösste erreichte Geschwindigkeit 
Zeit genug hätte die Lage merklich zu ändern. Für eine solche Annahme 
folgt aus Gleichung (1.): 


— [P,.dt — 8, — 8, 


Da P, in der dort gebrauchten Bezeiehnungsweise die von dem bewegten 
System nach aussen geübte Kraft bezeichnet, so ist (—P,) die entgegen- 
stehende üussere Kraft, welche zur Hervorbringung der verlangten Be- 
wegungsünderung erforderlich ist. 

Wir wollen eine solche Krafteinwirkung nach dem Vorgange von 
Sir W. Thomson als Stoss in der Richtung der Coordinate p, bezeichnen. 
Dabei ist zu bemerken, dass im Allgemeinen die Kräfte P, Aggregate von 
Kraftcomponenten sind, die auf verschiedene Theile des Systems einwirken, 
und nur so vertheilt sind, dass das Aggregat von Kräften P, bei keiner 
Veränderung der übrigen Coordinaten Arbeit verrichtet, ausser bei einer 
Aenderung von p,. Da wir ferner eine rechtläufige und eine rückläufige 
Bewegung zu unterscheiden haben, so wird es zweckmässig sein für die 
rechtläufige Bewegung solche Werthe der dà, welche das rechtläufige Mo- 
ment 8, vergrössern, und Verschiebungen dp,, welche den Abstand (p,—p,) 
vergrössern, als positiv zu betrachten, dagegen für die rückläufige Bewegung 
auch negative Werthe der ds,, welche das rückläufige Moment (—s,) ver- 
grössern, und negative Verschiebungen (— dp,), welche den Abstand (p,—p,) 
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vergrössern, als gleichwerthig den positiven Aenderungen dà, und dp, bei 
der rechtläufigen Bewegung zu behandeln. 

Dann lässt sich das Reciprocitätsgesetz so aussprechen: 

Wenn ein Stoss, der nur das Moment 3, in der Anfangslage der recht- 
láufigen Bewegung um dà, vergrössert, nach der Zeit t die Coordinate der 
Endlage p, um dp, vergréssert hat, so wird ein gleichwerthiger rücklüufiger 
Stoss, der das rückläufige Moment (—s,) in der früheren Endlage um gleich 
viel vergrössert, nach der Zeit t die gleichwerthige rückläufige Aenderung der 
Coordinate p, hervorbringen. 


§ 7. 


Die Bewegungsmomente statt der Geschwindigkeiten als unabhängige Variable eingeführt. 

Die Differentialgleichung (107) giebt mannigfache Gelegenheit zur 
Transformation der Werthe durch Wahl anderer unabhüngiger Variablen, 
welche schon von Hamilton *) theilweis benutzt sind. Da er aber dabei 
vorausgesetzt hat, dass die lebendige Kraft eine homogene Function zweiten 
Grades der Geschwindigkeiten sei, so erlaube ich mir noch hier für die 
allgemeinere Form des Problems diejenige dieser Umformungen durchzu- 
führen, bei welcher die Mitwirkung üusserer veränderlicher Kräfte nicht aus- 
geschlossen zu werden braucht. Diese wird gewonnen dadurch, dass man 
die Geschwindigkeiten g, im Werthe von H, beziehlich E durch die Be- 
wegungsmomente s, ersetzt. 

Das kinetische Potential A hatten wir als Function der p, und gq, 
betrachtet. Demnach ist: 


(19) dH = sf 4p] 
Wir hatten bezeichnet: 


Daraus folgt: 
aja OH 
(12%) dB = d{H+ 50,.q)) = S [5 —ap.t- qe ts. 


e e ee Os, e e. . e. ee e 
Wenn die Determinante der Grissen e nicht gleich Nuil ist, kónnen wir 
b 


die p, und s, als Variable statt der p, und g, einführen, und es ergiebt sich 


—— — ——— 


*) Philosoph. Transact. 1835. P. I, p. 988—100. — S. auch Jacobi 1. c. Vorl. XIX. 
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aus (12^): on OE 
OP: — Op, ! 
_ dp, _ OE 
qo 7 Os, 


Hierin ist H für die partiellen Differentiationen als Function der p, und g,, 
E aber als Function der p, und s, vorausgesetzt. 
Daraus ergiebt sich der in (1°.) gegebene Werth der Kraft: 


OE ds 
P = -— 05 
‘ Op; dt ? 
b 
A) |, — ok 
dt — Os" 
u OE 
1%) H= E- S| A] 


Das entsprechende Variationsproblem erhält etwas andere Form als bei 
Hamilton: 


a) w= "ar |E4 X [p.(P.-- 5:)]]. 


Hierin werde P, als Function der Zeit allein angesehen, E als Function 
der p, und s. Man variire die p, und s, unabhängig von einander, und 
verlange, dass an den Grenzen der Zeit die às, — 0 seien. Dann giebt ohne 
andere Hülfsgleiehungen die Bedingung: 

OF = 0 
die beiden Systeme der Bewegungsgleichungen (12°.). 

Bei dieser Darstellungsweise brauchen wir allerdings die kinetische 
Energie gar nicht zu kennen, aber wir müssen die Grössen s, kennen, die 
wir aus den g, für die allgemeinere Form des E nur mittels des H her- 
leiten können. 

Die entsprechende Form der Differentialgleichung (10*.) für den Fall, 
dass die P gleich Null sind, ergiebt sich, wenn wir zu jener Gleichung: 
(10°) db = E.dt— &(s,.dp,)+=(8,.dp,) 

beiderseits addiren: 
d|X(s,. p.) — =(8,-),)}. 
Dies giebt: 


[di9-- Z(s.p.]- Z(8.9.]] = E.dt+2(p,.ds,]—2[p,.d8,] 
= dV. 


Sind also E, die p, und p, als Functionen der Zeit ¢ und der s, und à, 
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dargestellt, so ist: 











Ps _ Op 
OS, OS, ’ 
OP _ Ops 
08 Où ? 
os Op; Ope 
(12/.) S8. au 
OE Opa 
Os ob? 
OE OP: 
08, ob. 


Das mittlere von diesen Gleichungssystemen lässt sich wieder wie (10°.) 
verwenden, um ein zweites Reciprocilätsgesets zu bilden, wobei zu Anfang 
der Zeit ¢ eine Verschiebung dp, ausgeführt wird, während alle andern p, 
und sämmtliche 8, unverändert bleiben; nach Ablauf der Zeit ¢ sei dadurch 
8, geändert um ds. Dann werde bei der rückgüngigen Bewegung nur p, 


geändert um dp., und es ändere sich nach Ablauf der Zeit t das Moment 
à, um 08. Dann ist wieder: 


(127) dp,:ds, = dp, : 03, 
vorausgesetzt, dass die Determinante der Gleichungen: 
_ yf 99. 
Op, = = [ae a) 


nicht gleich Null sei. Wenn sie es ist, sind die beiden Lagen reciproke 
Foci der Bewegung. 


Berlin, April 1886. 
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Beweis, dass alle Invarianten und Covarianten eines 
Systems binärer Formen ganze Functionen einer end- 
lichen Anzahl von Gebilden dieser Art sind. 


(Vou Herrn F. Mertens in Graz.) 


ee ee — — — — 


In dem Folgenden soll für den zuerst von Herrn Gordan *) be- 
wiesenen Satz, dass jede binüre Form und jedes System solcher Formen 
einen geschlossenen Bestand von Invarianten und Covarianten besitzt, durch 
welche sich alle Gebilde derselben Art in ganzer Weise ausdrücken lassen, 
ein auf anderer Grundlage ruhender Beweis gegeben werden. 


l. 


Es sei £ ein aus einer binüren Form der Veründerlichen z,, x, oder 
auch mehreren solchen Formen bestehendes System, welches die Form nten 
Grades f enthält, und 8’ das System, welches aus £ hervorgeht, wenn f 
durch eine Form (»-+1)ten Grades g ersetzt wird. Ich werde dann den frag- 
lichen Satz unter der Annahme, dass derselbe für das System £ bereits 
feststeht, für das System £' beweisen. Ich nehme also an, dass für die in 
f$ enthaltenen Formen eine endliche Anzahl invarianter Gebilde 

(1) HM,M,... N,N,... 
angegeben werden kann, durch welche alle Invarianten und Covarianten 
der nämlichen Formen in ganzer Weise darstellbar sind; M, M', ... be- 
zeichnen Invarianten, N,, N,, ... Covarianten. Von der Forderung, dass 
diese Gebilde zu dem genannten Zwecke auch wirklich alle nothwendig 
sind, oder dass keines derselben auf eine ganze Verbindung der übrigen 


ara pom M MH — —— —— — 


*) Dieses Journal Bd. 69. Math. Annalen Bd. 2. Clebsch, Theorie der binären 
algebraischen Formen. 


29* 
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zurückführbar sei, sehe ich dabei ab. Es ist dann eine ähnliche Reihe in- 
varianter Gebilde für das System 5' anzugeben. 

Eine Reihe von Invarianten und Covarianten, durch welche sich alle 
invarianten Gebilde eines Formensystems in ganzer Weise ausdrücken lassen, 
soll kurz ein „vollständiger Bestand invarianter Gebilde“ dieses Formensystems 
genannt werden. 


2. 

Zunächst lässt sich, wenn p = p,2,+p.x, eine (nicht in 5 enthaltene) 
lineare Form bezeichnet, ein vollständiger Bestand f$ invarianter Gebilde 
für das System 5, p angeben. Es sind dies *) die Invarianten M, M', .... 
die Form p und die Coefficienten der Ausdrücke 

N(z,—tp, tip),  N'(z,— tps, tip) ... 
welche, von dem entsprechenden Binomialcoefficienten der Gradzahl von N,, 
beziehungsweise N°, ... abgesehen, bei den verschiedenen Potenzen von ¢ 
auftreten. 

Es sei Z irgend ein invariantes Gebilde der in 5 enthaltenen For- 
men und der Form p, welches in Bezug auf z,, x, vom Grade & und in 
Bezug auf p, p, vom Grade » ist, und es sei v» — 0. Ersetzt man in dem- 
selben p,, p, durch z;, —2,, so geht es in eine Covariante der in 9 ent- 
haltenen Formen über und nimmt daher die Gestalt 

(2) GCM, M’,..., N,, N,,...) 
an, wo G eine ganze Function bezeichnet. Wird dann in dem Ausdrucke (2.) 
(ur D QUED gp 


x, durch r,—¢p,, x, durch c, (p, ersetzt und unter >, 
das Gesammtglied mit /" des Resultats verstanden, so ist G, eine ganze Func- 
tion der in B enthaltenen Ausdrücke und geht für p, = zr, p.= —z, in den 
Ausdruck (2.) über. Die Differenz 4 — G, verschwindet daher identisch, wenn 
man p,-— c p,- —a, setzt, und da sie sowohl in Bezug auf p,, p, als auch 
z,, 2, homogen ist, so ist sie durch p algebraisch theilbar. Setzt man dem- 
gemäss J—G, = p .4,, 80 ist 4, wiederum ein invariantes Gebilde der in £ ent- 
haltenen Formen und der Form p. Enthält der Ausdruck 4, noch p,, p,, 80 
lässt sich auf denselben das nümliche Verfahren wie aut 7 anwenden, und 
man erhält 4,—@,=pf,. Fährt man in derselben Weise fort, so ergiebt sich 


JI = G3 Gp. 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der binüren algebraischen Formen, 8 55. 
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Ich werde die in f enthaltenen Ausdrücke mit 


Py, Pa... Pos On On +. Oo, 
die Differenz der Gradzahlen von P, in Bezug auf die Coefficienten von f 
und die von p mit a,, die Differenz der nämlichen Gradzahlen von Q, mit 
— b, bezeichnen und annehmen, dass 


d Gy ... O,, by b, ... b, 
positive Zahlen sind, was sich immer durch eine passende Anordnung der 
Ausdrücke in ® erreichen lässt; unter P,,;, P,,:, ... P, sind diejenigen 
Ausdrücke zu verstehen, für welche G,,,— 3,,,— - — a, — O ist. Es ist 


‚klar, dass » = 1, 0 — 1, o — v, da in ß die invarianten Gebilde 


1, of — of 
h Bs "har P a) 
enthalten sind. 


3. 


Ferner kann dargethan werden, dass sich alle invarianten Gebilde 
der in & enthaltenen Formen und der Form p, welche in Bezug auf die 
Coefficienten der Formen f, p von demselben Grade sind, durch eine end- 
liche Anzahl invarianter Gebilde derselben Art in ganzer Weise darstellen 
lassen. 

Jede Invariante oder Covariante besagter Art zerfüllt nach 2. in 
lauter Glieder von der Form 

G = &P? Pr... Pi OF Qi... Qro, 
wo 3 einen von den Coefficienten aller Formen und den Veränderlichen 
unabhängigen Coefficienten und «,, @, ..., P, Pa» ... ganze nicht negative 
Zahlen bezeichnen, welche der Gleichung 
(3.) 4,0,+4,0,+°+4,a, = b, (31+ b, D, 4+ ++ 6, /3, 
gentigen. 

Fasst man diese Gleichung als eine diophantische mit den Unbe- 

kannten 

(4.) ^c, e, ... a@,, Pr ps ... f. 
auf, so lassen sich alle aus nicht negativen ganzen Zahlen bestehenden 
Lósungen derselben, welche für den hier vorliegenden Zweck allein brauch- 
bar sind, folgendermassen finden. 
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Bezeichnet ¢, den grössten gemeinschaftlichen Theiler von a, und 5,, 
so erhält man eine specielle Lösung der Gleichung (3.), wenn man 
_ b, E a 
e; — da? p. — da 
und alle übrigen Unbekannten — 0 setzt. Solcher Lösungen giebt es vo. 
Dieselben sollen mit 


a Q0 ... Ass 
(5.) b, b, ose b,,0 , 
e; € ... Crag 


bezeichnet werden. Ausser diesen Lösungen kann es noch specielle von: 
der Lösung 0, 0, ... 0 verschiedene Lösungen in endlicher Anzahl geben, 
für welche die Zahl a,c,+4,c,+---+a,a, die Grenze 





S = ab, a,b, Kat a,b, 
5, m lio 
a,b, , a,b, a,b, 
+ b u L., + + Lo 
Moo e. . 
a,b, a,b, a,b, , 
nr” 


nicht übersteigt und welche nicht in eine der Lösungen (5.) und eine Lö- 
sung mit nicht negativen Zahlen zerlegbar sind. Dieselben lassen sich, 
wenn sie vorhanden -sind, immer durch eine endliche Anzahl von Versuchen 
ermitteln, und sollen eintretendenfalls mit 


m [.. . + e Li P 
(6.) | m, M, . 8 Mesos 
bezeichnet werden. 


Dies vorausgeschickt, lassen sich alle Lösungen der Gleichung (3.) 
durch die Formeln 


= aet Db,D-F.-— eed Li+ mute 
€; — dat Dit CE + bit nm, eu T e 


iid Ot Bye BE MN Ls aae 


p. rt eut hobbit, ten 
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darstellen, wenn man den Zahlen a, f3, ... e alle möglichen nicht nega- 
tiven ganzen Werthe ertheilt und die Zahlen À, u, ... entweder alle = 0 
oder eine derselben = 1 und alle anderen = 0 setzt. Um dies zu beweisen 
genügt es einerseits zu bemerken, dass die Lösung 0, 0, ... O0 und jede der 
Lösungen (5.), (6.) in den vorstehenden Formeln enthalten ist, wenn man 
alle Zahlen a, 8, ..., À, u, ... —0 oder eine derselben =1 und alle 
übrigen = 0 setzt, und andererseits darzuthun, dass jede andere Lösung sich 
in Lösungen (5.) und eintretendenfalls in eine der Lösungen (6.) zerlegen 
lässt. Es ist nämlich entweder 

(7) | a,0,+4,0,4+--+4,a, X S 
oder 

(8.) G,0,+4,0,+---+a,a, — S. 
Im ersten Falle genügt eine endliche Anzahl von Versuchen, um die Zer- 
legung zu bewerkstelligen. Im zweiten Falle lässt sich die Lösung in eine 
der Lösungen (5.) und eine Lösung 


(9.  e,90,..4. fh... 
zerlegen, für welche 
Ga + A, 0 +++ - 8,0, « 60,4 0,04 ----- a, .,. 
Denn unter der Annahme (8.) muss wenigstens für zwei bestimmte Stellen- 
zeiger i, k 





i T4 


a " a, ho 


b, B, — * T DP pus ^k 


und daher auch 
>, BE 


sein. Nimmt man dann für c/, ÿ! die Zahlen a+, f,— Ÿ und für die 

übrigen Zahlen o;, ..., /3;, ... die entsprechenden Zahlen der Lösung a, ..., 

Pis --+, 80 hat man die behauptete Zerlegung. Die Lösung (9.) kann, wenn 
0,0,3- a,054- -- -- a,e, > S, 

in derselben Weise zerlegt werden. Fährt man so fort, so gelangt man - 


nach einigen Schritten zur. Zerlegung der ursprünglichen Lösung in eine 
Reihe von Lösungen (5.) und eine Lösung 


Y 


neu. rt 7 CHR UE eee. 


- D ut pee” fee fest Maec 2 ~ a 
A + 4 
- - 
P sd 
P P d - - -— 
P. 
M m T = 
D d 
- — 


3 A _ 
M A eo T7 - | | 
p m A to tt te DUM i". Tan enge 


e: F _ B 
ee u€— 2 ee lier tae Te m deem m à 


-—- 


eu 7 na ir TEA er CTP Br © ones 
a % sr Ga Ten ie Cr cam g Oe de Sc 
return 3 Crit Toa T OL 7-1 tes. sa x“ ap m- 
(at PL PR Dar Dr) fun ts £ eee 2e TI ter farm 2. wur 
D ufo ost te een ns "m 3 0m oes do Sms DC. Im 
forty. Nano n atte zer cm (er foo) 2 0. Xau see Serger. Inter 
4 04, a a a D „-ar—er. | 

war Kerken ae Ce .etterenrea can ‘(ITA De excipeecke ben 
Kap ptits TZ AMO za Boke Vue tlt*a eeu remense 

4 A, RF, A. LM. ... 
m 

4; A, E.... H.L. M. ... 
her do ant mans, A. BH... L. M. ... symmetrache Functionen der 


Mertens, Endlichkeit der Invarianten- Anzahl binärer Formen. 229 


n Elementenpaare 
(Qu qd) (ru fs (En 82); 
O" eine symmetrische Function der #+1 Elementenpaare 


(11) (Pu p) (qu ge. Gay 82) 
und man hat identisch 
(12) O0" = 4ACBi ... HL; Mt... - AT B? ...HT LE Mt... 4+ 
In dieser Identität denke man sich p, p; der Reihe nach mit q, q, mit 
f, f», ... Und zuletzt mit s, s, vertauscht, bezeichne die hierdurch aus 
A,, B,, ... hervorgehenden Resultate beziehungsweise mit A,, B,, ..., As, Bs, ..., 
Axis, Bay +++ und setze noch zur Abkürzung 


A? B$...Li...-- Az B6... L).. te -+ At, , Be... Li, = aß... 
man erhält dann, da O" symmetrisch ist, 
© = MB o ALME. zd Bj ... HDZM..+--, 


O' = 442, BR... LH DUM +3 ‚As BE HILL) ME... + 
und, indem man diese Identitäten zu (12.) addirt, 
1 1 24 
(3) @= waa Pesan. t à T. vest 


Zur Bestimmung der Summen T,, kann man sich entweder der 
Newtonschen Potenzsummenformeln bedienen oder auch direct eine erzeugende 
Function construiren. Es seien f£, 5, ..., £,, u, v, ... beliebige Elemente 
und es werde 





1+Lu+M v+--- pL 1+L,u+M,0+-- 
(1—4,1)(1— B,t,)...(1—H,t) (1— 4 40 — Bj). da) * 
Abe Meet _ 
rd Basta). Ama) © Ÿ 


gesetzt. Die Summen T,,;. erscheinen dann einerseits als Entwickelungs- 
coefficienten von {2 und andererseits lässt sich letzterer Ausdruck auf die 
Form id bringen, wo q und v in lauter ganze und symmetrische Bestand- 
theile zerfallen, welche einzeln in Bezug auf die Elemente jedes der „+1 
Paare (11.) homogen und demzufolge in ganzer Weise durch die Coeffi- 
cienten des Products pq...s darstellbar sind. 2 ist daher eine rationale 
Function von £,, £&, ..., % v, ..., deren Coefficienten ganze Ausdrücke 
X, Y, AM, 
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der Coefficienten von pg...s und der Veründerlichen z,, x, sind. Alle diese 
Ausdrücke sind invariante Gebilde der Formen pg...s und der sonstigen 
Formen, welche in 9 etwa noch ausser f vorkommen, und gehen daher, 
wenn man in denselben die Coefficienten von pq...s durch die entsprechen- 
den von g ersetzt, in invariante Gebilde 


(14) 1, T, I", 
des Systems 5’ über. 

Die Ausdrücke (14.) bilden nun einen vollständigen Bestand invarian- 
ter Gebilde für das System 5'. Da nämlich O° der Identität (13.) zufolge 
als lineare Function von Entwickelungscoefficienten des Ausdrucks (2 dar- 


stellbar ist, so hat man identisch 

O" = G(X,9Vl', ...), 
wo G eine ganze Function bezeichnet, und daher auch, wenn man die Coef- 
ficienten von pg...s durch die von g ersetzt: 


0 = G(I,I...) 


9. 


Zur Vervollständigung des Beweises ist nun noch Folgendes zu be- 
merken. Geht man von einem aus einer linearen Form / bestehenden 
System 5 aus, dessen vollständigen Bestand invarianter Gebilde die Form 
l selbst bildet, so stellt der Beweis die Richtigkeit des Satzes zunächst für eine 
Form zweiten, dann für eine Form dritten Grades u. s. f., überhaupt für eine 
Form f fest. Nach 2. gilt dann der Satz auch für das aus f und einer 
linearen Form bestehende System, woraus dann seine Richtigkeit für f und 
eine quadratische Form u. s. f, überhaupt für ein aus zwei Formen f, f' be- 
stehendes System erschlossen wird. Dann gilt er aber auch wieder für 
zwei Formen f, f und eine lineare Form u. &. w. 


Graz, den 20. Juli 1885. 
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Ueber das Fünfflach und Sechsflach und die damit 
zusammenhängende Kummersche Configuration. 


(Von Herrn H. Schroeter in Breslau.) 


Herr Th. Reye hat im 86. Bande dieses Journals S. 209 eine directe 
synthetische Begründung der Construction gegeben, welche von sechs be- 
liebigen Punkten des Raumes aus zu der merkwürdigen Kummerschen Con- 
figuration der 16 Knotenpunkte und 16 singulären Ebenen einer Kummer- 
schen Fläche vierten Grades führt, wie es Herr H. Weber (dieses Journal 
Bd. 84, S. 349) zuerst angegeben hat. Die Reyesche Begründung stützt 
sich auf die Eigenschaften eines räumlichen Nullsystems und lässt an Ele- 
ganz und Kürze nichts zu wünschen übrig; allein die Construction selbst 
ist so elementarer Natur, dass man erwarten kann, sie auch ohne die Kennt- 
niss der Eigenschaften eines Nullsystems durch die elementaren stereome- 
trischen Hülfsmittel allein abzuleiten. Eine solche in den nachfolgenden 
Blättern gelieferte elementare Herleitung ist vielleicht auch darum nicht 
ohne Interesse, weil sie die vollständige räumliche Configuration in fertiger 
Form hervortreten lässt, ihren in sich dualen Charakter zeigt und auf einige 
Eigenschaften des Fünfflachs und Sechsflachs (sowie der dual gegenüber- 
stehenden Figuren) führt, welche in dieser Form noch nicht ausgesprochen 
zu sein scheinen. 

1. Sind fünf von einander unabhängige Ebenen (d.h. von denen 
nicht drei durch dieselbe Gerade, nicht vier durch denselben Punkt gehen) 
beliebig im Raume gegeben: 


a, ß, Vs d, 6 
und bezeichnen wir die zehn Durchschnittspunkte je dreier derselben: 
(B79) =f, Wea) =; (ay) = Ps (de) = B. (ee) = 95, 
(eye) =O, VER, (680) =0;, (800) — y, (day) =O, 
30* 
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so liegen diese zehn Punkte zu je dreien auf zehn Geraden, nämlich den 
Durchschnittslinien je zweier der fünf Ebenen «ßyde, welche wir als ein- 
faches Fünfflach bezeichnen. Diese zehn Geraden sind folgende: 
POP, POP, PUP, POP, BO Sn} auf je einer 
OP, OP, OB, OP, 050,83) Geraden. 


Wir können nun aus diesen 10 Geraden zwei räumliche Fünfecke bilden, 


nämlich 

(1) BBEPPP und 2) 334225335833, 
und erkennen unmittelbar, dass die Seiten des ersten durch die Ecken des 
zweiten und die Seiten des zweiten durch die Ecken des ersten gehen, also 
die beiden räumlichen Fünfecke (1.) und (2.) einander gleichzeitig ein- und 
umbeschrieben sind. 

Die Figur dieser beiden einander gleichzeitig ein- und umbeschrie- 
benen räumlichen Fünfecke zeigt zwei weitere Eigenschaften, wenn man 
sie entweder von einem beliebigen Punkte © des Raumes aus projicirt 
oder durch eine beliebige Ebene © schneidet. Beginnen wir mit dem Erste- 
ren, so werden die drei Strahlen |OB;|, |OP;|, ||C32,| in einer Ebene liegen, 
und ebenso die drei Strahlen |OS2,], [OP], |OP.| in einer Ebene liegen; 
lassen wir sie in dieser Weise einander entsprechen, so folgt nach bekann- 
ten Principien *) (oder als specieller Fall des Pascalschen Satzes für den 
in ein Ebenenpaar ausgearteten Kegel zweiter Ordnung), dass die drei 
Schnittlinien je zweier Ebenen: 


[OP Bs), PRO = PER) PA] 
[D 38,55], [33 3,]] = (ORPI PES), 
(OBB), EB] = [OBB], PAD] 


in einer Ebene liegen miissen. 

Ziehen wir andererseits die drei in einer Ebene liegenden Strahlen 
IDR], OP], [O2] und lassen sie den drei in einer Ebene liegenden 
Strahlen |JOB;|, OT], |OP:j entsprechen, so erhalten wir als Durchschnitts- 
linien je zweier Ebenen: 

[OBO], ORB]| = PBP, OT], 
[OB PJ, EI] = [OPP], PSS], 
[35,5], RB] = [OPP], OD] 


*) Steiners Vorlesungen II. Theil, Seite 93. 


I 
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wiederum drei in einer Ebene liegende Strahlen, von denen zwei mit den 
vorhin ermittelten Strahlen identisch sind; folglich ist diese Ebene mit der 
vorigen identisch, und wir haben jetzt vier Strahlen in derselben Ebene. 
Endlich liegen die drei Strahlen [D&;|, |OP.], [OP.]| in einer Ebene 

und |OB;|, [OD], |OP;| in einer anderen Ebene; folglich aus gleichem 
Grunde, wie vorhin, die drei Durchschnittslinien: 

[OPP], PRO] = |[98,8.], OO] 

OB), (OP Ps]| = OP:P, [D3533]], 

[OPPs], OP = [OP:B], [033,33] 
ebenfalls in einer Ebene, und da zwei dieser Durchschnittslinien mit zweien 
der ersten Ebene identisch sind, so sehen wir nunmehr, dass alle fünf 
Sebnittlinien: 

OPP}, PAD, [OPPs], PAL], [OPP], HAS), 

[8,9], DRS, [OPP], [8022533] 
in einer und derselben durch © gehenden Ebene liegen. Dies lässt sich 
als folgender Satz aussprechen: 

Werden die zehn Durchschnilispunkte der fünf Ebenen aßyde in der 

oben gewählten Bezeichnung so angeordnet, dass den Punkten: 

TPB, BL, bes. die Punkte DOS Ss 
entsprechen und demgemäss auch die Seiten des ersten in der angegebenen 
Reihenfolge durchlaufenen räumlichen Fiinfecks 


1) — $5.3 PBs. 
den gleichbezifferten Seiten des zweiten in gleicher Reihenfolge durchlaufenen 
räumlichen Fünfecks 

2) SOLO NS; 
entsprechen, d. h. die Seite |R,P.| der Seite [D] u. s. w., dann werden 
die fünf Strahlen, welche von irgend einem Punkte $) ausgehen und je zwei 
entsprechenden Seiten der beiden Fünfecke gleichzeitig begegnen, allemal in 
einer Ebene w liegen. müssen. 

Zugleich zeigt sich das Umgekehrte: 

Wenn man dieselbe Figur durch eine beliebige Ebene à schneidet, 
welche je zwei entsprechenden Seiten der beiden räumlichen Fünfecke in zwei 
Punkten begegnet, deren Verbindungslinie man zieht, so müssen diese fünf Ver- 
bindungslinien durch einen und denselben Punkt D laufen. 
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Denn treffe & die Seiten |95,95;| und |D,D,| in p und q, die Seiten 
RS] und [D,D,| in p' und q', so schneiden sich |pq| und |p’q’| in einem 
Punkte ©, und geht man von diesem Punkte © aus, so liegen die fünf 
Strahlen aus ©, welche entsprechende Seiten der beiden Fünfecke gleich- 
zeitig treffen, nach dem vorigen Satze in einer Ebene; diese wird aber 
schon bestimmt durch die beiden Strahlen |pq| und |p'q'|, ist also identisch 
mit der Ebene &, w. z. b. w. 

Fasst man die sechs willkürlichen Ebenen afyde® als ein allge- 
meines Sechsflach auf, so stellt dies eine charakteristische Eigenschaft des 
Sechsflachs dar. 


2. (seht man wie zu Anfang (1.) von denselben fünf Ebenen 
3 p, /» ó, € 


aus, aber in anderer Reihenfolge, indem man immer eine auslassend zur 
zweitnüchsten überspringt, nämlich in der Reihenfolge 


a 


a, Yo & p, à, 


so ordnen sich die zehn Durchschnittspunkte in einer anderen Zusammen- 
stellung: 


(y ef) = Dh (89e) — D (aye)= 0, (ep) = 2, (day) = Os; 
(aed) = D US («9 y) = Pr, (0y 8) = 5, (Pe) = Ps (Bae) = Ps; 


und es folgt wiederum, wie in 1., ein Doppeltes, nämlich 
1) dass die beiden Fünfecke 


DOS OUO, PB. PP: P; pos 


einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben sind; diese sind aber mit den 
oben (in 1.) gefundenen 


LB PP, Di Dh 3 DD: 
identisch; und 
2) dass die beiden Fünfecke 


Dr, BBB, $3 Ps 


oder anders geschrieben 
5,55. 5,5, 00000, 

eine derartige Lage haben, wie sie (in 1.) für die beiden Fünfecke 
PRPPP 0,0.0,0,0, 
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gefunden wurde; diese beiden Fünfecke sind aber nicht identisch mit den 
vorigen, sondern wesentlich von diesen verschieden. 

Nennen wir zur Abkürzung zwei räumliche Fünfecke in zugeord- 
neter Lage, wenn ihre Seiten einander so entsprechend gesetzt werden 
können, dass für jeden Punkt © des Raumes die fünf von ihm ausgehen- 
den Strahlen, welche entsprechende Seitenpaare treffen, in einer Ebene o 
liegen und gleichzeitig jede Ebene ® entsprechende Seitenpaare der beiden 
Fünfecke in Punktepaaren trifft, deren fünf Verbindungslinien durch einen 
Punkt © laufen, dann können wir folgenden Satz aussprechen: 

Aus zwei einander gleichzeitig ein- und umbeschriebenen räumlichen 
Fünfecken lassen sich zwei verschiedene Paare von räumlichen Fünfecken in 
zugeordneter Lage ableiten, indem man von den beiden Fünfecken in ein- und 
umbeschriebener Lage entweder das eine oder das andere so verändert, dass 
man die Ecken in demselben Sinne herum, aber immer die ndchstfolgende 
überspringend mit einander verbindet. 

Fragen wir nun überhaupt, wie viel und welche Paare von räum- 
lichen Fünfeeken sowohl in ein- und umbeschriebener Lage, als auch in 
zugeordneter Lage sich aus denselben zehn Punkten BO, (¢= 1, 2, 3, 4, 5) 
zusammenstellen lassen, 80 zeigt sich, dass es von der ersten Art sechs und 
von der zweiten Art zwölf giebt, wie aus dem soeben hervorgehobenen 
Satze folgt. 

Suchen wir zuerst die Fünfeckspaare in ein- und umbeschriebener 
Lage auf, so zeigt sich, dass jede Permutation der fünf Ebenen a ßyde, bei 
der diese Reihenfolge ungeändert bleibt (z. B. ydeaß), oder in ihr Ent- 
gegengesetztes übergeht (z. B. Saedy), oder endlich eine durch Uebersprin- 
gen der jedesmaligen nächstfolgenden Ebene mit Festhalten des Umlauf- 
sinnes erhaltene Permutation (z. B. «yeßd) immer zu einem und demselben 


Fünfeckspaare in ein- und umbeschriebener Lage führt; daher bleiben nur 
1.2.3.4.5 
5.2.2 
führen; diese sind, wenn wir sie mit derselben Ebene « anfangen lassen, 


was ja zulässig ist, folgende: 
(L) aßyde, (IL) ayßde, (IL) adyße, 
(IV.) aeydß, (V.) aßedy, (VL) aßyed, 
von denen jede aus der ersten nur durch Vertauschung je eines Ebenen- 
paares hervorgeht. Diesen sechs Permutationen entsprechend ergeben sich 


= 6 Permutationen übrig, die zu verschiedenen Fünfeckspaaren 
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folgende sechs Fünfeckspaare in ein- und umbeschriebener Lage: 


| BBP BB, II | BO; P.O, Bs, IH | BO POs P,, 
$ D, D; DD, | Ds PD, Ps 3 | DQ, D: 8 PB, Ds, 
PO BOB, V (BP: PB; VI Pr D P5 D Ba, 
25,123,529, ^ LRO BO,, | Me 
Jedes dieser Fünfeekspaare in ein- und umbeschriebener Lage liefert nun 
nach dem vorigen Satze zwei neue Fünfeckspaare in zugeordneter Lage, 
und wir können daher die sämmtlichen 12 Fünfeckspaare in zugeordneter 
Lage in folgender Tabelle zusammenstellen: 


B, T, P; T. Ps, —] T, T5, PD; Qs Ps P: $5, $5, 
I. IL. . 
° M S, S SS Su. ° EM D PS, I, OBER, 


— 3 


IV. | 


IL. [à q.i Ps Bs 35, Ps IL. | BO PO; Pi ll. | PD: Pis, 
OO 7 IRADLP. " (POOP, 

IV. IS OB. BBO, V. [s DDP 33,95, 7s, VI | Do Pr BD, 
T De PO 8, 33, , Ma D PQ BD, 2 Ds Pi D Ps D: 
IV. M PO BO, B,, . | BO; POP: VI. f PD PDP, 
20,0505 8, BOD, | B, 2,2, S3. 


3. Wir können durch perspective Projection der räumlichen Figur 
von einem Punkte aus auf eine Ebene oder durch das Schneiden der räum- 
lichen Figur mit einer Ebene einfachere Sätze für ebene Figuren oder solche 
im Strahlenbündel ableiten; der leichteren Aussprache wegen wählen wir 
Ersteres. 

Wenn wir die oben (1.) erhaltene Figur zweier räumlichen Fünfecke 
in ein- und umbeschriebener Lage von einem beliebigen Punkte © aus auf 
eine Ebene projieiren, so tritt uns eine sehr bekannte Figur, aber in einer 
neuen Auffassung entgegen; wir erhalten nämlich zwei ebene Füinfecke, 
von denen jedes dem andern gleichzeitig ein- und umbeschrieben ist. Sind 
die beiden Fünfecke wie in 1. 

BBBBB, DD 
und bezeichnen wir die Projectionen dieser Punkte von © auf eine beliebige 
Ebene entsprechend durch kleine Buchstaben: 


DiPsPsPoPs, Mirail, 


so werden diese beiden ebenen Fünfecke einander gleichzeitig ein- und um- 


^" 


H 
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beschrieben sein, weil je drei Punkte 


PıP32, PrPads, PsPsqs, PsPrqs, PsP2qi, 

Qm. F24sPsy FsGePry QdsDo, FsqiPs 
immer in einer Geraden liegen, also die Seiten des ersten Fiinfecks durch 
die Ecken des zweiten und die Seiten des zweiten Fünfecks durch die Ecken 
des ersten gehen. Diese zehn Punkte bilden aber nichts anderes, als die 
bekannte Desarguessche Figur zweier perspectiven Dreiecke; denn gehen 
wir von einem beliebigen Punkte, z. B. p, aus, so gehen durch ihn die 
drei Strahlen |p,q.s|, [piPsqs|, [pıgsqs|; folglich liegen die beiden Dreiecke 
029443, Ps perspectiv, und die Durchschnittspunkte entsprechender Seiten 
derselben sind die drei letzten Punkte q,p,p, welche nach dem Desargues- 
schen Satze in einer Geraden liegen; wir haben also die zehn Seiten und 
die zehn Ecken unserer beiden Fünfecke und erkennen, dass sie sich zu 
den drei Projectionsstrahlen, den sechs Seiten der beiden perspectiven Drei- 
ecke und der Desarguesschen Geraden zusammenfügen. Die zehn Punkte 
der Desarguesschen Figur lassen sich, wie aus dem Obigen (2.) hervorgeht, 
auf sechs verschiedene Arten zu Paaren ein- und umbeschriebener Fünf- 
ecke anordnen *). 


*) Auf diese Auffassung der Desarguesschen Figur ist einer von meinen Schülern, 
Herr Maz Klose bei Gelegenheit der Seminar-Uebungen im Sommersemester 1885 ge- 
kommen und bat dieselbe in der Schloemilchschen Zeitschrift für Math. u. Physik 
(November 1885) veröffentlicht. Die Betrachtung, welche uns damals zur unmittel- 
baren Anschauung dieser Figur führte, hatte einen anderen Ausgangspunkt: Irgend 
fünf Punkte im Raume, in der Reihenfolge aufgefasst 12345, liefern die beiden räum- 


lichen Fünfseite: 
(4) [12] 123] |84| [45] 151], 
(B) [18] [24] 135] |41| 152], 
die auch so geschrieben werden können: 
(B. 113] 1351 152] 1241 [41], 
(4.) |15| [32] |54| |21| |43|. 
Irgend eine Transversalebene schneidet alsdann die beiden räumlichen Fünfseite (A.) 
und (B.) in zwei ebenen Fünfecken, welche die eigenthümliche Lage besitzen, ein- 
ander gleichzeitig ein- und umbeschrieben zu sein, was unmittelbar daraus hervor- 
geht, dass die Transversalebene von einer der Ebenen [ikl] in einer Geraden ge- 
schnitten wird, auf der die drei Durchbohrungspunkte mit den Geraden |ik| |kl| [li] 
liegen müssen. 
Man kann diese Betrachtung weiter führen und erhält dadurch zunächst fol- 
gendes Ergebniss: 
Verbindet man irgend sieben Punkte im Raume 1234567 paarweise durch 
gerade Linien, so lassen sich aus denselben drei räumliche Siebenseite zusammen- 
setzen: 
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Dieselbe ebene Figur zeigt uns, wie oben (1.) bewiesen ist, noch 
eine zweite Eigenschaft: 

Die beiden ebenen Fünfecke ),).P3PsPs, 9192034195 haben eine solche 
Lage zu einander, dass die fünf Schnitipunkte: 


(Pier 4142), (Pass 9293), (595 Gade)» (39s d). (PsPis As) 
auf einer und derselben Geraden liegen. 

Eine derartige Lage zweier ebenen Vielseite, deren Seiten so ein- 
ander entsprechend gesetzt sind, dass die Schnittpunkte entsprechender Sei- 
ten auf einer und derselben Geraden liegen, wollen wir lineale Lage nennen; 
sie steht dual gegenüber der perspectiven Lage, ohne mit ihr zusammen- 
zufallen; nur bei zwei ebenen Dreiecken ist die lineale Lage eine Folge 
der perspectiven Lage und fällt also mit ihr zusammen. Demnach haben 
sowohl die beiden Fünfecke p,p;p,p.p, 4142934:95, als auch die beiden 
andern Fünfecke p,p,p.p;Y4, 919345424, lineale Lage. 

Dies ist natürlich auch direct einzusehen; denn wegen des Pascal- 
schen Sechsecks 4,4;4542)3)s, dessen Ecken zu je dreien auf den beiden 
Geraden |q,4,p,| und |q;q.);| liegen, müssen die drei Schnittpunkte der 
Gegenseiten (4,93, 9195), (434s, PsPs), (ds PsP.) auf einer Geraden liegen; 
und wegen des Pascalschen Sechsecks 4,0,3,4,p,p;,, dessen Ecken zu je 
dreien auf den beiden Geraden |3,3,p,| und |q9,q,p,| liegen, müssen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseiten (4345, pps), (ds PsP2), (4244, Pops) auf einer 
Geraden liegen, die offenbar mit der vorigen identisch ist; endlich müssen 
wegen des Pascalschen Sechsecks q8,4;9,4,p,p,, dessen Ecken zu je dreien 
auf den beiden Geraden |q:qp.] und |q.9,p,] liegen, die drei Schnittpunkte 
der Gegenseiten (4542, PsP2), (24a) PoPs), (Mau Paps) auf einer Geraden liegen, 
die wiederum mit der vorigen identisch ist; folglich liegen alle fünf Punkte 


(A) 112] [23] [34] [45] 1561 167] [71], 
(B) 13] 135] 157] 1721 |24| [46] 161}, 
(C) [14] 47] 173) |36| 162| |25| [51]. 
Schneidet man diese räumliche Figur durch eine beliebige Transversalebene, so durch- 
stossen die Seiten der Siebenseite (A.), (B.), (C.) die Transversalebene in Punkten, 
welche entsprecheud drei ebene Siebenecke (a.), (b.), (c.) liefern, die in der eigen- 
thümlichen Verbindung mit einander stehen, dass das 
Siebeneck (a.) dem (b.) umschrieben und dem (c.) einbeschrieben, 
7 .) n C.) ^ n n 7 ) 


a. 
» (¢) » (a) n » » (b) " 


ist, was ebenso wie vorhin unmittelbar abzulesen ist. 
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(431 9193), (445 PsPs), (ses Pss), (4204, P294). (Gadi, Papi) auf einer und 
derselben Geraden, d.h. die beiden Fünfecke p,p,p,p.p,, 4193959.9, haben 
lineale Lage, w. z. b. w. 

Bemerken wir nun, dass wenn ein einfaches Fünfeck in bestimmter 
Reihenfolge der Ecken durchlaufen wird, wobei man in dem einen oder 
entgegengesetzten Sinne herumgehen, auch bei jeder beliebigen Ecke be- 
ginnen kann, alsdann ein bestimmtes zweites Fünfeck allemal dem ersten 
zugehört und erhalten wird, indem man in demselben Sinne herum, aber 
mit Auslassung immer einer Ecke die Ecken des ersten Fünfecks verfolgt, 
so gehört z. B. zu dem ersten Fünfeck p,p,p,p,p, das zweite Fünfeck 
9,9: P:p.p, und umgekehrt zu diesem wieder das erste p,p,p.p,p, oder im 
entgegengesetzten Sinne durchlaufen p,p:p;paps. 

Nennen wir demgemäss das aus einem gegebenen Fünfeck auf diese 
Weise abgeleitete neue Fünfeck das zugehörige Fünfeck, so können wir 
den Satz aussprechen: 


Wenn zwei ebene Fünfecke in der eigenthümlichen Lage sich befinden, 
dass jedes derselben dem andern gleichzeitig ein- und umbeschrieben ist, 
dann hat auch jedes derselben mit dem zu dem andern zugehörigen Fünfeck 
lineale Lage. 


Da wir aus einem Paar einander ein- und umbeschriebener Fünf- 
ecke immer zwei Paare von Fünfecken in linealer Lage ableiten, so lassen 
sich aus den oben (2.) angegebenen sechs verschiedenen Paaren von 
ein- und umbeschriebenen Fünfecken (L, IL, IIL, IV., V., VI) zwölf 
Fünfeckspaare in linealer Lage (L. I,., IL.IL., ... VL. VI), wie oben 
angegeben ist, ableiten, also zwölf gerade Linien ermitteln, auf deren 
jeder fünf Punkte liegen; wir erhalten mithin im Ganzen sechzig Punkte, 
die su je fünf auf zwölf Geraden liegen. Diese Configuration lässt einen 
noch innigeren Zusammenhang erkennen. Die 60 neuen Punkte sind Durch- 
schnittspunkte von irgend zwei Verbindungslinien je zweier der Punkte 


ee — 45 
zu geben; in der That aber liegen auf jeder der 10 Geraden der Desargues- 
schen Figur immer drei der Punkte p,q, also fallen zehnmal drei der Ver- 
bindungslinien in eine zusammen, und die Zahl der Verbindungslinien 
beträgt nur 10+15=25, nämlich die 10 Geraden der Desarguesschen 
Figur und 15 andere Verbindungslinien je zweier Punkte p;q;: 

31* 





p,q; (@= 1, 2, 3, 4, 5); solcher Verbindungslinien scheint es zwar 
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Die 10 Geraden der | Die 15 übrigen Verbindungslinien 

Desarguesschen Figur: | je zweier Punkte p;q;: 
IPiqePs| mail Ipıp2| i5» is» [paps [Psp] 
Ipsqeps| — 1029:5s] lm as] [asa] jas] al [a] 
|953.;| 1434324 | | D: | |» 15451 [pagal Isa] 


[PoqsPa] [a ass] 
IPagsPıl [05:55] 
(4) (B) 

Da bei jedem Fünfeekspaare in linealer Lage die Seiten des einen Fünf- 
ecks zu der Gruppe (A.), die Seiten des andern zu der Gruppe (B.) ge- 
hören, so können die 60 neuen Punkte nur Schnittpunkte zweier Ge- 
raden sein, die aus den beiden verschiedenen Gruppen (A.) und (B.) ent- 
nommen sind. 

Nehmen wir nun erstens eine beliebige Gerade der Gruppe (A.), z.B. 
Ipi4,p,], so enthält diese drei Punkte; durch jeden derselben gehen zwei andere 
Gerade der Gruppe (4.), z. B. durch p, die beiden anderen Geraden |p,),45| 
und |p,q3q,|; diese enthalten vier weitere Punkte 3,9,4,p,, und das von den- 
selben gebildete vollstindige Viereck hat bereits ala zwei Seitenpaare Gerade 
der Gruppe (4), folglich nur noch ein Seitenpaar aus der Gruppe (B.), 
welches die erste angenommene Gerade in zweien der 60 neuen Punkte 
schneidet; und da dies dreimal vorkommt, so wird die erste Gerade sechs 
von den 60 Punkten enthalten; also liegen die 60 neuen Punkte zu je 
sechs auf den 10 Geraden der Gruppe (4.). 

Nehmen wir zweitens eine beliebige Gerade der Gruppe (B.), z. B. 
Ipıp.|, so gehen durch jeden der beiden Punkte p, und p, schon drei Ge- 
rade der Gruppe (A.); es bleiben also noch vier Gerade dieser Gruppe 
übrig, welche die zuerst angenommene Gerade in vier von den neuen 
60 Punkten schneiden, und da es 15 Gerade in der Gruppe (B.) giebt, so 
liegen die 60 neuen Punkte zu je vieren auf den 15 Geraden der Gruppe (B.). 
Endlich liegen aber auch, wie wir oben gesehen haben, dieselben 60 Punkte 
zu je fünf auf zwólf neuen Geraden; wir haben also eine eigenthümliche 
Configuration von 60 Punkten, welche gleichzeitig zu je sechs auf 10 Geraden, 
zu je fünf auf 12 andern Geraden und zu je vier auf 15 weiteren Geraden 
liegen. Die 10 Geraden der Gruppe (A.) bilden die Desarguessche Figur; 
die 15 Geraden der Gruppe (B.) sind die übrigen Verbindungslinien der 
Punkte der Desarguesschen Figur; die 12 Geraden, auf denen dieselben 
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60 Punkte zu je fünf liegen, bilden eine Gruppe (C.), deren nähere Unter- 
suchung wir hier unterlassen wollen. 

4. Indem wir jetzt wieder zu unserer räumlichen Betrachtung zurück- 
kehren, von welcher wir in 1. ausgingen, werden wir eine etwas ver- 
schiedene Bezeichnung einführen. 

Wenn wir fünf beliebige Ebenen im Raume nehmen aßyde und die 
beiden räumlichen einfachen Fünfecke bilden: 

(F.) (Byd), (dea), (aßy), (de), (ea), 

(F.) (aye), (ye), (Bd), (89e), (day), 
deren Ecken und Seiten wir in der angegebenen Reihenfolge einander ent- 
sprechen lassen, alsdann ist (in 1.) bewiesen worden, dass irgend eine sechste 
Ebene ¢ die entsprechenden Seiten der beiden Fünfecke (F,.) und (F,.) in 
Punktepaaren trifft, deren fünf Verbindungslinien sämmtlich durch einen und 
denselben Punkt f der Ebene ¢ hindurchgehen. 

Die Seiten des Fünfecks (F,.) sind aber die Geraden: 

Ire lef], 189] [de], ]ey| 


also die Durchbohrungspunkte derselben mit der Ebene g die Punkte: 


(eye. (PER), (989), (pda), (pay); 
werden dieselben mit den entsprechenden Seiten des Fünfecks (F,.) durch 
Ebenen verbunden, so müssen also diese fünf Ebenen durch denselben Punkt 
f laufen. Diese fünf Ebenen lassen sich so darstellen: 


[(By2)dea)(pye)], [(1««)(e85)(g«8)), [(e87)(99)(9842)), 
[y0e)(ea)(e9o), [(ee)(3y9)(war)). 
Dies lässt sich als eine Eigenschaft des räumlichen Sechsflachs auffassen: 

Hat man irgend sechs Ebenen aßydeg im Raume (ein räumliches 
Sechsflach), so laufen allemal die fünf Ebenen, welche je drei Punkte verbinden: 

[8y9)(9«e)(eys), [(Cra)esy(eeP)], [leery BA), 

[Yde)eas)(pda)}, [(ee3)(By9) ay) 
durch einen und denselben Punkt | der Ebene y. 

Dieser Satz bevorzugt die Ebene y vor den fünf übrigen Ebenen 
des Sechsflachs; da alle aber ganz willkürlich sind, so lässt er sich noch 
fünfmal aussprechen, indem an Stelle der Ebene g jede der fünf übrigen 
Ebenen tritt, und zwar lassen sich merkwürdiger Weise mit Hülfe derselben 
Punkte, die bei der Bildung der vorigen Gruppe von fünf Ebenen gebraucht 
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werden, die fünf neuen Gruppen herstellen, deren Ebenen zum Theil mit 
den Ebenen der ersten Gruppe zusammenfallen, zum anderen Theil aber 
nicht, so dass die fünf neuen resultirenden Punkte wesentlich verschieden 
von einander werden. 

In der That, nehmen wir aus den zehn Punkten der obigen Gruppe 
diejenigen heraus, welche die Ebene « enthalten, so ordnen sich dieselben 
in der Weise: 

(ade), (ae), (eBy) (yy), (apd), 
und es bleiben übrig die Punkte: 


(Bdy), Yep), (989) Ove), (so), 
so dass wir jetzt ebenso wie vorhin folgende zweite Gruppe von fünf Ebenen 
erhalten: 
[Bdy)Xy7ep(ade)], [(yeq)(e89)(ae)), [(pBd)(dye)(xBy)], 
[(3ye)eeB)(eyq)) [(o5)(897)(«o2)], 
die durch einen und denselben Punkt a der Ebene « laufen müssen. Dieser 
Punkt ist aber verschieden von f, obwohl die erste und dritte dieser Ebenen 
auch in der ersten Gruppe vorkommen. 
Nehmen wir jetzt aus den zehn Punkten, welche in diese (oder die 
vorige) Gruppe eingehen, diejenigen fünf heraus, die in der Ebene f liegen, 
so ordnen sich dieselben in der Weise: 


(Bea), (Bey) (By9) (899) (Bye) 
und es bleiben übrig die fünf Punkte: 
(Ed), (Say), (pre), (eda), (egy) 
so dass wir die dritte Gruppe von fünf Ebenen erhalten: 
[(yed)Gag)Gea)], (Ceg(pyeGey)), ((pre(eda)Gyd)), 
[Keda)(ayy) BIP), [(apy)Ged)(Bye)], 
die durch einen und denselben Punkt b der Ebene / laufen miissen. 


Ferner ordnen sich diejenigen fünf Punkte der letzten Gruppe, welche 
die Ebene y enthalten, in der Weise: 


(yed), (798), Bo), (Yee), (yee), 
und es bleiben iibrig die fiinf Punkte: 


(Bea), (ad), (efe, (ead), (99), 


woraus die vierte Gruppe von fünf Ebenen resultirt: 
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| [Bealadg)(yed)], [Cede (FI), [(yBe)(ead)(yBa)], 
[(ee0)(098)(yag), [(CeAGea)yee)], 
die durch einen und denselben Punkt c der Ebene y laufen müssen. 
Weiter ordnen sich diejenigen fünf Punkte der letzten Gruppe, welche 
in der Ebene J liegen, 80: 
(08y) (ye), (Wea), (deg) (Of), 
und es bleiben übrig die fünf Punkte: 


(Ba), (ayq) (yeh), Gay), (ee), 
woraus die fiinfte Gruppe hervorgeht: 
[(e8e)(ayg)(98p)) [(ezeXosB)(075) [Pe Aay)ldea)], 
[Bay)(;pe)dap)], [YPHLERe)PpP)]; 
welche fünf Ebenen durch einen und denselben Punkt b der Ebene J laufen 
müssen. 
Endlich ordnen sich diejenigen fünf Punkte der letzten Gruppe, welche 
in der Ebene « liegen, so: 
(Bo); (ad), (dy), (ey), (eff) 
und es bleiben übrig die fünf Punkte: 
(98y) (veg), (998) (Pre), (ed), 
woraus die letzte sechste Gruppe von fünf Ebenen resultirt: 


[IENYayKeBa), [veg (PIA)Ecd)], [PIPBYE)CEIY)), 
[Bra\egdeyg)], [Ke«e9)X287)( 8), 

welche durch einen und denselben Punkt e der Ebene e laufen müssen. 
Wir haben dureh diese sechs Gruppen von je fünf Ebenen sechs neue 
Punkte erhalten, die zu den zehn Punkten, die in jeder Gruppe sich wieder- 
holen, hinzutreten, also im Ganzen 16 Punkte; sehen wir jetzt zunüchst 
nach, wie die Ebenen, von denen fünf in jeder Gruppe vorkommen, sich in 
denselben vertheilen, da sie ebenfalla zum Theil sich wiederholen. 

Bezeichnen wir, von den sechs beliebigen Ebenen afydeg ausgehend, 
die Punkte: 


(yds) «f, (ea) =f, (By0) =f, (den) = f, (a By) = fs 
(pye)=pn (PEF =}.,, (989)—», (pda)=p, (Pay) =}, 
so liefert die erste Gruppe die fünf Ebenen: 
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MPEG, Pb), [aft], [(wftt]97« [shi]. 
welche durch einen und denselben Punkt f der Ebene y hindurchgehen. 
Die zweite Gruppe enthält die fünf Ebenen: 


Mb), [65b] [5th]. [fps], [hp] 
die sich in demselben Punkte a der Ebene «e schneiden; von diesen fünf 
Ebenen kommen zwei schon in der ersten Gruppe vor (x, und x.) die drei 
übrigen aber nicht; sie sind neu. Verfolgen wir nun die übrigen Gruppen 
auch, so treten zwar wieder neue Ebenen auf, wiederholen sich aber auch, 
so dass wir im Ganzen doch nur fünf neue Ebenen erhalten, die wir 
folgendermassen bezeichnen wollen: 


[hp ps] 45. [Epspi]=%, [pops] 9s [hpp]=zx, [tpi Pe] = x, 
und dann ordnen sich die Ebenen n,x,(i= 1, 2, 8, 4, b) in die obigen sechs 
Gruppen von je fünf Ebenen, die durch einen Punkt laufen, in folgender 
Weise ein: 
74702,2623 | TUT 26424524 71,70, 252€, #2 


durch b in 3 durch à in d 


Hierdurch haben wir nunmehr 16 Ebenen erhalten: afydeg, n;x;(i = 1, 
2, 8, 4, 5) die mit den schon vorhin aufgefundenen 16 Punkten abcbej, 
p, ($ — 1,2, 3,4, b) in innigem Zusammenhange stehen und die sogenannte 
Kummersche Configuration bilden. Der Zusammenhang selbst, auf den wir 
noch näher eingehen wollen, ist aus unserem Schema ohne Weiteres ab- 
zulesen. 

Es folgt nümlich, dass gehen: 


7170420520904 713705243274 Xs | 704705703 704 Ns 


durch a in « dureh e ine 























durch c in y durch f in g. 



































durch den Punkt: — y, p, p, p y» | 
die Ebenen: 7,2;2,y € | 7t25z,69 € |7t2425/00 71,x,2,009 memere 
Ebenso sehen wir, dass gehen: 
durch den Punkt: h L h | L 
die Ebenen: z,2;2,yd¢ | Lnnseof | 43,257,870 | z,7,71506a nn apr) 
und, wie wir schon vorhin gesehen haben, dass gehen: 
durch den Punkt: a b Cc 
die Ebenen: 071,732, 42% | (97171,2252, | 70714232394 
dureh den Punkt: D e Î 
die Ebenen: Ó71571,252,2; | EN3715%374% | PT My My. 
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Es gehen also durch jeden der 16 Punkte der Kummerschen Con- 
figuration sechs ihrer Ebenen. 
Gleichzeitig erkennen wir aus demselben Schema, dass liegen: 





in der Ebene: 7, 7t; 7t, | 7t, Ts 

die Punkte: p,ff,abf | pffscdf | ptteaf | pl be psf, def 
und ferner, dass liegen: 
in der Ebene: x, X, | 2; | PA As 

die Punkte: f,p,p,bba | Epsp.dac | fp,pace | Lypceb | fp, »,ebd 











und endlich ergiebt das Schema, dass auch in den letzten sechs Ebenen 
folgende Punkte liegen: 
in der Ebene: e [3 | y | d | & | p 
die Punkte: ap,p.f ff, boobs SE epp BE bp p t Sepp EE Eo pop pubs. 
Es liegen also gleichseitig in jeder der 16 Ebenen der Kummer schen 
Configuration sechs ihrer Punkte. Hieraus leuchtet nun unmittelbar der duale 
Charakter der Kummerschen Configuration in die Augen; denn wir können, 
um zu derselben Configuration zu gelangen, jetzt von den beliebig im 
Raume gewählten sechs Punkten abcdef ausgehen und die zehn Ebenen 
bilden: 
[bdal=x, [dac]=~, [ace] =, [cb]=x, [ebd] = x,, 
[fab] 27; [fcb]— 75, [fea]— m, [Tbc]— 7. [foe] 75; 
dann gehen aus ihnen die zehn übrigen Punkte hervor: 


p, = (7123), p = (71526526), ps = (7152420), Pa = (714205263), Ps = (71524 24), 


= (7,74), fl, = (25714715), {; = (4371571;), {= (2471; Tl), f; = (25715715) 








und endlich die letzten sechs Ebenen: 
a —[ap,s 5 bt], B —[b55b55thp y-[empthtt] 
Jp], e-lenmphóhh] ¢ =[fpip-psp.ps). 
Die Bildungsweise ist aber nach demselben Gesetz mit den dual gegen- 
überstehenden Elementen vorgenommen, wie oben. 

9. Aus dieser Bildungsweise der Configuration erkennen wir leicht 
die Haupteigeuschaft derselben, dass die sechs durch jeden Punkt der Con- 
figuralion gehenden Ebenen einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen, und dass 
die sechs in jeder Ebene der Configuration befindlichen Punkte auf einem 
Kegelschnitl liegen. 
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Hierzu bedarf es nur einer leichten Modification des Pascalschen Satzes: 

Haben irgend drei Ebenen &,, &, & den gemeinschaftlichen Punkt D 
und irgend drei andere Ebenen o,, o, o, den gemeinschaftlichen Punkt 6, 
und seien die drei Schnittlinien der letzteren |o,0,|=a, |o,0,|=b, |o,0,| = c; 
bezeichnen wir sodann die Treffpunkte (as,) = a;. (b&) = 5, (ce) = €, 
(a5) = à, (be) = bi, (ce) = c, und verfolgen wir die sechs durch den 
Punkt © gehenden Ebenen 54, [(Oa,b,], &, [Ob;c], &, [Oca] in der an- 
gegebenen Reihenfolge, so erhalten wir durch den Punkt © ein Sechsflach, 
dessen auf einander folgende Kanten sind: 


DB Del [Oel [ob] [Dal |Od|. 
Die drei Paare gegenüberliegender Kanten: 
|Ob,| und |Ob;| 
geben die Verbindungsebenen: [Db] 


|Oa,| und [2a,| || Dc! und |Dc,|; 
[Da] [Dc]; 

da nun a, b, c durch einen Punkt © gehen, so schneiden sich die letzten 

drei Ebenen in einer Geraden |O6], folglich umhtillen die obigen sechs 

Ebenen nach dem Pascalschen Satze einen Kegel zweiter Ordnung; diese 

sechs Ebenen: 








fi, Fay £3 [Da.b,], [Obs c;], [Oc a3] 
lassen sich auch so ausdrücken: 


€1, 65, &3, [ Ce, €2€3)(€20205)(8, 0; 03) |, [(é1 €2€3)(€3 05 9,)(&0,01)], [(6,6265)(69,02)( 6 03 02)]. 
Wir können also folgenden Hülfssatz aussprechen: 

I. Hat man irgend sechs Ebenen im Raume und theilt dieselben in 
zwei Gruppen von je dreien: &,&&, und 0,0,0,, so umhüllen allemal die sechs 
Ebenen: &,&,8; und die drei durch den Punkt (5,6,5,) gehenden Ebenen: 


(888) (619,05) (6,0,0:)], [(&18&)(8&030,)(0,0,)], — [(6:6:65) (6:01 02) (6503 0,)] 
einen Kegel zweiter Ordnung. 
Der dual gegenüberstehende Satz lautet: 
IJ. Hat man irgend sechs Punkte im Raume und theilt dieselben in 
zwei Gruppen von je dreien: 0,0,0, und b,5,b,, so liegen allemal die sechs 
Punkte: a,0,0; und die drei in der Ebene [a,0,0;| befindlichen Punkte: 


([a5 05a, ] [a2 b, 5,] [a, b, b,)), ([a,050;][0,5, 51] [a b, b,]), ([05,a,0;] [a, b, b,] [a,b, b.) 


auf einem Kegelschnitt. 
Auch dieser Satz lässt sich unmittelbar auf den Pascalschen Satz 
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zurückführen; denn nennen wir die Ebene [a,a,a;] = « und bezeichnen die 
drei Treffpunkte (|5,5,|, &) = 0, (15,5,], «) =, (|B:b:l, &) = ©, 80 liegen die 
drei Punkte c, ©, c auf einer Geraden, nämlich auf der Schnittlinie der 
beiden Ebenen |[a,a.a;][b,b.b; ||. 

Nun sind die drei Punkte unseres Satzes nichts anderes, als die 
Punkte (at, 0,2), (05€, A263), (0,6, 040), welche mit a,a.a, auf einem Kegel- 
schnitt liegen, weil das Sechseck 


à, (ts M) On (606,06) ss (150600) 
zu auf einander folgenden Seiten hat: 
lac] lœul, lee] Jase], jascl. Tas; 


und die drei Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden Seiten c, ©, c, auf 
einer Geraden liegen. 

Von diesen beiden Sätzen machen wir nun eine Anwendung auf 
unsere Configuration; nehmen wir z. B. die sechs Ebenen yde und apß 
heraus, so sagt unser Satz L, dass die drei Ebenen yde und die folgen- 
den drei: 

[96 (0*3) (ya/3)] = [p.t] = 73 

[(dey) (ea) (pa)] = [hp] = 7, 

[(e79) ap) eh p)] = [pipe] = 21, 
d. h. die sechs Ebenen yden,n,z,, welche durch denselben Punkt f, gehen, 
einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen. 

In gleicher Weise können wir für jeden der Punkte f, tT, f,f, nach- 
weisen, dass die sechs durch ihn gehenden Ebenen einen Kegel zweiter 
Ordnung umhüllen. 

Ebenso folgt aus dem Hülfssatz I., wenn wir z. B. die sechs Ebenen 
yep und fed herausnehmen, dass die drei Ebenen yep und die folgen- 
den drei: 

(eg) (ed) 89)] = [y £6] =m, 

[ew7) 698) (eB) = [post] = #, 

[ey &)y Ba)(pda)] = [p.t p.] = xs, 
d. h. die sechs Ebenen yeq2;*,n, welche durch denselben Punkt p, gehen, 
einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen. In gleicher Weise können wir 
für jeden der Punkte p,p,p,p,p, nachweisen, dass die sechs durch ihn 
gebenden Ebenen einen Kegel zweiter Ordnung umhiillen. 

32* 
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Nehmen wir andererseits die sechs Ebenen z,z;x, und yer,, so sagt 
unser Satz I. aus, dass die drei Ebenen x,x;x, und die folgenden drei: 
[(%1%2%3) &2e71)(217715)] = [abps] = e, 
[(2226525) (23717) (667)] = [abs pi] = 7t 
(2%) Gt y &) (arse)] = [a f, e] = 73, 
d.h. die sechs Ebenen x,%,%,7,7,;a, welche durch den Punkt a gehen, einen 
Kegel zweiter Ordnung umhüllen. 

In gleicher Weise können wir für jeden der Punkte abtde nach- 
weisen, dass die sechs durch ihn gehenden Ebenen einen Kegel zweiter 
Ordnung umbhüllen. 

Endlich bleibt noch übrig, das Gleiche für die letzten sechs Ebenen 
7,75757,7150, welche durch f gehen, zu erweisen. Dies geschieht leicht, 
indem wir die sechs Ebenen 7,7,7, und y»,c herausnehmen und aus ihnen 
die neuen bilden nach Satz I.: 

(Gr) (7835€) (y €)] = [Eoi] = e. 
[(7,7175) (75 £y )(my)] = (f f c] = 7, 
[Gm n3) yxs) 5 6x5)] = [T b e] = 7, 
woraus hervorgeht, dass die sechs durch den Punkt f gehenden Ebenen 
qQ7,7n,1,7,1 einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen. 

In gleicher Weise wird vermittelst des Hülfssatzes II. bewiesen, 
dass je sechs Punkte der Kummerschen Configuration, welche in einer 
Ebene derselben sich befinden, auf einem Kegelschnitt liegen. 

Nehmen wir nämlich die sechs Punkte bba und cfe heraus, so 
liefert der Satz II. die drei neuen Punkte: 

([bda][dfe][bce]) = (7%) = ps, 

([dab] [aee][dfe]) = (&%7,) = Pa, 

([abö][befl[aef)) = Qn 2,75) =; 
also liegen die sechs in der Ebene x, befindlichen Punkte bbaf,y,p, auf 
einem Kegelschnitt, und iu gleicher Weise wird dasselbe für jede der 
Ebenen x,2;*,*,x, nachgewiesen. 

Nehmen wir dagegen die sechs Punkte heraus ab[ und ceb, so 

liefert der Satz II. die drei neuen Punkte: 
([abf][beb][acb]) = (ms) v. 
([bfa][fo c][bec]) = (mam) = T. 
([fab][ace][fde]) = (mins) = 5; 
also liegen die sechs in der Ebene 7, befindlichen Punkte abfp,&t, auf 
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einem Kegelschnitt, und in gleicher Weise wird dasselbe für jede der 
Ebenen 7,7571,7,72, nachgewiesen. 

Nehmen wir andererseits die sechs Punkte heraus f,Lf, und efb, 

so liefert der Satz II. die neuen Punkte: 

(fff) [6 T5][t.e5]) = (o7 xs) = va 

(OE &] [G be] [b Te) = (o x, 7) = Ps 

(ff t] [fef] = (e 0525) =a; 
also liegen die sechs in der Ebene e befindlichen Punkte app, bt, auf 
einem Kegelschnitt, und in gleicher Weise wird dasselbe für jede der 
Ebenen aßyde nachgewiesen. 

Endlich bleibt noch übrig, das Gleiche für die letzten sechs Punkte 
fpıp.p;p,p,, welche in der Ebene q liegen, nachzuweisen. 

Wählen wir hierzu die sechs Punkte p,p,p, und bae, so liefert der 
Satz II. die neuen Punkte: 

([p. PP; ][pzae ][pı be ]) = (92555) = Pa, 
([p:pspı ][pseb ][pzab]) = (#71) = Ps, 
(pspipo][piba][psea]) = (97,725) = f 
und zeigt, dass die sechs Punkte p,p.p,p.p, f auf einem Kegelschnitt in der 
Ebene ¢ liegen. 

6. Wenn wir unser Schema, welches die gegenseitige Lage der 
Punkte und Ebenen der Configuration veranschaulicht, nochmals zusammen- 
stellen, nämlich: 

a= [apı ps f; £ A TM = [p, & f abf], #1 = [&p.psbda], 

B= [bp;p, f; f; Ll. l^ = [pts cdf], = (6.3), da c], 

7 =(c psp, fit f 75 = [psfsf,eaf], 124 = (fp, pace, 

J = [bp.p, Lt f], = [p.f,65 cf}, « = [p.p ce b], 
e —[ep,p bt f 7t = [psb/ S/vbef]; 

p=[fPıPPsPıPs]; 


aus dem sich das dual gegenüberstehende ergiebt, welches so lautet: 


zs = [t.p,p,ebd]; 


a = (021715222 X,), f, = Garry de), Pi = (MEY), 
b = (1,2, %%5%,), . = (2571,71, €a (2), pa (7»:3265€/99), 
€ = (47174352324), b = (4371571, Py 9), ps = (2224/30 9), 
b —(07,7,x,x,x;), h = (x,71,71,0 € a), p. = (x, ldap), 

= (67871253436), fs = (4572713 0 37); Ps = (0343,67 9); 


[ = (pnam;n,n,); 
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so erkennen wir noch weitere Eigenschaften der Configuration, die den Zu- 
sammenhang ihrer Punkte und Ebenen vermitteln. 

Jede Ebene der Configuration enthält sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts, und durch jeden Punkt der Configuration gehen sechs Berührungs- 
ebenen eines Kegels, folglich berührt jede Ebene der Configuration sechs 
Kegel derselben und durch jeden Punkt der Configuration gehen sechs Kegel- 
schnitte derselben. 

Ferner geht aus dem Schema hervor, dass jede Schnittlinie zweier 
Configurationsebenen zwei Configurationspunkte enthält, z. B. |»,75| = af], 
|, 2, = |f], [dx = |p; E], | e| = |p,p,| u. 8. w.; und umgekehrt gehen durch . 
jede Verbindungslinie zweier Configurationspunkte zwei Configurationsebenen, 
z. B. |ae| = |%373|, |f | = |z;75], |p%| — |7,| u. 8. w. Wir schliessen also: 
Die 120 Verbindungslinien je zweier Configurationspunkte fallen identisch zu- 
sammen mil den 120 Schnittlinien je zweier Configuralionsebenen. Hieraus folgt: 

Je zwei Kegelschnitte der Configuration treffen die Schnilllinie in den- 
selben beiden Punkten, welche der Configuration angehören. Ebenso gehen 
durch die Verbindungslinie zweier Configurationspunkte an die beiden Kegel, 
deren Mittelpunkte sie sind, dieselben zwei Berührungsebenen, welche der Con- 
figuration angehören. 

Nehmen wir in einer Configurationsebene von den sechs in ihr ent- 
haltenen Configurationspunkten irgend drei heraus, so bilden dieselben ein 
Dreieck; durch jede Seite desselben geht nur noch eine zweite Configu- 
rationsebene, und diese drei Ebenen schneiden sich paarweise in drei Strah- 
len, die durch einen Punkt laufen; letzterer muss selbst ein Configurations- 
punkt sein. Denn in jeder der drei letzten Ebenen müssen ausser den 
beiden schon in ihr enthaltenen Configurationspunkten noch vier weitere 
liegen; dies würde, da in der zuerst angenommenen Configurationsebene 
schon sechs Configurationspunkte vorhanden sind, 6+4.3 = 18 Configura- 
tionspunkte geben; es existiren aber nur sechzehn solcher Punkte, also 
müssen drei in einen einzigen zusammenfallen; da aber von den sechs Con- 
figurationspunkten in jeder Configurationsebene keine zwei zusammenfallen, 
so müssen die drei auf den Schnittlinien der letzten drei Ebenen liegenden 
Configurationspunkte in einen zusammenfallen, weil jede noch einen ent- 
halten muss; folglich ist der Schnittpunkt der letzten drei Ebenen der sech- 
zehnte Configurationspunkt, und wir haben 6+3.3+1= 16, d. h. sämmt- 
liche Configurationspunkte erhalten. Wir erhalten also den Satz: 
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Die sechsehn Configuralionspunkte lassen sich in vier Ebenen, Seiten- 
flächen eines Tetraeders, so vertheilen, dass vier die Ecken des Tetraeders 
sind und in jeder Seitenfläche des Tetraeders drei weitere Configurationspunkte 
liegen (Weber |. c.). Dies ist auf achtzig verschiedene Arten möglich. Denn 


6.5.4 
123 — 20 


Dreiecke bilden und jedes führt auf ein solches Tetraeder; da es aber 
16 Configurationsebenen giebt, so würden 16.20 = 320 Tetraeder hervor- 
gehen, von denen indessen jedes viermal auftritt, je nachdem man von einer 





aus den sechs Punkten einer Configurationsebene lassen sich 


seiner vier Seitenflächen ausgeht; es giebt daher nur = = 80 Tetraeder 


der beschriebenen Art. 

Gehen wir z. B. von der Ebene x, aus und nehmen in ihr das Drei- 
eck bac, so gehen durch |da|, |bc|, lac| bezw. die Ebenen z,, 7,, x;, und 
der Schnittpunkt derselben ist (n,%,%) — »,; also haben wir das Tetraeder 
bacp, und in den Seitenflächen desselben liegen zu je dreien die übrigen 
12 Configurationspunkte, nämlich 


in der Ebene: [bac] 
die Punkte: p,p,L 


[bap] | [dep.] | [acp:] 
f, bp, AA ep, 
wodurch nun alle 16 Configurationspunkte erschipft sind. Ferner gehen 
durch jede Ecke des Tetraeders ausser den drei Seitenflichen noch drei 
andere Configurationsebenen, nämlich 
durch: D 
die Ebenen: d7:x; 


I 














a | c p 


epß | 
wodurch sämmtliche Configurationsebenen erschöpft sind. 

Wir erkennen nun, dass die drei ersten Ebenen, nämlich die Ebenen 
dasz, nichts anderes sind als diejenigen, welche die Tetraederecke b mit 
den Seiten des Dreiecks verbinden in der gegenüberliegenden Seitenfläche 
des Tetraeders, nämlich d =(Dd£;p,], 2; — [de], +, — [bep,]; wir schliessen also: 

In einem Tetraeder der oben beschriebenen Art, dessen Ecken und 
Seitenflächen der Configuration angehören, liegen in jeder Seitenfläche noch 
drei andere Configurationspunkte, die ein Dreieck bilden, und es gehen durch jede 
Ecke noch drei andere Configurationsebenen, die ein Dreiflach bilden. Die 
Ebenen des Dreiflachs gehen durch die Seiten des Dreiecks in der gegenüber- 
liegenden Tetraederfläche. 








MAN; | y Ny%, 
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Dies ist denn auch unmittelbar einzusehen, denn zwei Flächen eines 
solchen Dreiflachs schneiden sich in einer Geraden, die nothwendig noch 
einen zweiten Configurationspunkt enthalten muss (s. 0.), der kein anderer 
sein kann, als einer der drei in der gegenüberliegenden Tetraederfläche 
enthaltenen übrigen Configurationspunkte, da alle Configurationspunkte in 
den Seitenflächen des ursprünglichen Tetraeders liegen. 

7. Nennen wir ein Tetraeder der eben beschriebenen Art ein Con- 
figurationstetraeder, dessen Ecken und Seitenflächen gleichzeitig Punkte und 
Ebenen der Configuration sind, so dass also die übrigbleibenden zwölf 
Configurationspunkte zu je dreien in den vier Seitenflächen des Tetraeders 
liegen und die tibrigbleibenden zwölf Configurationsebenen zu je dreien 
durch die Ecken des Tetraeders gehen, alsdann lassen sich aus diesen 
zwölf Punkten und zwölf Ebenen neue Configurationstetraeder zusammen- 
stellen, von denen drei ein besonderes Interesse darbieten, weil sie die 
Gesammtheit der Elemente der Configuration erschöpfend eine neue Gruppi- 
rung derselben liefern, die vor der früheren den Vorzug einer grösseren 
Symmetrie besitzt. 

Diese neue Gruppirung der Punkte und Ebenen der Configuration 
lässt sich sehr übersichtlich darstellen durch eine Abänderung der Bezeich- 
nung, die wir nun einführen wollen. Wir bemerken ausdrücklich, dass, 
wenn wir bei der neuen Bezeichnung auch theilweise dieselben Buchstaben 
verwenden, diese doch eine ganz andere Bedeutung haben und nicht mit 
den früher gebrauchten Buchstaben zu verwechseln sind. 

Gehen wir zu dem Aufbau der Configuration, wie es in No. 4 ge- 
schehen ist, von sechs beliebigen Ebenen im Raume aus und bezeichnen 
dieselben nicht wie früher durch afyde und q, sondern 80: «y/;y,9 und 
c, dann ergeben sich aus diesen sechs Ebenen zweimal fünf Punkte, die 
wir früher mit f,f,...f, und p,y,... p, bezeichnet haben, und die jetzt fol- 
gende Benennungen erhalten: 


(B.y.8) — 9, Bay)=d (yfhhy)— t YsBa)=t, (Cyr) =b, 
CP) — 5, (e5)-—a, (myy)-0 (my), (e«o[4)-0, 
und hieraus folgt die Gruppe der fünf Ebenen, welche früher mit 7571... 7t 

bezeichnet wurden, jetzt aber so heissen: 
[bcc] 2 7, [acb] —- 9, [e55,] 0, [abb] 29, [ade] =); 


zu diesen Ebenen treten nun die fünf letzten, welche früher x,x,...2x, ge- 
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nannt wurden, aber jetzt heissen sollen: 

[bsaa]= a, [bab]=d, [6aa]— e [cac]=y. [bba]=/f;; 
dann ist oben (4.) bewiesen worden, dass allemal je sechs Ebenen durch 
die letzten sechs Punkte gehen, welche heissen sollen: 

(y, 8,050, 0,0) = Qi; (0, yy; (23037) — (3 (9 0, 0, 0,922) = D, 

(d,0ß; 050, ys) = Db, (B, JO, 0242 (33/3) = b,, (7,0 B, 0,0, 0,) — b. 
Hieraus lesen wir nun ab, dass auch durch jeden der ersten zehn Punkte 
je sechs Ebenen gehen und dass auch in jeder der zehn Ebenen, welche 
wir eingeführt haben, je sechs der Punkte liegen, so dass nunmehr die 


ganze Configuration der 16 Punkte und 16 Ebenen sich folgendermassen 
gestaltet: 


a = [0,0,0;bed], 
P=[b,b,b;cda], 
l = [606525], 
Ó = [b,b,b,abc]; 
a, — [a0,0, 5,6, b,], 
f; — [bb b,c.d.0,], 
y» = [cac 5,0, b,], 
d, = (Dd, d; a,b,c]; 


a = (a,a,0;3 y à), 
b= (/3; 8; 9,y 0 e), 
C= (1727396), 
d= (0,0, 0,037): 
à, = (aa, 03 /3,4.0.), 
ls = (BP 8, y,0,0;), 
l: = (ny 92% 32), 
b, = (00,03 02/37); 


a, = [a 0,05 b, c, b, ], 
BP, = [b 5,5, c, ba], 
yi = [€ 665,0, b], 
0, = [bb,b,a b, €i]; 
as = [00,0265 55], 
[2 = [b 5,5. c5 b,a,], 
7; = [ce 065,0, 5], 
| = (Db, 5,0, 5, 6]; 


a, = (aa, 0, ßıyı dı), 
| b, = (/3 B, /337,0,,), 
|a 2 07582, 
Id, = (00,0,0,8, y); 
| = (a 0,0, (337s 03), 
b = (PZ, 3.730305), 
|: = (7717295035), 

D, = (0 0,0,a, 3 Y3). 


Hiernach erscheinen also die 16 Punkte und die 16 Ebenen der Configu- 
ration als die Ecken und Seitenflächen von vier Tetraedern in der eigenthüm- 
lichen Lage, dass jedes derselben den drei übrigen gleichzeilig um- und ein- 
beschrieben ist. 

Journal für Mathematik Bd. C. Heft 3. 33 


Schroeter, über das 


254 
Die vier Tetraeder haben zu 
Ecken: 
abcd 
a,6,¢,d, 
a, b, c, b, 
0, b, CD; 
wo a=(bcd], 8 — [cba], ... 


Fünfflach und Sechsflach. 


Seitenflüchen: 
aßyo 
a, (9, 710, 
Ot, (32420 
at; (337305, 


, 0, =(b,¢,d,] u. 8. w. bedeuten. 


Aus dieser Gruppirung der 16 Punkte und .16 Ebenen der Configu- 
ration geht zugleich hervor, dass dieselben sich noch auf eine zweite Art 
als die Ecken und Seitenflächen von vier Tetraedern auffassen lassen, die 
in derselben eigenthümlichen Lage sich befinden, wie die vorigen: nämlich 
diese neuen vier Tetraeder haben zu 


Ecken: 
AQ, 0; 0; 
b b, b, b, 
C666 | 
b b, b, b, 
wo c =([40,0,03], e, — [aaa]. ..., A= 


Nunmehr ist es auch leicht, 


Seitenflächen: 
€ €, €. a; 
P B [7 p 
| 1V7273 
| 00,003, 
[b,b,b,] u. s. w. bedeuten. 
die sämmtlichen 80 Configurationstetra- 





eder (6.) in übersichtlicher Weise darzustellen; zu den acht bereits aufge- 
stellten Configurations-Tetraedern treten nämlich noch 72 andere, die in 
zwei Gruppen von je 36 zerfallen; geben wir nur die Ecken der Tetraeder 


an, so ist die erste Gruppe: 


aa,d.b, aa,66, aa,d,d;, 
a0,5,b, a0;¢,¢, a4;0,d,, 
a,a;66,, a,a;cc, a,0;09D.,, 
(6 5 c Cs, bb,d.d;, bb,ne6, 
lb, b,cc, bb bb, 6, b.cc, 
Cc5b,0, cc5,05, €¢;D, Do, 


18+ 124-6 = 36 Configurationstetraeder der 


a0,5,5, ACC, 020,05, 
ab, acc, Add,‘ (18) 
0,0,bb, 203CC;, MN;DdD,. 
bb,b,b, bb;c,c, bb; D: D2) (12) 
5,5,bb, 6,6;cc,, 6,6, dd,.J 

CCD Ds ccobb, cobb. (6) 


ersten Gruppe. 


Die Configurationstetraeder der zweiten Gruppe sind: 


abeb, abcob, abcob, 
abb,c, abb,co, abb,c, 
bda,c, bbac, bdascs, 


acb,d,, acb,b, ach; | 
bea,d,, bcab,,. bca;d,,l (18) 
cba,b, cbda,b., a5, 
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MOM bc, a.c 5,5. 0, C1 5, Ds, a,d, boc, Ad, 5.6. (12) 
B,C, Q202, Bcab, 6,d,0C, 6, b,a6, nbn b, c 5,0, by) 

0,5,0,5,, a.c 5,5, db, Da CoD; 05, b.d203C3, dab, (6) 
18+ 12+6 = 36 Configurationstetraeder der zweiten Gruppe. 

Hieraus erkennen wir, dass jeder Configurationspunkt Ecke für 20 
Configurationstetraeder, jede Verbindungslinie zweier Configurationspunkte 
Kante für vier Configurationstetraeder, ebenso jede Schnittlinie zweier Con- 
figurationsebenen Kante für vier Configurationstetraeder und jede Configu- 
rationsebene Seitenfläche für 20 Configurationstetraeder ist. 

Endlich lassen sich aus den 80 Configurationstetraedern im Ganzen 
20 Gruppen von je vier solchen Tetraedern bilden, wie es diejenige ist, 
welche wir vorhin gefunden haben: 

abcd, 
0; b, c; b,. 
0; b, c b,, 
05D, 65b;, 
mit der im engen Zusammenhange steht die complementüre Gruppe: 
00,0505, 
bb, b,b,, 
C C, C2 6, 
bb, b, Ds. 
Zu diesen beiden Gruppen treten nümlich mit gleichen Eigenschaften noch 
18 andere, die wiederum paarweise complementir auftreten und folgender- 


massen lauten: 
aa,b,b, ! aa, 5,5, | aa,b,b, 


bb,a,a, | bbaa, | 5b,0,a, 
dd | ccb,b, | cod, 
55,66€ | DDC, CG | D b, €, C, 











— 
1 


00, 6,6, ! 10,60 à 00, Ci Cu 


CC, a, A; | CC, a, a; C 60,0, 


6b,d,d; ' bb,b,b, , 66,d,d, 
b b, b, b, | dd. 6,6; 0d, 6, b, 





aa, b,bi | aab, b, | aa,b,b, 
DD, 0,0; | Dd, 0,0; ' bb,a,a, 
55,66 | 5566 | bbscc, 
ce 5,5, | cc b b, | cab, b, 
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abcd, |acb,d, labdb,c, 
ab,cb {a,¢c,bd |a,d,6 ¢ 
2620303 | a, 06 5,5, | a2d.b; C, 
855, 6b, | As 65,5, | a5 Dale c 
abcob,jacbb, lab bc 
a,b,cb Lla,6bb |abc 
a,b, 06,5, | a, c6,5,5, | a,d,b, 6, 
a; 5, c, b, | a3 0,0, | a;d;b, 6, 
abc, |a c bd, | a db, ¢, 
a,5,cb |a6bb |a,0,bc 
a,b, cd, | a, 655b, | Qi Di De © 
055, c, 5, | a, c; D, b, | 0; D. b, c, 


Aus dieser Gruppirung der Punkte der Configuration geht gleichzeitig her- 
vor, dass in grosser Ánzahl aus diesen Punkten Gruppen eon je acht asso- 
cürten Punkten gebildet werden können, d.h. von solchen acht Punkten, 
dass jede Oberflüche zweiter Ordnung, die durch sieben derselben geht, auch 
dureh den achten hindurchgehen muss. 

In der That erkennen wir aus dem Obigen, dass die acht Punkte 
abcb, a,b,c,d, sowohl in dem Ebenenpaar «e,, als auch in dem Ebenen- 
paar /2/$, yy, und dd, enthalten sind; folglich gehen durch diese acht 
Punkte vier Oberflächen zweiter Ordnung (Ebenenpaare), also unendlich 
viele, und die acht Punkte bilden eine Gruppe von associirten Punkten. 
In derselben Weise erhalten wir.allemal eiue solche Gruppe, sobald wir 
die Ecken irgend zweier Tetraeder herausnehmen, die in einem der obigen 
20 Quadrate stehen. Solcher Gruppen lassen sich 84 zusammenstellen. 
Ferner lassen sich aus den 16 Punkten der Configuration in grosser An- 
zahl Gruppen von 12 Punkten zusammenstellen, weiche auf einer Oberfläche 
zweiter Ordnung liegen; nehmen wir z. B. die beiden Ebenen y und J, so 
enthält jede derselben sechs Punkte eines Kegelschnitts, y die Punkte 
abbc c6, Ó die Punkte abcd,d,d,, die Schnittlinie |yd| enthält die ge- 
meinschaftlichen Punkte a und b der beiden Kegelschnitte; fügen wir nun 
noch einen weiteren Configurationspunkt a, hinzu, so wird durch diese 
11 Punkte eine Flüche zweiter Ordnung gerade bestimmt, die dann noth- 
wendig noch einen zwölften Configurationspunkt b, enthalten muss; denn die 
durch a, gelegte Ebene ^, schneidet die beiden vorigen Kegelschnitte in c, c; 
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und cb, und der durch a,c.c,cd, gelegte Kegelschnitt enthält noch den Punkt 
b,; folglich liegt auch b, auf der vorigen Fläche zweiter Ordnung. Wir 
haben also folgende 12 Punkte auf einer F®: 

CC, C,¢3DD,d.0,a6a, b,, 
eine Gruppe, die sich auch so schreiben lässt: 

abcba,5, c D, c cs b, b, 
und deren Bildungsgesetz leicht zu erkennen ist. Solcher Gruppen lassen 
sich, wie zu sehen ist, 36 zusammenstellen. 

Schliesslich verweise ich noch auf die neueste Abhandlung von 
Herrn F. Klein: „Ueber Configurationen, welche der Kummerschen Fläche 
zugleich eingeschrieben und umgeschrieben sind“ (Math. Annalen Bd. XXVII, 
S. 106 ff), welche mir erst nach Beendigung vorliegender Untersuchung zu 
Gesicht kam und deren von günzlieh verschiedenen Gesichtspunkten aus 
abgeleitete allgemeinere Resultate mit den Ergebnissen der vorliegenden 
Betrachtung in nahem Zusammenhange stehen; auch ist a. a. O. die ein- 
schlägige Litteratur angegeben. | 


Breslau, den 1. April 1886. 
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Das allgemeine Sechsflach. 
(Hierzu Tafel 1.) 
(Von Herrn O. Hermes.) 


W ie in-der Ebene ein durch vier sich durchschneidende Linien, 
von denen nicht mehr als. zwei durch einen Punkt gehen, gebildetes Vier- 
seit vollständig bestimmt ist, sobald genau festgestellt ist, welche von den 
Linien als Gegenseiten betrachtet werden sollen, so wird auch im Raume 
durch sechs sich durchschneidende Ebenen, von denen nicht mehr als drei 
durch einen: Punkt oder mehr als zwei durch eine Linie gehen, ein voll- 
ständig beslimmles Sechsflach gebildet, sobald von den sechs Ebenen dreimal 
zwei als Gegenebenen (Gegenflächen) festgehalten werden. In der That 
nämlich wird in jeder der beiden Gegenflüchen durch die Durchschnitts- 
linien mit den übrigen zwei Gegenflächenpaaren ein vollständiges Vierseit 
mit bestimmten Gegenseitenpaaren dargestellt, in welchem man ohne Zwei- 
deutigkeit von Gegenecken, den beiden inneren und einer äusseren Diagonale 
u. 8. w. sprechen kann. 

Es sind demnach auch bei dem allgemeinen Sechsflach unzweideutig 
zu unterscheiden, ausser den drei Gegenflächenpaaren und deren drei Schnitt- 
linien, vier Paare von Gegenecken und deren Verbindungslinien, die vier 
Diagonalen des Sechsflachs, und ebenso zwölf Kanten und zwar sechs Paar 
Gegenkanten. Insoweit unterscheidet sich das allgemeine Sechsflach nicht 
wesentlich vom Sechsflach im engeren und engsten Sinne, welches in den 
Elementen als Parallelepipedum oder Würfel bezeichnet wird, nur dass bei 
diesen Körpern die drei Schnittlinien der Gegenflächen im Unendlichen 
liegen. Weil nun aber alle geraden Linien im Unendlichen zugleich als 
auf derselben Ebene, der Ebene im Unendlichen, liegend anzusehen sind, 
so macht sich zugleich bei den eben erwähnten speciellen Formen eines 
Sechsflachs die weitere Besonderheit geltend, dass die Schnittlinien der 
Gegenflächenpaare als derselben Ebene angehörig anzusehen sind, und dass 
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demnach die Kanten eines derartigen Sechsflachs zu vier durch denselben 
Punkt gehen, und zwar die dreimal vier Kanten, welche die entsprechenden 
Ecken der Gegenflächenpaare verbinden. Insofern gehört das Parallelepi- 
pedum als eine besondere Art derjenigen allgemeineren Gattung von Sechs- 
flachen an, bei denen die Schnittlinien der Gegenflächenpaare ein Dreieck 
bilden. Für alle diese Sechsflache fällt die für das allgemeine Sechsflach, wie 
dasselbe oben definirt worden ist, als wesentlich zu bezeichnende Bedingung 
fort, nämlich dass von den sechs das Sechsflach bestimmenden Ebenen nicht 
mehr als drei durch denselben Punkt gehen dürfen. Zugleich ergiebt sich 
hieraus, dass die drei Schniltlinien der Gegenflächenpaare des allgemeinen 
Sechsflachs nothwendig windschief sind. In der Figur (Tafel I) sind diese 
Schnittlinien, welche weiterhin als Fundamentallinien benannt werden, zur 
leichteren Uebersicht stärker gezeichnet. 

Nunmehr zeigt sich sofort weiter als eine charakteristische Eigen- 
schaft des allgemeinen Sechsflachs, dass durch jede zwei Paar von Gegen- 
flächen ein Tetraeder gebildet wird, von welchem zwei Gegenkanten den 
windschiefen Fundamentallinien zugehören, während die übrigen Gegen- 
kantenpaare ausserdem als Gegenkanten des Sechsflachs auftreten, welche 
also ebenfalls windschief sind. Solcher Tetraeder, welche Seitentetraeder 
heissen mögen, giebt es jedesmal drei. Die Seitentetraeder haben zu zwei 
eine Kante, eine der Fundamentallinien, gemeinschaftlich; im Uebrigen 
können sie ganz getrennt von einander liegen. 

Es sei noch hinzugefügt, dass zum allgemeinen Sechsflach als reci- 
proke polare Figur das allgemeine Sechseck gehört, welches vollständig be- 
stimmt ist durch die drei windschiefen Verbindungslinien von sechs gegebenen 
Punkten zu zwei, d.i. von den dreimal zwei Gegenecken des Sechsecks. 
Die sechs Ecken lassen sich ausserdem zu drei durch acht Ebenen ver- 
binden, welche die Seitendreiecke eines Oktaeders darstellen, und in welchen 
ebenfalls unzweideutig von den drei Gegeneckenpaaren, den vier Paaren 
von Gegenflächen, den zwölf Kanten u.s. w. die Rede sein kann. Den 
drei Fundamentallinien, als Schnittlinien der Gegenflächen beim Sechsflach, 
entsprechen beim räumlichen Sechseck die drei Verbindungslinien der Gegen- 
ecken, den Seitentetraedern, welche beim Sechsflach je durch zwei Paar 
der sechs Gegenflächen gebildet werden, entsprechen beim Sechseck die 
drei Tetraeder, welche je durch zwei Paar der sechs Gegenecken als Eck- 
punkte bestimmt sind. 
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Im Folgenden sind einige Beziehungen der Lage der Kanten und 
Diagonalen des allgemeinen Sechsflachs und seiner Seitentetraeder synthe- 
tisch behandelt und dann analytisch dargestellt. Auf die Untersuchung 
besonderer Fälle, in denen von den Seitentetraedern das eine, oder zwei, 
oder drei sich auf einen Punkt reduciren, und auf welche die oben gegebene 
Erklärung des allgemeinen Sechsflachs streng genommen nicht mehr passt, 
ist hier nicht eingegangen worden. Es wird in Beziehung auf diese Special- 
fragen auf das Osterprogramm 1886 des Köllnischen Gymnasiums verwiesen; 
nur sei noch bemerkt, dass der Verfasser bereits 1858 im 56. Bande dieses 
Journals auf die vierfache Homologie der Diagonaltetraeder eines Sechs- 
flachs, dessen Gegenflächenpaare sich in Geraden einer Ebene durchschneiden, 
aufmerksam gemacht hat, was von Herrn C. Stephanos, wie aus einer An- 
merkung zu seiner Abhandlung „sur les systèmes desmiques de trois té- 
traédres“ in Darboux, Bulletin des sciences mathématiques vom Jahre 1879 
hervorgeht, tibersehen worden ist. 


§ 1. 


Zur Erleichterung der Uebersicht an einem bestimmt gegebenen all- 
gemeinen Sechsflach (vergl. auch $ 6) seien die Gegenflächen desselben 


bezeichnet durch 
t, und &, uw und #, v, und we, 


und die acht Ecken (vergl. die Figur): 
(4%%,) dureh A,; (we,t,) durch B,; (o,f) durch C,; (¢,4,0,) durch D,, 
(5u,e,) durch A,; (weit) durch B,; (ou) durch C5 (to) durch D,, 
wo A, und A,, B, und B,, C, und C,, D, und D, einander als Gegenecken 
entsprechen, und die sechs Vierecke 

A,B,D,C, in t,, B,C,D,A, in u, C,A,D,B, in o,, 

A,B,D,C, nt, B,C,D,A, inw, C,A,D,B, in v, 
als die Seitenflächen des Sechsflachs angesehen werden können, während 
die zwölf Kanten desselben sind: 

A,B, oder (fu); B,C, oder (m®); C,A, oder (e,t); 

A,B, oder (Lu); B,C, oder (wv,); C,A, oder (vt,); 

A,D, oder (wv); B,D, oder (vf); C,D, oder (ku,); 

AD, oder (#,0,); B,D, oder (v,t,); C,D, oder (£w). 
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Ferner sind die drei Fundamentallinien des Sechsflachs wieder be- 
sonders bezeichnet: 
(&&) durch £; (uw) durch v; (ev) durch v; 

und ebenso die drei Seitentetraeder durch T, U und V, deren Ecken bezüg- 
lich durch: 

(u,0,0,) oder u,; (me) oder w,; (veu) oder e,; (v,e,u) oder ©, ; 

(9,94) oder e,; (*,e:5) oder e,; (fh £e) oder t£; (fito,) oder ¢,; 

(£u) oder £5; (ftu) oder £&; (wwut) oder &,; (uw) oder u,; 
von welchen zwölf Ecken 


by 05, 06, 8, auf der Fundamentallinie  /, 
ue, , Vu. Uys wu, " »" „ . T u, 
Oro Do Vus Vu, "o0 " ” v 


liegen. 
Man kann diese Ecken als Schnittpunkte der Gegenseiten der ein- 
zelnen Seitenvierecke auffassen, nämlich 
u, als Schnittpunkt von A,B, und C,D, in f, 
e, als Schnittpunkt von A,C, und B,D, in &, 


u. 8. w., folglich sind die Verbindungslinien von je zwei dieser Punkte, welche 
durch Buchstaben mit demselben unteren Index bezeichnet werden, wie 4, 
und e,, #, und o,, ©, und £,, u. s. w., und die in der Figur kurz durch 
f, fj Ui, U, V, 9; bezeichnet sind, die Aussendiagonalen der Seitenvierecke 
tL, b, %, %, 1, © und durchschneiden je alle drei Fundamentallinien. In 
der That verbindet nämlich die Aussendiagonale t, die Punkte w, und v, 
der Fundamentallinien « und e und durchschneidet als Linie der Seiten- 
fläche /, auch die dritte Fundamentallinie ¢, welche ebenfalls in dieser 
Seitenflüche ¢, liegt, und so die übrigen Aussendiagonalen. Man hat also 
den Satz: 

I. Die sechs Aussendiagonalen der Seitenfláchen eines Sechs- 
flachs liegen als Generatrices desselben Systems auf einem Hyper- 
boloid, 

und zwar auf demjenigen Hyperboloid, welches durch die drei Schnittlinien 
der Gegenflächenpaare als Generatrices des zweiten Systems bestimmt ist. — 
Der reciproke polare Satz gestattet eine noch einfachere Darstellung. 
Gegeben die sechs Punkte im Raume: 
t, und &, u und m, v, und v,, 
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welche zu zwei verbunden sind durch die windschiefen Linien 
(t,4,) oder f, (ww) oder u, (o,v,) oder e, 

so dass £, #, e als die Verbindungslinien der Gegenecken, d.h. als die 
Diagonalen des allgemeinen Oktaeders angesehen werden kónnen, welches 
durch die gegebenen sechs Punkte als Gegeneckpunkte bestimmt ist. Als- 
dann liegt Punkt ¢, mit der Diagonale w in der bestimmten Ebene w, und 
mit der Diagonale e in der Ebene »,, und die Schnittlinie dieser beiden 
Ebenen sei t,, so dass also t, zugleich die Linie ist, welche durch den Punkt 
& geht und die Liniep # und e durchschneidet. Sind auf analoge Weise 
die Linien t i, 15, €, 0. von den Punkten £&, w,, %, e,, ©, gezogen, so ist 
aus ihrer Construction sofort zu entnehmen, dass die sechs Linien t, t, u,, 
1, Di, 0 als Generatrices desselben Systems mit den Linien /, #, e auf dem- 
selben Hyperboloid liegen, d. h.: wenn man von jeden zwei Gegenecken eines 
allgemeinen Oklaeders aus an die die beiden anderen Gegeneckenpaare ver- 
bindenden Diagonalen die sie durchschneidenden Linien sieht, so liegen diese 
sechs Linien als Generalrices desselben Systems mit den drei Diagonalen des 
Oktaeders als Generatrices des zweiten Systems auf demselben Hyperboloid. 

Oder wenn man in einer vierseitigen Ecke die Ebenen dureh die 
gegenüberliegenden Kanten als Miftelebenen und ihre Schnittlinie als Mittel- 
linie der Ecke bezeichnet, so lüsst sich der eben dargestellte Satz, wie 
folgt, aussprechen: 

Il. Die Mittellinien der sechs Ecken eines allgemeinen Ok- 
taeders liegen als Generalrices desselben Systems auf einem Hyper- 
boloid, 

und zwar auf demjenigen Hyperboloid, welches durch die drei Diagonalen 
als Generatrices des zweiten Systems bestimmt ist. (Vergl. Satz VIL) 


$ 2. 

Die in Satz I. dargestellte Eigenschaft des allgemeinen Sechsflachs 
gründet sich wesentlich auf die drei windschiefen Sehnittlinien der Gegen- 
flächen, welche Fundamentallinien genannt wurden und zur Bestimmung 
des Hyperboloids dienten, auf dem die sechs Aussendiagonalen lagen. Man 
kann nun diese Schnittlinien theilweise oder ganz durch andere windschiefe 
Schnittlinien der Flächen des Sechsflachs ersetzen und erhält dann, unter 
Anwendung des Satzes I, neue Eigenschaften des allgemeinen Sechsflachs. 
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Es ist leicht zu sehen, dass unter den fünfzehn Linien, in denen sich 
bei hinreichender Erweiterung die Flächen des Sechsflachs durchschneiden, 
und die sämmtlich in $ 1 als Fundamentallinien oder Kanten zur Darstel- 
lung gekommen sind, sich fünfzehn Systeme von je drei windschiefen Geraden 
unterscheiden lassen. Zu diesen gehört vor allem das früher festgestellte 
und dem bisher in Betracht gezogenen Sechsflach zu Grunde liegende Sy- 
stem der drei Fundamentallinien /, v, v: 

(1) bb, yz, 0:10, 
und an dieses schliessen sich unter Festhaltung einer dieser Fundamental- 
linien weiter an die sechs Systeme: 


(2.) GU, 0, uv (3.) tt, v, t, 
(45) Oo uU, vh, ml 5.) wu, its vl; 
(6) oo, ba. bu; (7.) ver, tu, Lu. 


Diese Systeme sind dadurch charakterisirt, dass in ihnen, verglichen mit 
dem Sechsflach (1), eine Durchschnittslinie zweier Gegenflächen und zwei 
Gegenkanten als Generatrices eines Hyperboloids bestimmend auftreten. 
Endlich lassen sich noch als solche acht Systeme windschiefer Kanten zu 
drei aufstellen: 

(8) ue, dl, Lu: (9) wt, bu, ml; 

(10) ob, Ln, wv; (11) vb. we, bu; 

(12.) bu, ut, Gl; (13.) ba, vl. wv 


(14) 0, vb, hw (15) wur, vl, Lu. 
Die letzteren sind in der Figur dargestellt durch die Kantensysteme: 
(8) AD, CA. DC: (9) AD, BA, DB; 
(10) BD, AB, DA: (11) BD, CB, D.C; 
(12) CD. BC, DB, (13) CD, A.C,, DA; 
(14) B,C, CA. A,B: (19) BC, CA, AB. 
Jedem einzelnen dieser fünfzehn Systeme von windschiefen Linien 
entspricht ein vollständig bestimmtes Hyperboloid. Man hat also, wenn 
man die Schnittlinien der Gegenflächen des Sechsflachs den Kanten desselben 
zurechnet, den Satz: 
III. Die fünfzehn Kanten eines Sechsflachs liegen zu drei als 


Generatrices desselben Systems auf fünfzehn Hyperboloiden. 
94* 
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Diese Hyperboloide mögen weiterhin, der obigen Zusammenstellung 
der sie bestimmenden Liniensysteme entsprechend, durch H,, H,, ... H,, 
bezeichnet werden. so dass H, übereinkommt mit A(tt,, u$, 0,02), H, mit 
H(t, t,, u,*,, eo), U. 8. w., und ebenso mögen S,, S,, ... S, die Sechsflache 
bedeuten, denen bezüglich die Liniensysteme 1, 2, ... 15 als Schnittlinien 
der Gegenflichen zu Grunde liegen, so dass durch S, im Besonderen das 
bisher in Betracht gezogene Sechsflach angedeutet wird, dessen Gegenflächen- 
paare sich in den Linien f, u, © durchschneiden, oder welches durch die 
Figur dargestellt ist, und dem auch fernerhin die sich ergebenden Be- 
ziehungen in der Lage von Punkten, Linien und Flächen angepasst wer- 
den sollen. 


§ 3. 

Die Systeme (2.) bis (7.) ergeben sich aus dem System (1.) durch die 
Vertauschung zweier anstossenden Flächen des Sechsflachs (1.), beispielsweise 
das System (2.) durch Vertauschung von u, mit e,. Wird diese Vertauschung 
auch in den Darstellungen von $ 1 durchgeführt, so ergiebt sich, bei An- 
wendung des Satzes I. auf das System (2.) und mit gleichzeitiger Ueber- 
tragung auf das Sechsflach (1.), das Folgende: 

Durch die windschiefen Linien ¢,¢,, w,v,, #,0,, d. h. durch die Schnitt- 
linie ¢ der beiden Gegenflächen ¢, und ¢,, oder A,B,D,C, und A,B,D,C, und 
durch zwei sie verbindende Gegenkanten À, D, und A,D,, wird ein Hyper- 
boloid H, bestimmt, auf welchem ausserdem als Generatrices des zweiten 
Systems die sechs Linien liegen, welche an die Stelle treten von: 


(utt — vol) oder t, d. i. (@,0,4,— w,v,t,) oder D,A,, 
(u, Mt, —,9,l) oder t, d. i. (ue, mot.) oder A,D,, 
(v,t,u,— Ef.u,) oder u, d.i. (cu, — thu) oder wt. 
(o,0,u,— Ih) oder 1, d. i. (2,00, — ll; o;) oder v,., 
(f, tv, —u,u,v,) oder t, d. i. (fyfu— wow) oder f,«., 
(f, L,o,—w,u,v;) oder v, d.i. (£&vo,—w,e,v;) oder t,v,,, 


WO u, £,, dub. t, u., t,v,, die Aussendiagonalen sind bezüglich der Vierecke 
B,C,u,u,, C,B.v,0,, C,Bou,u,, B,Coo,v,, welche an Stelle der Vierecke 
B,C,D, A, €,B,A,D., C,B,D, A, B,C,A,D, treten, so dass sich der folgende 


Satz ergiebt: 
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IV. Auf demselben Hyperboloid (H,) liegen mit der Schnitt- 
linie (t) zweier Gegenflächen und zwei sie verbindenden Gegenkanten 
(A,D, und A,D,), ausser den den lelsteren zugehörigen Innen- 
diagonalen (A, D, und A,D,), noch die Aussendiagonalen der übrigen 
vier sich in diesen Gegenkanten (A,D, und A,D,) durchschneidenden 
Seitenvierecke con S,, in denen statt dieser Gegenkanten die Schnitt- 
linien u und + eingeführt werden. 

Die Systeme (8.)—(15.) sind je durch drei windschiefe Kanten des 
Sechsflachs als Generatrices des zugehörigen Hyperboloids bestimmt und 
ergeben sich aus dem System (1.) durch Vertauschung zweier Paare von 
Ebenen, z. B. entsteht das System (8.) aus dem System (1.) durch Ver- 
tauschung von . 

t, mit e, und w, mit e.. 


Daraus ergiebt sich, dass auf dem Hyperboloid A, welches durch die 
Kanten 4; D,, C, A,, D.C, als Generatrices desselben Systems bestimmt ist, 
zugleich sechs Linien liegen, welche an die Stelle treten von 


(ut e,v,l) oder t,, d. i. (uel — att) oder DL, 
(ut; e,v,L) oder t,, d. i. (u,0,0,— wt,o;) oder D,e,, 
(0,0,%— bu) oder u,, d.i. (mim Lou) oder Cu. 
(0,9: Blu) oder u,, d.i. (ul.o,— fc,v,) oder C,o,, 
(t, 6o,—1,u,9,) oder v,, d.i. (fio,u —we,u;) oder A,u,, 
(ttv, — u,u,9,) oder t,, d.i. (Ko,l,— uo, b) oder At. 


Diese sechs Linien D,t,, D,v,, Cu. Ce, Aqu, Ait, gehen je durch 
einen Endpunkt der drei windschiefen Fundamentalkanten von H,, nämlich A,D,, 
C, A,, D,C,; zu ihrer Construction dient die folgende Beziehung: Die durch 
einen Endpunkt (D,) einer Fundamentalkante (4, D;) und eine zweite dieser 
Kanten (C,A,) gehende Ebene (4) wird durch die dritte Kante (C,D,) in 
dem Punkte 4, durchschnitten; die Verbindungslinie dieses Punktes mit 
dem betreffenden Endpunkt (D,t,) liegt auf dem Hyperboloid A, als eine 
Generatrix des zweiten Systems. In der ‘hat ist dies die bekannte Con- 
struction derjenigen geraden Linie, welehe durch D,. einen beliebigen Punkt 
im Raume, geht und die windschiefen Linien A,C, und D,C, durchschneidet. 

Wird diese Construction für alle sechs Linien des zweiten Systems 
von H, durchgeführt, so bleiben durchweg die beiden Gegenecken B, und 
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B, des Sechsflachs S, unberührt. Dasselbe ist der Fall, wenn es sich um 
das Hyperboloid H(C,D,, A,C,, D,A,), d.i. A, ($ 2) handelt. Wenn man 
nun umgekehrt zur Deutung der eben dargestellten Eigenschaften des Sechs- 
flachs S, von den beiden Ecken B, und B, ausgeht, so treten die Linien- 
systeme (8.) und (13.) nämlich 
(A, D,, C,A,,D,C,) und (€,D,, A,C, D, A) 

als die abwechselnden Seiten des windschiefen Sechsseits A,D,C,A,D;C, 
auf, in welchem sich die Flächen der beiden dreiseitigen Ecken B, und 
B, durchschneiden. Damit ist eine leichte Uebersicht der acht Systeme 
(8.)—(15.) gewonnen, nach welcher die Systeme: 


(8.) und (13.) den Ecken B, und B,. 
(9.) und (10.) den Ecken C, und C,, 
(11.) und (12) den Ecken A, und A,. 
(14.) und (15.) den Ecken D, und D, 


als Durchschnitte der Seitenflächen zugehören. Ausserdem aber ist zugleich 
die Richtigkeit des folgenden Satzes dargethan: 
V. Die durch die abtwechselnden, 3. B. die ungeraden Seiten 
1, 3. 5, eines windschiefen Sechsseits und deren Nachbarseiten ge- 
legten sechs Ebenen durchschneiden die übrigen ungeraden Seiten in 
sechs Punktepaaren, deren Verbindungslinien auf demselben Hyper- 
boloid mit den Seiten 1, 3, 5 liegen. \ 
Die Gegenseiten selbst der acht durch die Kanten eines Sechsflachs 
gebildeten windschiefen Sechsseite durchschneiden je zwei der Schnittlinien 
der drei Gegenflächenpaare. 


$ 4. 

Die bisherigen Untersuchungen über die hyperboloidische Lage von 
Linien des Sechsflachs beziehen sieh, abgesehen von einzelnen Verall- 
gemeinerungen für das ganz allgemeine Sechsflach, an welchem fünfzehn 
Kanten und zwanzig Ecken zu unterscheiden sind, auf diejenige Form des 
Sechsflachs, dessen bekanntester Repräsentant das Parallelepipedum ist; 
nur sind die Seitenparallelogramme desselben dureh allgemeine Vierseite 
ersetzt, so dass sich zur Vervollständigung der anfänglichen Erklärung, 
unter Festhaltung der Bedingung, dass von den Seitenflächen des Sechs- 
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flachs nicht mehr als zwei durch eine Kante oder von den Kanten mehr 
als drei durch eine Ecke gehen, das Sechsflach darstellen lässt als ent- 
standen durch Erweiterung der Seitenflächen der besonderen Form, welche 
durch sechs Vierecke begrenzt ist und acht dreikantige Ecken und zwölf 
Kanten enthält. Auf ein derartiges Sechsflach bezieht sich durchweg die 
bisherige Nomenklatur, ohne Berücksichtigung der besonderen Form der 
das Sechsflach begrenzenden Vierecke, nämlich ob dieselben einen ein- 
springenden Winkel haben, oder ob sich in ihnen zwei Gegenseiten durch- 
schneiden. 

Es giebt aber noch eine zweite Form für das Sechsflach, nämlich 
welches von zwei Fünfecken, zwei Vierecken und zwei Dreiecken begrenzt 
ist, und an welchem im übrigen ebenfalls acht dreiseitige Ecken und zwölf 
Kanten zu unterscheiden sind. Man könnte diese Form als das gemischt- 
flächige Sechsflach im Gegensatz zum Sechsflach im engeren Sinne be- 
zeichnen. In einem solchen gemischtflächigen Sechsflach lassen sich un- 
zweideutig auf jeder Seitenfläche Dreiecks-, Vierecks-, und Fünfeckskanten 
unterscheiden, je nachdem dieselben aus der Durchschneidung mit einem 
benachbarten Seitendreieck, -viereck oder -fünfeck hervorgehen. Durch 
Erweiterung der Seitenflächen gelangt man auch hier zum allgemeinen 
Sechsflach. In der That lässt sich in der Figur ein Sechsflach der eben 
beschriebenen Form sofort erkennen, wenn man z. B. die Figuren 


tu, A,o,t., und iu D,v,t,, als die Seitenfünfecke, 
u,A,D,u, und +, 4,D,v, als die Seitenvierecke, 
tu, uw, und t, v, v, als die Seitendreiecke 


annimmt. Aus diesem Sechsflach ergiebt sich dann, wenigstens in der 
Figur, das Sechsflach 4, B, D,C, A, B; D, C, erst durch Erweiterung der Seiten- 
flächen. Auch an ihm lassen sich die oben gefundenen hyperboloidischen 
Eigenschaften darstellen. 

Wählt man etwa die Schnittlinie der beiden Fünfecke (4,4), die der 
beiden Vierecke D, A, oder (u,v,), und die der beiden Dreiecke A, D, oder 
(w,0,) als Fundamentallinien, so werden dieselben durchschnitten von den 
Verbindungslinien der Punkte (u,0,4,—1,9%t,) und (#,0,4,—a,0,t,) oder A,D, 
und A,D,, d.i. der Schnittpunkte der Dreiecks- und der Viereckskanten in 
beiden Fünfecken, ferner von den Verbindungslinien der Punkte (w,v;u, — t, t,u;) 
und (8,0,0,—4,1,0,), d. i. der Schnittpunkte der Dreiecks- und Fünfeckskan- 
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ten in beideu Vierecken, endlich von den Verbindungslinien der Punkte 
(4,1, — 0,0%) und (t,4,0.—u,0,0,), d. i. der Schnittpunkte der Vierecks- und 
Fünfeckskanten in beiden Dreiecken. Man hat also den Satz: . 

VI In einem gemischtfláchigen Sechsflach wird durch die 
Schnitthanten der beiden Dreiecke, der beiden Vierecke und der 
beiden Fünfecke als Generatrices desselben Systems ein Hyperboloid 
bestimmt, auf welchem als Generatrices des zweilen Systems die Ver- 
bindungslinien liegen der Schnittpunkte der gleichartigen Kantenpaare 
in jeder der sechs Seilenflächen. 

Die Theorie der reciproken Polaren führt von dem gemischtflächigen 
Sechsflach auf das gemischteckige Sechseck, welches von acht Dreiecken 
begrenzt ist, und in welchem diese Dreiecke zwei dreiseitige, zwei vier- 
seitige und zwei fünfseitige Ecken bilden. Bezeichnet man die Verbindungs- 
linien der gleichvielkantigen Ecken dieses Körpers, von denen übrigens die 
der beiden vier- und fünfkantigen Ecken selbst Kanten sind, als Axen, 
so lautet der reciproke polare Satz von VI., wie folgt: 

VII. Die drei Axen eines gemischteckigen Sechsecks und die 
sechs Schnittlinien der Ebenenpaare, welche sich durch jede Ecke 
und die beiden nicht zugehörigen Axen des Sechsecks legen lassen, 
liegen auf demselben Hyperboloid, und zwar die drei Axen als 
Generatrices des einen, die sechs Schnittlinien als Generatrices des 
zweiten Systems. (Vgl. IL). | 

Von den beiden Ebenen, welche je durch eine Ecke des gemischt- 
eckigen Sechsecks und die beiden nicht zugehörigen Axen bestimmt sind, 
ist übrigens die eine stets ein Seitendreieck des Körpers. 


. $8. 

Durch jede Ecke E des Sechsflachs gehen drei Seitenebenen desselben 
und demnach auch drei Kanten, welche je drei weitere Eckpunkte des 
Sechsflachs aufnehmen. Von den übrigen zehn Ecken ist nur eine einzige, 
die Gegenecke, in keiner der drei Ebenen gelegen, als deren Schnittpunkt 
E sich darstellt. Nennt man nun die Verbindungslinien einer Ecke mit 
den anderen Ecken, welche mit ihr in einer Seitenebene des Sechstlachs 
liegen, die Seitendiagonalen des Sechsflachs, so ist die Anzahl der Seiten- 
diagonalen, welehe sieh durch jede Ecke des Sechsflachs ziehen lassen, 
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gleich neun. Die sämmtlichen neunzig Seitendiagonalen des Sechsflachs 
liegen nach §3 zu sechs auf den fünfzehn Hyperboloiden, welche nach § 2 
durch die fünfzehn Kanten des Sechsflachs zu drei bestimmt sind. 

Um sich die Lage zu verdeutlichen, welche die durch jede Ecke 
E in jeder der drei zugehörigen Seitenebenen gehenden drei Seitendia- 
gonalen haben, darf man nur beachten, dass in jeder einzelnen Seitenfläche 
durch die Schnittlinien mit den fünf übrigen Flächen ein vollständiges 
Fünfseit gebildet wird, von dessen zehn Ecken ausser E noch sechs durch 
die beiden Seiten, welche durch E gehen, aufgenommen werden, während 
die Verbindungslinien von E mit den noch übrigen drei Ecken des Fünf- 
seits die fraglichen Seitendiagonalen sind. 


Es liegen also in jeder Seitenfläche des Sechsflachs a = 15 


dieser Seitendiagonalen. Es handle sich nunmehr um die Lage der Schnitt- 
punkte der Seitendiagonalen. Dieselben lassen sich auffassen als die Schnitt- 
punkte der Diagonalen der Vierecke, welche durch die fünf Kanten jeder 
Seitenflüche zu vier bestimmt werden, und darum gelten für sie die bekannten 
harmonischen Eigenschaften der Diagonalpunkte des vollständigen Vierseits. 
Bezeichnet man (vgl. die Fig.) die Schnittpunkte der Innendiagonalen: 
A,D, und B,C, der Fläche ¢, durch T,, 
B,D, und C,A, der Fläche «, durch U,, 
C,D, und A,B, der Fläche e, durch V,, 
und in den Gegenflichen die Schnittpunkte von 
A,D, und B,C, der Fläche £, durch T,, 
B,D, und C,A, der Fläche w, durch U,, 
C,D, und A,B, der Fläche e, durch V,, 
so ist sofort zu erkennen, dass die zur Ebene (ut,) in Bezug auf «, und 
a, conjugirte harmonische Ebene durch den Punkt T, geht, also dass ihr 
Durchschnitt s, T, mit der Ebene f, des Vierecks A,B,D,C, conjugirt har- 
monisch ist zu f, in Bezug auf B,A, und D,C,; ebenso ist e, T,, die Schnitt- 
linie der zu (etj) in Bezug auf e, und e, conjugirten harmonischen Ebene 
mit der Ebene /, conjugirt harmonisch zu t, in Bezug auf C,A, und D,B.. 
Nunmehr ist D,C, zugleich eine Seite des Vierecks A, D,C,B,, dessen 
Gegenseiten A,D, und B,C, sich im Punkt v, durchschneiden; folglich sind 
die Verbindungslinien o, 4, und [v,(v,T,, D,C,)] eonjugirt harmonisch zu 
A,D; und B,C,, d. h. der Schnittpunkt der Linie # mit [e, (v, Ti, D,C.] ist 
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conjugirt harmonisch zu u, in Bezug auf die Schnittpunkte von A,D, und 
B,C, mit u, d. h. in Bezug auf die beiden Punkte u, und w,; es wird also 
auf # der zu uw, in Bezug auf «, und w, conjugirte harmonische Punkt 
gefunden als Schnittpunkt der Verbindungslinie der Punkte v, und (e, T,, D,C,) 
mit der Linie us, und die durch diesen Punkt und e gelegte Ebene durch- 
schneidet D,C, in dem zu w, in Bezug auf D, und C, conjugirten har- 
monischen Punkt, geht also auch durch den Schnittpunkt T, der Seiten- 
diagonalen B,C, und D,A, Ebenso lässt sich beweisen, dass, wenn man 
durch den auf e zu e, in Bezug auf o, und v,, conjugirten harmonischen 
Punkt und die Linie s die Ebene legt, diese die Kante B,D, in dem zu 
v, iu Bezug auf B, und D, conjugirten harmonischen Punkt durchschneidet, 
also ebenfalls durch den Punkt T, geht. Weil nun die Durchschnittslinie 
beider durch T, gehenden Ebenen zugleich die Linien # und e durch- 
schneidet, so hat man den Satz, dass die von T, ausgehende und die Fun- 
damentallinien # und e durchschneidende Linie hindurcligeht, sowohl durch 
den zu &, in Bezug auf «, und w,, als durch den zu e, in Bezug auf o, 
und e, conjugirten harmonischen Punkt und umgekehrt. Das Analoge 
ergiebt sich für jeden Schnittpunkt zweier Seitendiagonalen. Demnach 
erhält man zunächst für die Schnittpunkte der Innendiagonalen den fol- 
genden Satz: 

VIII. Jede zwei Paar Seitenflächen (z.B. u, und w,, ©, und ®,) 
bilden ein Seitentetraeder (T): legt man durch eine Fundamentallinie 
(u), also eine Kante dieses Seitentelraeders, diejenige Ebene E, 
welche die Gegenkante (v,,v,,) conjugirt harmonisch theilt in Bezug 
auf den Durchschnitt (v,) dieser Kante mil einer der beiden übrigen 
Seitenebenen (t,) des Sechsflachs, so geht diese Ebene E durch den 
Schnittpunkt (T,) der Innendiagonalen des Seitenvierecks (t,), 

und umgekehrt: 

IX. Die durch den Schnittpunkt der inneren Diagonalen eines 
Seitenvierecks (z. B. T,) und die den beiden Gegenseitenpaaren zu- 
gehörigen Fundamentallinien (u und e) gelegte Linie durchschneidet 
diese conjugirt harmonisch zu deren Schnittpunkten mit t, (u, und o,) 
in Bezug auf die zugehörigen Ecker des Seitentetraeders T, 

oder auch, in anderer Form ausgesprochen: 
. X. Gegeben ein Tetraeder T und auf zwei Gegenkanten « 
und © desselben je ein Punkt u, und o,: legt man durch diese eine 
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beliebige Ebene t,, so wird auf thr durch die néthigenfalls er- 
 weïlerten Seitenflächen des Tetraeders ein Viereck ausgeschnitten mit 
den Gegenseiten u, und w,, v», und v,, in welchem der Schnittpunkt 
der Diagonalen T, sein mag, so liegt T, auf der Verbindungslinie 
der zu u, und v, in Bezug auf die zugehörigen Ecken des Tetraeders 
conjugirten harmonischen Punkte. 


§ 6. 

Nennt man die gerade Linie, welche sich durch den Schnittpunkt 
der Innendiagonalen eines Seitenvierecks des Sechsflachs und die beiden 
zu den Diagonalen windschiefen Fundamentallinien legen lässt, und deren 
Construction in $ 5 angegeben ist, die dem Schnittpunkt zugehörige Trans- 
versale des Sechsflachs, und bezeichnet man dieselbe durch den deutschen 
Buchstaben, welcher dem Schnittpunkt selbst entspricht ($ 5), so ist sofort 
zu sehen, dass jede Seitendiagonale (wie A,D,) und die beiden zu ihr wind- 
schiefen Fundamentallinien (# und e) durch die Transversale 7, und die 
beiden der Diagonale zugehörigen Gegenkanten (A,D, und D,A,) durch- 
schnitten werden, d. h. dass diese sechs Linien auf einem Hyperboloid liegen, 
und zwar zu zweimal drei als Generatrices verschiedener Systeme. Also: 

XI. Durch jede Seitendiagonale des Sechsflachs und die den 
anstossenden Gegenflächen zugehörigen beiden Fundamenlallinien als 
Generatrices desselben Systems ist ein Hyperboloid bestimmt, auf 
welchem die zugehörigen beiden Gegenkanten und Transversale als 
Generatrices des zweiten Systems liegen. 

Solcher Hyperboloide giebt es im ganzen so viel als Seitendiago- 
naleu, wenn man sich auf das Sechsflach S, beschränkt, d. i. zwölf, nämlich: 


(A, D, u, 0)—-(A,D;, D, A, %,), (A,D,, u, 0)—(A,D,, D, Aj, D), 
(B, D, v, t) - (B, D,, D,B., V), (B,D,, 0, 0 - (B; D,, D.B,, 1), 
(C, D, t, ») — (Ci D D.C. $8); (C,D,, t, ») — (C, D,, D,C,, B); 
(BC, u, e) - (B; C, C; Bi, 3), (B, C, u, v) (Bi C,, C, B, Ti), 
(C, Ay, e, £) — (C; A,, A,C,, U), (C, A, e, £) — (C, A,, A; B,, U), 
(A; Bs, t, w) —(A; B,, B, A,, B)- (A, B,, t, v) -(A,B,, B, C,, B,). 


Diese 12 Hyperboloide haben zu zwei eine der sechs Transversalen 
des Sechsflachs gemeinschaftlich. Es ist weiter leicht zu sehen, dass jede 
35* 
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zwei Hyperboloide, auf denen dieselbe Transversale (wie ©.) liegt, ausser- 
dem noch eine Aussendiagonale (wie t,) einer Seitenfläche enthalten, weil 
diese sowohl von den zugehörigen Innendiagonalen (A,D, und B,C,), als 
auch von den Fundamentallinien ( und e) durchschnitten wird. Ueberhaupt 
ist zu bemerken, dass jede Aussendiagonale (wie t,) zur zugehörigen Trans- 
versale (wie €.) mit Rücksicht auf das Seitentetraeder T in reciproker po- 
larer Beziehung steht. Es genügt, diese Beziehung für die Aussendiagonale 
t, und die Transversale 7, bei einem einzigen Hyperboloid, etwa 
(A, D,, u, v)—(A, D,, D, A,, ©) 

darzulegen. Hier sind die Schnittpunkte von t, und €, sowohl mit der 
Diagonale A,D,, als mit den Kanten s und e des Seitentetraeders conjugirt 
harmonisch in Bezug auf die Schnittpunkte der Gegenkanten A,D, und D, A, 
mit denselben drei windschiefen Linien, also allgemein: 


XII. Die sechs Transversalen und die sechs Aussendiagonalen 
sind wechselseitig conjugirt harmonisch in Bezug auf bestimmte Gegen- 
kantenpaare der zugehörigen Seitentetraeder. 


Ganz ähnliche Beziehungen ergeben sich, wenn man die Untersuchung, 
statt ausschliesslich auf die Schnittpunkte der Innendiagonalen der Seiten- 
vierecke, richtet auf die Schnittpunkte je einer Innen- und einer Aussen- 
diagonale, also auf die beiden anderen Ecken der Diagonaldreiecke dieser 
Seitenvierecke. Jedem dieser Schnittpunkte gehört eine neue Transversale 
zu, und es ergiebt sich weiter, dass die Transversalen sämmtlich sich im Pol 
der zugehörigen Seitenfläche in Bezug auf das entsprechende Seitentetraeder 
durchschneiden. (Vergl. $ 10.) 


Anmerkung. Man könnte von den entsprechenden Linien t, und 
2,1, u, und ll, ... je die eine die Polare nennen der anderen in Bezug auf 
das zugehörige Seitentetraeder T, U, ..., weil die Pole aller durch die 
eine dieser Linien gehenden Ebenen in Bezug auf ihr Seitentetraeder auf 
der anderen liegen. (Vgl. Satz VII des oben erwühnten Programms.) Im 
allgemeinen jedoch gehören die Pole aller durch eine beliebige Linie im 
Raum gehenden Ebenen in Bezug auf ein Tetraeder einer räumlichen Curve 
der dritten Ordnung an, welche sich als Durchschnitt von vier dem Tetraeder 
umschriebenen Kegeln des zweiten Grades darstellen lässt. Eine derartige 
Curve hat man in $ 12 des Programms an Stelle der dort mit r bezeichneten 
Schnittlinie zu setzen. 
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§ 7. 

Es handle sich nunmehr noch um die Feststellung der Lage der Dia- 
gonalen des Sechsflachs, also wenn man sich zunächst auf die in der Figur 
dargestellte Form des Sechsflachs beschränkt, der vier Linien A, A, 
B,B, C,C, D,D,  Dieselben liegen je in einer Ebene mit einer Seiten- 
diagonale und einer Kante und zwar in der Art, dass in jeder eine Seiten- 
diagonale und eine anstossende Kante des Sechsflachs enthaltenden Ebene 
eine ganz bestimmte Diagonale liegt. So liegen die beiden Diagonalen 
4,4, und D,D, bezüglich in den durch die Seitendiagonale A,D, und die 
Gegenkanten D,A, und A,D, bestimmten Ebenen A,D,A, und A,D,D,, 
Diese beiden Ebenen gehen aber weiterhin dureh die Ecken «, und «,, des 
Seitentetraeders T und sind darum nach $ 6 conjugirt harmonisch zur Ebene 
t,, welche den Punkt «, enthält, und zu der dureh A,D, und die Transver- 
sale T, gelegten Ebene. Also 

XIIL Die beiden Ebenen, welche eine Seitendiagonale und die 
durch ihre Endpunkte gehenden Diagonalen des Sechsflachs enthal- 
ten, sind conjugirt harmonisch zu der zugehörigen Seitenfläche und 
der durch die Seitendiagonale und ihre Transversale bestimmten Ebene. 

Und wenn man diesen Satz auf zwei Seitendiagonalen zugleich an- 


wendet: 
XIV. Die zu den beiden Ebenenpaaren, welche je eine von 


zwei Diagonalen einer Seitenfläche und die Gegenecken des Sechs- 
flachs enthalten, in Beziehung auf die Seitenfläche selbst conjugirten 
harmonischen Ebenen durchschneiden sich in der zugehörigen Trans- 
versale. (Vergl. XVIII.) 

Derartige zwei Ebenenpaare sind z. B. die Ebenen A, D, A,, D, A, D, und 
B,C,B,, C, B, C,: dieselben enthalten je eine Diagonale des Sechsflachs, nämlich 
A,A;, D,D,, B,B., CC, und gehen sümmtlich durch den Punkt T,, sowie erweitert 
dureh Kanten des Seitentetraeders T, nümlich bezüglich durch die Kante 

U U Vu, Hugues HS, 
diese Ebenen können darum als die gegenüberliegenden Seitenflächenpaare 
einer vierseitigen Pyramide angesehen werden, deren Spitze T, und deren 
Grundfläche das windschiefe Vierseit w,*, w, v, ist. Dasselbe gilt für die 
vier Ebenen, welche zu zwei durch die Seitendiagonalen A,D, und B,C, 
der Gegenfläche A, gehen, nämlich 
A,D,A,, D,4,D, und B,C,B, C,B,C,; 
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dieselben enthalten der Reihe nach die Kanten 
Bun ous Urdu SU, 

des Seitentetraeders T und sind darum die gegenüberliegenden Seitenflächen- 
paare einer vierseitigen Pyramide, deren Spitze T, und deren Grundfläche 
ebenfalls das windschiefe Viereck w,e, w,v, ist. Auch diese vier Ebenen 
enthalten die Diagonalen A,A,, D,D,, B,B,, C,C, des Sechsflachs. Darum 
lassen sich diese Diagonalen auch ansehen als die Durchschnitte der Seiten- 
flächen der beiden Pyramiden u, e, v, e, T, und «v, e, u, v, 72, und zwar durch- 
schneiden sich paarweise die Seitenflächen 

A,D,A, und A,D,A, d. i. «, e, T, und u,e, T, in A,A,, 

D, A,D, und D,A,D, d. i. v, e,, T, und ze, T, in D,D,, 

B,C,B, und B,C, B, d.i. ue, T, und v, v, T, in B,B,, 


C, B, C, und C, B,C, d. i. uo, T, und 4,0, T, in C,C,, 


80 dass also die Gegenflüchen beider Pyramiden sich in den Diagonalen des 
Sechsflachs durchschneiden. Man erhält demnach die Sätze: 

XV. Die Diagonalen eines Sechsflachs ergeben sich als die 
Schnittlinien der gegenüberliegenden Seitenflächen zweier vierseitigen 
Pyramiden, deren Spitzen die Schnittpunkte sind der entsprechenden 
Seitendiagonalen zweier Gegenflächen des Sechsflachs, und deren ge- 
meinschaftliche Grundfläche das windschiefe Vierseit ist, welches durch 

die Kanten zwischen den beiden Gegenflächen gebildet wird, und 
XVI. Die vier Diagonalen eines Sechsflachs sind die gemein- 
schaftlichen Schnittlinien der gegenüberliegenden Seitenfláchen der drei 
Paare von vierseitigen Pyramiden, welche je die Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Seitendiagonalen zweier Gegen[lüchen su Spitsen und die 
zwischen diesen Gegenflächen liegenden Kanten als Grundkanten haben. 
Umgekehrt ergiebt sich, dass, wenn man die Eckpunkte eines Te- 
traeders T, dessen Flächen s,, #, e,, e; sein mögen, mit zwei beliebigen 
Punkten T, und T, im Raum verbindet, wodurch die beiden räumlichen 
Fünfecke w,w,c, e, T, und 4, 4,0, ve, T, entstehen, und wenn man alsdann 
durch die Verbindungslinien zu zwei in beliebiger, aber gleicher Reihen- 
folge in beiden Fünfecken Ebenen legt, so dass etwa die beiden vierseiti- 
gen Pyramiden 4,0, vu, e, T, und u, v, u, v, T, entstehen, mit dem windschiefen 
Viereck w,t, uv, als gemeinschaftlicher Grundfläche, so durchschneiden 
sich die gegenüberliegenden Seitenflächen der beiden Pyramiden in den vier 
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windschiefen Linien A,A,, B,B,, C,C,, D,D,. Es seien nunmehr durch die 
fünften Eckpunkte T, und T, der beiden räumlichen Fünfecke die beiden 
Linien gelegt, welche die Gegenkanten (#,#,) und (++) durchschneiden, 
und zu deren Sehnittpunkten mit diesen Kanten in Beziehung auf die Eck- 
punkte &, und u,, sowie e, und e, die conjugirten vierten harmonischen 
Punkte w, und w,, sowie e, und v, construirt, deren Verbindungslinien t, 
und t, sein mögen, so bilden die durch t, und Tj, sowie durch t, und T, 
gelegten Ebenen /, und /, mit den Ebenen x, und #,, sowie e, und ve, ein 
Sechsflach, dessen Diagonalen die Linien A,A,, B,B,, C,C,, D,D, sind. 


$ 8. 

Als die Diagonalen eines Sechsflachs wurden die Verbindungslinien 
der Gegenecken bezeichnet, d. h. in denen je drei verschiedene der sechs 
Seitenflächen des Sechsflachs zusammentreffen. Die zwanzig Ecken des all- 
gemeinen Sechsflachs lassen sich demnach paarweise als Gegenecken grup- 
piren, und die Gesammtanzahl der Diagonalen ist zehn. Ausser den vier 
bereits in $ 7 in Betraeht gezogenen Diagonalen sind als solehe noch auf- 
zuführen die sechs Verbindungslinien der Punktepaare: 


s, und o,, v, und £,, 4, und w,, 


us, und e,, v, und 4, (4, und m. 


Die zehn Diagonalen vertheilen sich zu vier auf die fünfzehn Sechs- 
flache und sind entsprechend der früheren Eintheilung ($ 2) dieser Sechs- 
flache die folgenden: 


Sechsflach: Diagonalen: 
(1) db, u$, 005 AA, BB, C,C,, D,D,. 
(2) bb, 0, 403; B,B, CC, wv,, vu. 
(3.  &b, u*;, di} A,A:, D,D,, uo, %,%,,- 
(4) ww, el, tt; C,C,, AA, vu lus utu. 
(5.) ww, eb, oh; B,B,, D,D,, vt, 1,0. 
(6 0,0, hu, bw; A, Ap, BB, tu, ust, 
(7) 00, lt, bu; C,C,, D,D,, tu, Ue, be. 
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Sechsflach: Diagonalen: 


(8) 0, 6, bm; B,B,, w,v,, Cutis tu. 
(9. eo, bt, ot; C, C, ue, tu lu, Lu... 
(10) e, hu, wv; C, C, ets bites uv, 
(11) vo, wt; bu; A, A,, dub, luu, uuo. 
(12) bu, 201, tr: A, A. us u,0,, tul. 


(13) Eu, o,f, tht:; B, By, l,u., u,o,, 0,1. 





(14.) «we; of, lut; D,D,, u,v,, Putas lu. 
(19.) t*,, e, bu; D,D,, u,o., vL, Lu. 

Aus dieser Zusammenstellung der Diagonalen ergiebt sich, dass die- 
selben paarweise je drei Sechsflachen zukommen; z. B. gehören von den 
Diagonalenpaaren 

(A,A:, D,D), (B,B4,,C,C), (uo,,u,v,) 
die beiden ersten dem Sechsflach (1.), die beiden letzten dem Sechsflach 
(2.), das erste und dritte dem Sechsflach (3.) Diese drei Diagonalen- 
paare stellen also gewissermassen ein geschlossenes System dar: sie ver- 
binden die gegenüberliegenden Ecken der beiden vollständigen Vierseite 
in den Gegenflüchen ¢, und t,, und Aehnliches gilt für die übrigen Systeme 
der Diagonalen zu sechs. Die oben hervorgehobenen drei Paare von Dia- 
gonalen sind die Verbindungslinien der Gegenecken der Viereckspaare 
(A,B; D,C, und A,B,D,C), (Bu, Cv, und Bv, Cu), 
(Au, De, und A,»,,D,4,,), 

welche durch die Schnittlinien der Ebenenpaare u,, #, und e,, e, mit den 
Gegenflächen /, und f£, gebildet werden. Also: 

XVII. Die Diagonalen verbinden zu sechs die Gegenecken der 
vollständigen Vierseite, welche in zwei der sechs Seitenflächen des 
Sechsflachs durch die vier übrigen ausgeschnitten werden. 

Weiter ergeben sich durch die Verallgemeinerung der Sätze XIV 
und XVI auf die Vierseite, welche in jeden zwei Flächen als Gegenflächen 
durch die Schnittlinien mit den vier übrigen Flächen gebildet werden, die 
folgenden beiden Sätze: 

XVIII. In den Vierseiten je zweier Gegenflächen des Sechsflachs, 
3. B. der Flächen t, und t,, gehen durch jede der drei Diagonalen, 
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welche sich bezüglich in den Punkten T,, T,, T! und T,, Ti, T; 
durchschneiden, und die zugehörigen Zwischenkanten je zwei Ebenen: 
durch T, T, die Ebenen A,D, A, und D, A,D,, 

» TT, S, » B,C,B, , (CBC, 
o» TiT, ,, » und, 45 € 9, U, » 
» LT , , AL,,, DAD, 
» HhN „ » B,C,B, „ C,B,C, 
» DT; , » Uu, 5, €, U, 
wenn man su diesen sechs Ebenenpaaren in Bezug auf die zuge- 
hórigen Flächen t, und t, die conjugirten harmonischen Ebenen con- 
struirt, so gehen diese sechs Ebenen zu zwei durch die Transversalen 
Bi, Ti, Li und 35, D, Tr, 
welche bezüglich zwei Gegenkanten des Seitentetraeders T durch- 
schneiden, nämlich 
4$, und X, die Gegenkanten (u,u,) und (vv), 
$i 5 X2 » » (mo) , (9j), 
|o» T , » Ge) » (we). (Vgl. XX.) 
XIX. Die Kanten eines jeden Seitentetraeders bilden zu vier 


drei verschiedene windschiefe Vierecke, s. B. die des Tetraeders T 
die Vierecke 


U, Or Ur 9,,, Mo, Vu, Vu, Wo, Ur Ou, Vu, 0, 


und, nöthigenfalls verlängert, durch ihre Schnittpunkte mit den beiden 
Flächen t, und t, die Viereckspaare 
A, B,D,C, und A,B,D,C,, Au, Do, und A,u,D,0,, 
DB;u,C,o, und C,u,B,o,,, 
deren Diagonalen sich bezüglich in den Punkten T, und T,, T, und T,, 
T, und T, durchschneiden: wenn man dann über den drei wind- 
schiefen Vierecken als gemeinschaftlicher Basis und bezüglich mit 
den Punkten T, und T,, T, und T;, T, und T, als Spitzen Pyramiden 
errichtet, so durchschneiden sich die gegenüberliegenden Seitenflächen 
dieser drei Pyramidenpaare in den sechs Diagonalen 
A, A, BB, CC, DD, wu, 4,0. 
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Analytische Darstellung. 
89. 

Die Seitenflächen des Sechsflachs seien. entsprechend ihrer Benen- 
nung. gegeben durch die Gleichungen: 

1) 4=0, &£=0, m=0, u,=0, e-0. e—0, 
zwischen denen die Gleichungen bestehen: 
(0.5 T à b bu, 43- b+ cv, + cv: = 0, 
lot, -- t + Bm + Pim, Tnt +7202 0. 

Durch diese beiden Gleichungen kann man ohne Schwierigkeit die 
Gleichung jeder einzelnen Seitenfläche (1.) für ein durch vier andere Seiten- 
flächen bestimmtes Tetraeder als Coordinatentetraeder darstellen. Setzt man 
nämlich: 
| b,y,— 6,9, = 05; byn-aßı = Gy; biy,— Cf = an; b.72— e. = ay; 

€,0,— 0,7, = D; 1m - O24, = D; €,0,— 4,72 = ba; e,0,— 4,7. = by; 
la,8,— bia; = Cy; 8, 9;— b,0, = C2; a(3,— bo = Cu; Gif ba = Ca, 
so werden die Gleichungen der sechs Seitenflächen des Sechsflachs, je für 


das durch die anderen Gegenflächenpaare ($ 1) gebildete Seitentetraeder als 
Coordinatentetraeder: 


2) 


(3.) 


der Fläche ¢,: + cnt—b,.0,—byo, = 


» » by : Cut+ C124, — b, 0, — b, 7; = 


” » U2 10,9, 40:9 — Cl, — Cyl, = 
” Di: bats + bt, — By), — 05,0. = 
„ +) D) : b, t + b, b — a, 8 — By, Me = 0. 


0 
0 
. uU, : 059; 65$; — C50, — Cyt, = 0; 
0 
0 


Es werde die Bedingung festgehalten, dass von den Seitenebenen 
des Sechsflachs nicht mehr als drei durch denselben Punkt gehen, so dass 
in den Coefficienten mit Doppelindices (3.) keine Reduction eintritt (vgl. 
§§ 13—15 des Programms); alsdann ergiebt sich als die Gleichung des 
Hyperboloids H,, welches durch die drei windschiefen Fundamentallinien 


tt =bh=0) wen —0, o1,=0,=0 
als Generatrices desselben Systems bestimmt wird, je nachdem man das 
Seitentetraeder T, U oder V als Coordinatentetraeder wählt: 
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Gy, 0,0, + @2%,% +4,,%20,+4n%0, = 0, 
(5.) bti I, +50, b +010: t+ 0202 b = 0, 
Cy, b+ 0,5 by te + Cp, bit + Cy bu, 0, 


I 


aus welchen Gleichungen sofort hervorgeht, dass auf dem durch sie dar- 
gestellten Hyperboloid die Fundamentallinien liegen, ebenso aber auch, dass 
weitere Generatrices dieses Hyperboloids sind die sechs Aussendiagonalen: 


t,:4=0, cuit 602w —0, oder b,.0,+5,,0, = 0; 


bib=0, cut eo = O, » b, 0, 4- bat: = 0; 
(6.) u,:%,=0, ae; ant; = O, T Cil, - Cyt, = 0; 
Wi=0, ay,%,+@,0,=0, „ €, b + Cyt, = 0; 
9,:€9,— 0, dbyttbnt=0, 5 au 039; = 0; 
05:9; — 0, bt - bit: — 0, " Gui +, &; = À. 


Ebenso einfach und übersichtlich sind die Gleichungen des Hyper- 
boloids (5.) und der Aussendiagonalen ohne Anwendung der Üoefficienten 
mit Doppelindices, nämlich bezüglich: 





(5°.) H.: at,+a,t, — b,u,+b,u, [oder ce, +6, | 
. 1 


"aas,  8u,+8,u, 7,0, +7,0, 

und 
(ero pasta Lee Seb] lain 
So, etre Le te = li 2d 
en um pete] 127 


Zur Darstellung der Gleichungen der übrigen vierzehn Hyperboloide, 
auf denen die fünfzehn Schnittlinien der Seitenflächen des allgemeinen 
Sechsflachs zu drei liegen, bedarf es nach den Entwickelungen des $ 2 nur 
einer Vertauschung der Fundamentalebenen. 

Die Aussendiagonalen erscheinen in dem System (6.) als die Durch- 
schnitte je einer Fundamentalebene mit zwei anderen Ebenen, welche die 
betreffende Diagonale und eine sie durchschneidende Kante enthalten, und 
von deren Gleichungen die eine aus der anderen sich sofort durch Ver- 
mittelung der Gleichung der entsprechenden Fundamentalebene des Systems 
(4.) ergiebt. In ähnlicher Weise lassen sich die Gleichungen der Innen- 
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diagonalern bilden, von denen hier nur diejenigen angegeben sind, welche 

den Innendiagonalen in den Fundamentalebenen f, und £, zugehören: 
A,D,:t,=0: c,4,—6,¢,=0 oder am — br, — 0: 

| B,C,:4 =0; cam—-bpt:=0  . enm—byo, = 0; 

| A;D,:t,—0: ¢,%,—6,0,=0 . ey %,—b,0, = 0; 
B,C,:t,—0; ¢,8,—6,0=0 . ¢.%—b6,,0,= 0. 


(7-) 


Hieraus ergeben sich weiter die Verbindungslinien der Schnittpunkte 
T, und T, der Seitendiagonalen mit den Ecken des Seitentetraeders T: 


Tu, Co = Ch = bit; 


Tu, ; Cn #1 = Ca = bye; 
To, : Cat = bue, = byt; 
Tiv, : Cnt, = be, = bnti; 
(8.) 

Lu, Ch, = Co = but; 

T»w., 2 C10, = CV, = ba: 
T,0,, : Cut = bat, = 5t: 
T,v., . Cite = D, 0, = by, 02, 


und die Schnittpunkte T der Settendiagonalen selbst: 
T, Cyt = Co 520 = — bat; 
T, Ch =—-Cnt= 6,0,= — bn; 


"n 
T, :c49, = —65u = — by 0; = b20:; 


(9.) 
T, Cut = Cy = bit, = b,ti; 
T, Cd = — Co = b.e, = — by, 02; 
' 
T, C40, = — Co = —b,,0, = b, e;. 
§ 10. 


Die Transversalen T (vergl. die Sätze XIII und XVIII) stellen sich 
dar als die Durchschnitte der Ebenen, welche conjugirt harmonisch sind zu 
den durch die Seitendiagonalen und die zugehörigen Kanten des Sechsflachs 
gehenden Ebenen, deren Gleichungen in den Systemen (6.) und (7.) von 
$ 9 gegeben sind, in Bezug auf die zugehörige Seitenfliche. Die Glei- 
chungen dieser Ebenen sind demnach: 


Hermes, über das allgemeine Sechsflach. 281 


(durch t;) : Ct + Cy tht 520,460, = 
(durch R, C.) . C49, — Cop Mat b,,9,— 5220 = 

10. 
( ) (durch t,) . Cu+ €i? Uu. b, v b., > = 
(durch B, C) :€4U,— Cit; D,,9,— 0,0, = 
(durch AD;) : Cut 0,1 — b, 9,3 bat: = 0, 


0 
0 
(durch A,D,) : c4,9,— C2%— be; bt; = 0; 
0 
0 


aus denen hervorgeht, dass die durch sie dargestellten Ebenen der Reihe 
nach die Polarebenen sind der Schnittpunkte T der Seitendiagonalen, welche 
in dem System (9.) dargestellt sind, in Bezug auf das Seitentetraeder T. 

Die Durchschnitte dieser Ebenen (10.) zu zwei sind die Transversalen 
4 durch die Punkte 7; man erhält also für dieselben die Darstellung 
(vgl. $ 5): 

By :1€49— Co = 0, d20,—b20, = 0; 

tb — 0, Coto+ bye, = 0; 
(11) 1 © Cut + but: = 0, Co + 620, = 0; 
do: C119, Co = 0, 6,,0,— 54v; = 0; 
2 26 ,%,+5,0,=0, ey%+b,0, = 0; 


"n 


2 048 +5,0,=0, cut b, e; = 0. 


Aus diesen Gleichungen geht, entsprechend dem Satz IX, hervor, 
dass die Transversalen T je zwei Gegenkanten des Seitentetraeders T durch- 
schneiden und zwar conjugirt harmonisch zu den Endpunkten je der dritten 
Seitendiagonale des zugehörigen Vierseits (vergl. die Gleichungen (6.) und 
(7.) in $ 9). Ausserdem aber ergiebt sich, dass die Transversalen zu drei 
durch einen und denselben Punkt gehen, nämlich &,, &;, Sj, bezüglich 
TI, 35, 4$; durch . 


(12.) 


(T 1040, = Cyth = — 00, = — bar, 
IT" 1 Cy = Cyt, = — 5,0, = — br, 


d. h. durch die Pole der Fundamentalebenen /, und £, (System 4) in Bezug 
auf das Seitentetraeder T. Demnach hat man allgemein den Satz: 

XX. Die Transversalen in den Ecken des Diagonaldreiecks 
eines jeden Seitenvierseits durchschneiden sich in dem Pol der Ebene 
des Vierseits in Bezug auf dasjenige Seitentetraeder, dessen Flächen 
die Seiten des Vierseits ausschneiden (vergl. XI), 
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an welchen Satz sich noch, wie sofort aus den Gleichungen (9.) und (12.) 
der Punkte T hervorgeht, der folgende anschliesst: 
XXI. Die Ecken eines Diagonaldreiecks und der zugehörige 
Pol sind die Ecken eines Tetraeders, welches in Bezug auf das ent- 
sprechende Seitentetraeder sich selbst conjugirt ist. 

Auch für die Hyperboloide, auf denen die Transversalen mit den zu- 
gehörigen Seitendiagonalen und Gegenkanten des Sechsflachs liegen ($ 6) 
sind die Gleichungen leicht aufzustellen. Nämlich aus den Gleichungen 
z. B. der Diagonale A,D, (System (7.)): 

A, D, : c4 u,—b,e; = 0, Cx th— 50; = 0 
und denen der Fundamentallinien # und v: 
4—u,—0 und o, =%,=0, 
und ebenso aus den Gleichungen der Transversale T, (System (11.)): 
à; Cy, U%,—Cyt, — 0, 6,0 — dur, = 0 
und denen der Kanten D,A, und A,D,: 
u—=0 —=0 und = =0 
ergiebt sich, dass diese Linien sämmtlich auf dem Hyperboloid: 
62619-526020, = 0 
liegen. Man erhält also für die Hyperboloide: 
(A, D,, u, ©)—(A,D,, D, À, 3), 
(B, C, u, e)—(B, C,, C Bi, di); 
(A, D,, u, v) (4 D, D.A,, Be), 
(B, C;, u, v)—(B, C,, C, B,, 22) 
beztiglich die Gleichungen: 
b, cu, 0, — by2Cyt0, = 
B yo 048,6, — B29 C22 My Op 


b, cu, 02. — by Cyphv, = 


l 
S © © 


(13) 


b, €,8,9, — On 004,0, = 0 


und ganz entsprechend die Gleichungen für die übrigen acht dieser Hyper- 
boloide. 
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§ 11. 


Analytische Ausdrücke für die Diagonalen des Sechsflachs ergeben 
sich unmittelbar aus den beiden Fundamentalgleichungen (2.) zwischen den 
Coordinaten f, v, ©. Weil nämlich die Diagonalen (§ 8) als die Verbin- 
dungslinien der paarweisen Gegenecken auftreten, so sind zu ihrer Dar- 
stellung im Allgemeinen die Gleichungen zweier Ebenen durch Gegenecken 
erforderlich, also zwei Gleichungen des ersten Grades zwischen zwei Co- 
ordinatengruppen zu drei. Derartige Gruppen und zwar der Anzahl zehn 
der Diagonalen entsprechend, gehen aus den Gleichungen (2.) hervor durch 
Trennung dieser beiden sechsgliedrigen Gleichungen in je zwei dreigliedrige 
Gleichungen. Denn trennt man z. B. die Gleichungen (2.) in die beiden 
Systeme: 

a,b b,4,+¢,0,=0, ab b uc 0; = 0, 
und e,&-- Buys. = 0, chc) wy = 0, 
von denen jede Gleichung die zweite des Systems bedingt, so wird durch 
jede einzeln eine Ebene durch einen Eckpunkt des Sechsflachs dargestellt, 
und zwar durch die beiden Anfangsgleichungen je eine Ebene durch den 
Punkt (é,#,0,) oder A,, und durch die beiden Schlussgleichungen je eine 
Ebene durch den Punkt (£&u,v,) oder A,, folglich, weil jede Gleichung durch 
die zweite desselben Systems bedingt wird, durch jede der vier Gleichungen 
eine Ebene durch beide Punkte A, und A,, so dass also durch je zwei 
aus beiden Systemen entnommene Gleichungen die Diagonale 4,4, darge- 
stellt werden kann. Demnach ergeben sich etwa als die Gleichungen der 
Diagonale 4,4, die folgenden: 
. | a br b,u,+¢,0, = 0, | a,t,+ b,u,+¢,0, = 0, 
a €, b+ 0247202 = 0 Ont - D uy t; = 0, 
und ganz analog lassen sich die Gleichungen der übrigen neun Diagonalen 
bilden. Durch Elimination einer der Variabeln, z. B. der Coordinaten f, und 
L, erhält man weiter: 
b,u, + c,v a bu +cv a 
Batna a ™ Haine a 


welche Gleichungen übereinkommen mit den folgenden: 


I 


€ u,—b,,*, = 0 und C12 u, — b., 0 = 0, 
die ebenfalls zur Darstellung der Diagonale 4,4, dienen kónnen. In den letzten 
Gleichungen erscheint A, A, als die Schnittlinie der Ebenen A; D, A, und A,D,A,, 
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welche je eine von zwei einander entsprechenden Seitendiagonalen und eine _ 
der Gegenecken der beiden Gegenflächen ¢, und é, enthalten und sich auch 
den Systemen (7.) entnehmen lassen. Man gelangt demnach zu folgendem 
System von Gleichungen für die sechs Diagonalen zwischen den Gegen- 
flächen ¢, und &, welche sämmtlich auf dasselbe Coordinatentetraeder T be- 
zogen sind: 
A, Az: Cut —b,5*, — 0, est — be; = 0; 
B,B,:c4,u,—059; = 0, ew — 5,6, = 0; 
(14) C,C, : Cuti—bno — 0, nn —b20 = 0; 
D,D,:ctm——b,9,—0, eyth—byo, = 0; 
U, 9, : Cu UT Cola = 0, bt, -- bv, = 0; 
WU, 9, : Cy M+ Cyt = 0, btc, 549; — 0. 

Bei der vergleichenden Zusammenstellung dieses Systems mit dem 
der Punkte T (9.) bestütigt sich, dass jede dieser Diagonalen als Durchschnitt 
zweier Ebenen durch einen Punkt T und eine Kante des Seitentetraeders 
T angesehen werden kann, entsprechend den Sützen XV und XVI, in 
der Weise, dass, wenn man durch die sechs Punkte T und die sechs Kanten 
die sämmtlichen (24) Ebenen legt, diese sich einmal zu zwei in den Trans- 
versalen © (System (11.)) durchschneiden, andererseits die Seitenflächen 
bilden von sechs vierseitigen Pyramiden, welehe zu zwei über einem der 
drei durch die Kanten des Tetraeders T gebildeten windschiefen Vierseite 
als gemeinschaftlicher Grundflüche und mit entsprechenden Punkten T als 
Spitzen construirt sind. Diese Lage der Diagonalen führt demnach noch 
zu dem folgenden Satze: 

XXII. Die durch zwei entsprechende Punkte T zweier Gegen- 
flächen t, und t, des Sechsflachs und die zugehörigen Diagonalen 
(s. B. durch T, und T,, sowie A,A,, B,B,, C,C, D,D.) gelegten 
zweimal vier Ebenen durchschneiden sich ausserdem paarweise tn 
vier Kanten des Seitentetraeders T, oder: 

XXIII. Von den sechs Punkten T aus gesehen fallen die sechs 
Diagonalen zwischen den Gegenflächen t, und t, zu dreimal vier 
mit den Kanten des Seitentetraeders T zusammen; der scheinbare 
Schnittpunkt der jedesmaligen zwei übrigen Kanlen liegt auf der 
zugehörigen Transversale T. 

Wird durch ein Tetraeder T eine beliebige Transversalebene #4 ge- 
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legt, so wird auf dieser durch die Durchschneidung mit den Seitenflächen 
von T ein vollständiges Vierseit bestimmt, dessen Diagonalen sich in den 
Punkten 7,, T;, T; durchschneiden, und jedem dieser Punkte entspricht 
ein bestimmtes Viereck in /,, folglich auch ein bestimmtes Kantenvierseit 
auf T. Denkt man sich nun durch die Punkte T und die Seiten der zu- 
gehörigen Kantenvierecke auf dem Tetraeder T die Ebenen gelegt, so ent- 
stehen drei vierseitige Pyramiden mit den Spitzen Tj, Ti, T, : 

XXIV. Auf den Seitenflächen dieser Pyramiden liegen je 
sechs von den Diagonalen aller Sechsflache, welche durch die Flächen 
des Tetraeders T, durch die Ebene t, und eine beliebige zweite 
Transversalebene t, als Seitenflächen gebildet werden, und zwar 
immer diejenigen sechs Diagonalen dieser Sechsflache, welche sich 
zwischen t, und t, als Gegenflächen ziehen lassen. — 


Steglitz, December 1885. 
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Note on the theory of linear. differential equations. 
(By Professor A. Cayley, at Cambridge.) 


1. I consider a linear differential equation 
m m—] 
po tp, EL + pag = 0, 

where p, p, ... p, are rational and integral functions of x, having no 
common factor: as usual z is a complex magnitude represented by a point, 
and we consider the integrals belonging to a singular point «=a of the 
differential equation. An integral may be a regular integral, or it may be 
what Thomé calls a normal elementary integral: the theory of these inte- 
grals (which I would rather call subregular integrals) requires, I think, 
further examination. 

2. I retain x as the independent variable, but for shortness use ¢ 





to denote —. and I take as the dependent variable 3, = E we 


have then 3 determined by a non-linear differential equation of the order 


m—1, and from any value of 3 we derive a corresponding value e^ of y. 
3. To obtain the s-equation, using for shortness accents to denote 

! n 2 

differentiation in regard to x, we have s = and thence 3 = rum 2) , 


ur "n Li 
that is ss = hence also Bash" = Fun that is 
"t m 
3(2°+3)+233 +3" = "E or finally 2°+333'+3" = PE 


? 


and so on; viz. the values of +, rE 


"n 


y 
y 


(n) 
generally for PE the first term is s" and the last term is 3-1. If to fix 


2 ' 3 
, are 5, 3 +3, 2°+333 4-3 , ...; 





the ideas the y-equation is 
psy +pıy +p:y'+p; = 0, 
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then, dividing by y, the z-equation is 
Pas + 322 +3 )--pi( 8) psp. = 0; 
and similarly, from the y-equation of the order m, we derive a z-equation 
of the order m—1, 
PCs" FBO) bet pn-2(@+3)4Pmn-134+Pm = 0. 
4. In this equation each coefficient is in the first instance a rational 
and integral function of æ or what is the same thing of æ—a; writing £ to 





denote , each coefficient is thus the sum of a finite number of nega- 


z—da 
tive integer powers of £; hence multiplying the whole equation by a proper 
positive power of f£, the several coefficients become each of them the sum 
of a finite number of positive powers of /, or arranging in descending 
powers of ¢, say the general form is p, = o,0^4- 2,07 -----x,, where 4 is 
a positive integer which may be — 0, and which has for each coefficient 
its proper value. We wish to satisfy the z-equation by a value s = des- 
cending series in £, viz. the form is s = A(^--A't^ ^ -----, with powers which 
are integral or fractional, but where the number of positive powers is finite. 
The theory is almost identical with that of the solution in like form of the 
algebraieal equation pys"--p,s" !-F----Fp, a3-Fp, = 0, or say the equation 
U — 0, where U is a rational and integral function of 3, t, of the degree 
m as regards s. 

6. Considering s, ¢ as Cartesian coordinates the equation in question, 
U — 0, represents a geometrical curve such for any given value of the 
abscissa ¢, the ordinate 3 has m values: the curve is of the order m at 
least, but it may be of a higher order m+; when this is so there is at 
infinity on the axis / — O0, a x-tuple point A, and thus any line parallel to 
the axis / — 0, intersects the curve in the point À counting as x intersections, 
and in m other points, which are the points belonging to the m values of 


the ordinate s. Taking s = 1, and for s, ¢ writing T — respectively, we 


have between the trilinear coordinates 5, £, s an equation U'=0 of the 
order m+x, where s=0 is the equation of the line infinity: and the curve 
has a x-tuple point at the point K for which ¢=0, s — O. 

6. Starting from the equation U = 0, for an arbitrary value of t we 
have m values of z all of them different: these may be developed, each of 
them as a descending series in ¢, and the development is effected in the 
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usual manner; viz. considering for the moment ¢ as very large, then s is in 
general very large and it has a leading term Aé*, which is determined by 
writing in the equation s = At“, and then finding o in such wise that there 
are two or more exponents equal to each other and greater (that is nearer 
+00) than any other exponent: we have thus a highest power of £, the 
whole coefficient for which must vanish, viz. we obtain an equation of two 
or more terms giving for A a value or values not — 0; in the term A 
in question, « is in general positive, but it may be — 0, or be negative. 
The leading term A/^ being found in this manner, the law for the ex- 
ponents of the subsequent terms is frequently at once apparent, but if ne- 
cessary we write 3 = Af*+A’t*-“, and determine in like manner the ex- 
ponent «—«c' and the coefficient A’, and proceeding in this manner until 
the law of the exponent becomes apparent, and then by the method of in- 
determinate coefficients, we finally arrive at a series 
5 = At*-- ATH ANSE. 

in descending powers of ¢: the exponents are integral or fractional, but the 
number of positive exponents is always finite. There is either a single 
series or it may be two or more series; but the number of series is at 
most =m, and when it is less than m, then the coefficients in the several 
series or some of them will contain radicals. and by giving to each radical 
its different values, the system of series will determine m different values of s. 

7. The curve meets the line infinity (s = 0) in the point K coun- 
ting as x intersections, and in m other points, some or all of which may 
coincide with K; the forms of the series depend on the configuration of the 
m points, or say on the relation of the curve to the line infinity: Thus 
suppose x = 0, and further that the m points are all of them distinct, that 
is let the curve be a curve of the order m meeting the line infinity in m 
distinet points, or what is the same thing having m asymptotes, no two 
of them parallel; we have in this case m series, each of the form 


Te 


where the several coefficients A have distinct values. 

8. In the foregoing case A is determined by an equation of the 
order m, having unequal roots; and taking for A any root at pleasure, the 
remaining coefficients B, C, ... are each of them linearly determined. 
If the equation has two equal roots, this may correspond to the case of 
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two parallel asymptotes (the curve has here a node at infinity); the coef- 
ficients B, C, ... will in this case depend on a quadric radical, and by 
giving to this radical its two values, we obtain the two series 


At+B +24, 


5 


At+B+ +, 

corresponding to the two equal roots of the equation. But if instead of a 
node at infinity we have the line infinity a tangent to the curve, then 
instead of the two parallel asymptotes, we have an asymptotic parabola; 
the series assumes a new form, viz. it contains terms in fi, (^5, ...; the 
coefficients of the integer powers have determinate values, but those of 
the powers ii, (7!, ... contain as factor a quadric radical, and giving to 
this radical its two values we have two series 


AUECA (BE +.) 


3 


3 


s = At C4 (B4 4.) 


9. "The like considerations apply in the case where the line infinity 
passes through higher multiple points of the curve, or has with it a contact or 
contacts other than a single ordinary contact: in every case, reckoning as 
distinct series those obtained by attaching to each radieal its different values, 
the number of distinet series will be — m precisely. 

10. Reverting now to the differential equation 

Dt FEO) fet pu os +3) + pus tp. = 0, 
it is to be observed that the very same process is applicable to the deter- 
mination of s in the form of a descending series 3 = At’+A1"+--; 
moreover it frequently happens that the determination of the leading term 
At^ is made by means of the algebraical equation 
Po3” ++ Pa past Pm = 0, 

viz. this is so whenever the value of « is greater than 1: in fact writing 
5 = Al"(o — 1), then in the sets of terms (3"-----4-3(007?5, ... (#+323 +3), 
(3’+3'), the first terms 3", ... 3°, 2° are each of them of a higher degree 
than any other term in the same brackets, so that attending only to the 
terms of highest degree the sets may be reduced to 3”, ... 2°, 3". . But 
in the determination of the subsequent exponents and coefficients, the omitted 
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terms or some of them would of course come into play: and it is at least 
not obvious that we can, for the forms of the series which satisfy the 
differential equation, employ geometrical considerations such as those which 
were used in regard to the series satisfying the algebraical equation. 

11. Considering as above the coefficients p, pi, ... p, as rational 
and integral functions of ¢, it is easy to determine the degrees of these 
coefficients in such wise that the exponent e of the leading term At”, shall 
have a given value. Suppose first this given value is «=a, a positive 
integer greater than 1, the degrees may be 0, @+a, 0+2a, ... 0+ma 
(0 = 0 or any positive integer at pleasure); and not only so, but if we write 


po— LUAM, ppH Lette, pe = Lite, 


then writing s= Af’, clearly the highest power in the equation is /^*"*, 
and equating the coefficient hereof to zero we have 


[,A"+L,A""+--+L,_,A+L, = 0, 


an equation of the degree m for the determination of the coefficient of the 
leading term A! (a — 1). Assuming that the roots are all unequal, we 
have m series each of the form 


s = ACH BM 44 K4+ T 4. 


12. Suppose a=1, that is let the leading term be At; here the 
degrees may be 0, 0+1, 0--2, ... 0--m (@=0 or any positive integer as 
before), but we have a different form for the A-equation: in fact here 
(5 = Af) in the sets of terms (z"------- 3007), ... (#+323+2”), (2-3) the 
terms in each brackets are of the same degree, viz. the degrees are m, ... 3, 2; 
and not only so, but we have 2’°+3' — (A4 — A)? that is — [A[£, 2--3ss'4ts" 
= [AP£, ... Hence if p, — L,t?-----, p, = L,t**' +--, p, = L,0?** 4---., the 
A-equation is 

LAT - L [A] ++ L. [AP +L, = 0, 


an equation of the degree m as before; assuming that the roots are une- 
qual, we have here m series each of the form 


being, as will presently appear, the case of m regular integrals for the 
y - equation. 
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13. In either of the last mentioned cases, the formula for the A-equation 
holds good if any two or more of the coefficients p, Pı, ... p, are of the 
degrees aforesaid, the: others of them being of inferior degrees; we have 
only to put = 0 the L’s which belong to the coefficients of inferior degrees: 
if neither Z, nor L, be = 0, the equation is still an equation of the order 
m, with m effective roots; but if any of the coefficients Z at the beginning 
of the equation vanish we thus introduce roots — oo, and if any of the coef- 
ficients L at the end of the equation vanish, we thus introduce roots = 0, 
and the number of effective roots is =m — the number of roots oo or 0: 
the case requires further consideration. If the equation has equal roots, 
then from what precedes it is easy to infer that we may have distinct 
series containing as in the general case only integer powers of ¢, or we 
may have series beginning with Af or At, but containing also fractioffal’ 
powers of £. 

14, If the leading term is 3= A/^ « — a, a value — 1, then in 
the sets of terms (s"-F-----307?), ... (3°+ 8233 +3"), (3°+3') the last terms 
309 ,,,3", s' are each of them of a higher degree than any other term 
in the same brackets, so that attending only to the terms of the highest 
degree the sets may be reduced to 3/779, ... 3", s', or we may consider 
the equation py"? -- p, 3007? ------E p, 23 +pmni3+p, = 0. In particular this 
is the case for s = At^*, a being a positive integer; in this case the degrees 
Of Puy Pas. p" ^, p, may be 0+a—-m+1, 0-Fa—m-4 2, ... 0--a, 0; and 
this being so the leading coefficient A will be determined by a linear 
equation. But the case is in fact that of a non-singular point z — a, and 
I do not here further consider it. 

15. Reverting to the case where the series is 


4 = At+B4 ++ 





TM : 1 . TM 
and substituting for ¢ its value ——, or for greater convenience +, this is 


+ = A EBA Ca Da? 4, 
whence 
logy = Alogr+Bx+1Cr'+.……, 
or passing to the value of y, but expanding the exponential of Br+Cz2’+-.., 
this is 
y = z'(14B'z4 Cr) 


292 Cayley, on linear differential equations. 


viz. we have here a regular integral. By what precedes it appears that 
for the values p,= Lx °+.., p, = Le""+-, p, =L,2~°™, the exponent 
A is determined by the equation 

L[AY  L[AY7 4 L.S [A]-L, = 0, 
which is the equation for that purpose considered by Fuchs, and is what 
I would call the indicial equation. 

The logarithmie forms which belong to the case of equal roots may 
be deduced from the case of unequal roots by supposing two or more of 
the roots to approach each other continuously, and become ultimately equal. 

16. Similarly if the series be 

s = Fü KP AU B+ T 4+ 


'(aSbeing a positive integer = 2 at least), then writing as above ¢ = +. this is 


1 dy F k A 
y ds att yt yt Bt Cet, 
. F 1 K 
whence, if for shortness # = ——- —_-— ---— —, we have 
a—1 zx z 


logy = w+ Aloge+Br+14Ca’ +, 
or passing to the value of y, but expanding as before the exponential of 
Br+4Co’+---, this is 
y = e"z^(14 B'z4-C'a^ +), 
a subregular integral. By what precedes it appears that if p, = L,z^?----., 
pLz*'...p,-—L,a ^ "—^4-.., then the equation for the leading coef- 
ficient F (previously represented by .4) is 
L,F"^--L,F"7-E-----L, F+L, —0; 
but I do not see any direct or simple way of obtaining the corresponding 
equation for the exponent A of this subregular integral. 
17. To illustrate the case of a series with fractional powers, and 
also in order to work out a simple example with some completeness, I 
consider the differential equation of the second order DS iy — 0, giving 
the 3-equation 3*+ 3+ p; = 0; p,is a rational and integral function of (= +) 
and we have two cases according as the order of the function is even 
or odd. 
18. Suppose first that the order is even, and for convenience taking 
it to be =4, and assuming the value of p, accordingly, I consider the 
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equation 
+3 = of +BP+yP+dtt+e. 
Here the form is at once seen to be 
3 = AP+Bt+C+ ++ 
and observing that we have 
! ds 3 2 2E 
3'= -f7 = 2AU-BÜY DE + 


we find 
A’ = a, 
2AB —2A = p, 
2AC--P' — B= y, 
2AD+ 2BC +0C = 0, 


24E--2BD4 C+ D =e, 
2AF+2BE+2CD+2E = 0, 


equations which give 
A = Ye, 


B = 14—% 








_ 97 8 
D= 2Va 2a ‘ay B—Br)+ de Te 16o*ya ' 
€ 30 
E = aja a HN 
arr we a RAR) rr Te ur ; eie. 


we then have 
' A, B 
yids Cog tC De ES, 
and consequently 


y = et gh ett hottest 
9 
where the second exponential is to be expanded in the form 1+C’2+D'x?’+---; 


there are of course two values, say y, and y,, corresponding to the values 


+V¥o and —Va of the radical respectively. 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 3. 38 
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19. Secondly if the order be odd, and for convenience taking it 
to be = 3, and assuming the value of p, accordingly, I consider the 


equation 
3°+3 = BP+yf+dt+e. 


. Here the series is at once seen to be 
Att+Bt+ Cth+D+Et-*+..., 


2 
we have 
3 = —$AU—BP-1Cth+ GEO --., 


and we thence derive the equations 


A’ = p, 
2AB 3A = 0, 
2AC+ B’ — B=y, 
2AD+2BC —4C = 0, 
2AE+2BD + C° = à, 


2AF+2BE+2CD+1E = 0, 


(where in the next equation we have on the right hand side e, and in 
each of the subsequent equations we have on the right hand side 0). 


We find 


A= VB, 
B= 3, 
1 
= aya V T9) 
1 
D = —38 0 t 19) 
1 
E = agyg tr trtneen: etc. 
where observe that the coefficients A, C, E, ... contain as a factor UE 
but the coefficients B, D, ... are rational. 
We have 
= 1 dy __A ,8B C } - 
s= y ds d x td +D + Ez’+ Fr + 


giving 
logy = M. + Blogz+2Cz+Dx+2Ext+4Fa+.… 
z 
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and thence passing to the value of y, but expanding the exponential of 
2Czi--Dz-4---, we have say the integral 


2A 
y =e a (lp Cat D'c+E'c! +...) 
and then also, changing the sign of Yß, the integral 


24 
y; = ez z^ (1—C'xt+ D'a — E' zd +-.-). 
Writing for a moment 


0=e*, 
M = 14-D's+F'2’+-, 
N =C+Ex+Gzx+.……, 
the two integrals are z^Q(M-- Naz, and z°Q'(M— Nat): these may be re- 
placed by their sum and difference, viz. these are 
git ys Mz*(Q + Q)+Nzx*"1(Q—-07), 
y;i—9; = Ma*(Q—Q^)- Na*(0-- Q7, 
where Q--Q^' is a rational function of æ and Q— Q^ is = xt into a rational 


function of z; hence y,+y, is = z^ into a rational function of z, but y,— y. 
is = z^*! into a rational function of a. 


Cambridge, 28th April, 1886. 
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Ueber die Deformationen einer biegsamen unaus- 
dehnbaren Fläche. 


(Von Herrn J. Weingarten.) 


Im XXII. Bande der Abhandlungen der Royal Irish Academy (1853) 
hat Jellet die schöne Bemerkung ausgesprochen, dass eine biegsame und 
unausdehnbare Oberfläche von überall positivem Krümmungsmass nicht defor- 
mirbar ist, wenn man ein in ihr befindliches Curvenstück festhält, während 
eine Fläche von tiberall negativem Krümmungsmass eine Deformation bei 
Fixirung einer ihrer asymptotischen Linien gestattet. Die Schlussfolgen 
aber, durch welche Jellet diese Sätze entwickelt, sind nicht überzeugend. 
Das Gleiche gilt von den Schlüssen, durch welche später Herr Lecornu 
(Journal de l’École Polytechnique 42i*me Cahier 1880) in einer die Bedin- 
gungen des Gleichgewichts einer biegsamen unausdehnbaren Fläche behandeln- 
den Abhandlung einige, den Kernpunkt dieser Abhandlung nicht berührende, 
geometrische Eigenschaften der Deformation solcher Fläche ableitet. Beide 
Autoren nehmen zum Ausgangspunkte ihrer Entwickelungen die linearen 
partiellen Differentialgleichungen, von denen die unendlich kleinen Defor- 
mationen einer als biegsam und unausdehnbar betrachteten Fläche abhängen. 

Der Begriff der unendlich kleinen Deformation einer solchen Fläche 
lässt zunächst zwei verschiedene Auffassungen zu, deren inhaltliche Ueber- 
einstimmung keineswegs selbstverstindlich ist. Man kann einerseits eine 
gegebene Fläche, deren Punkte durch die Werthe zweier unabhängigen Ver- 
änderlichen p, g bestimmt seien, als specielles Individuum einer Flächenschaar 


c= fP; 9 D, y= Pp, 9; t), 3 — (p, 9; t) 


betrachten, und die stetigen Functionen x, y, 3 der Argumente p, q, t den 
partiellen Differentialgleichungen 
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art art en 


Ox Ox , Oy Oy , Os Os 











‘Op oq + Op dg * Op Óq — PP 
Ox’ Oy’ O5 G 
og’ ög” og 


unterworfen denken, in denen die Functionen E, F, G von dem Parameter 
¢ unabhängige sein sollen. Alsdann wird ein, einem bestimmten Parameter 
¢ entsprechendes Individuum dieser Schaar auf jedem, einem geänderten 
Werthe dieses Parameters entsprechenden abwickelbar sein, das heisst durch 
stetige Formveränderung ohne Dehnung aus seiner ursprünglichen Lage in 
die geänderte gebracht werden können. Von zwei Individuen dieser Schaar, 
deren Parameter um einen unendlich kleinen Werth v verschieden sind, wird 
man das eine als eine unendlich kleine Deformation des anderen bezeichnen 
können. 

Andererseits kann man als eine unendlich kleine Deformation einer 
gegebenen Fläche jede, aus ihr durch unendlich kleine Verschiebung er- 
zeugte zweite Fläche bezeichnen, wenn man diese Verschiebung an die 
Bedingung gebunden denkt, dass sie den Abstand je zweier unendlich nahe 
benachbarten Punkte der gegebenen Fläche nur um Grössen ändert, welche 
gegen die unendlich kleinen Verschiebungen dieser Punkte selbst unendlich 
klein von der zweiten oder einer höheren Ordnung sind. 

Es ist einleuchtend, dass, wenn eine Fläche auf Grund der ersten 
Auffassung als eine unendlich kleine Deformation einer gegebenen Fläche 
bezeichnet werden darf, ihr diese Bezeichnung auch auf Grund der zweiten 
zukommt; aber es ist nicht selbstverständlich, dass eine unendlich kleine 
Deformation im Sinne der zweiten Auffassung auch eine solche im Sinne 
der ersten darstellt. Die Schlussfolgen Jellets und Lecornus beziehen sich 
auf den Begriff unendlich kleiner Deformationen, welcher der zweiten Auf- 
fassung entspricht, und welcher einen weiteren Inhalt hat, als derjenige ist, 
der dem Begriffe der unendlich kleinen Deformationen als Zwischenstufen 
der endlichen Formveränderungen einer unausdehnbaren Fläche angehört. 
Wenn man weiter den Betrachtungen dieser Geometer folgend, in den 
bezüglichen Rechnungen jede in Beziehung auf die unendlich kleinen Ver- 
schiebungen der Punkte einer Fläche unendlich kleine Grösse zweiter Ord- 
nung mit Null, und die Null selbst mit jeder solchen Grösse identificirt, 
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so erweist sich auch der Schluss hinfällig, dass aus dem Verschwinden einer 
der Anzahl der unendlich kleinen Variablen gleichen Anzahl von homogenen 
linearen Functionen dieser Variablen das Verschwinden der Determinante 
dieser Functionen folge. Es kann nur gefolgert werden, dass diese Deter- 
minante unendlich klein wird von der Ordnung der unendlich kleinen 
Variablen selbst, und dass sie daher als für sich verschwindend nicht be- 
trachtet werden kann. 

Hiernach scheint eine Entwickelung der Jelleischen Sätze, die einen 
anderen Ausgangspunkt als den Begriff der unendlich kleinen Deformationen 
wählt, nicht überflüssig zu sein. Bei Gelegenheit derselben ergeben sich 
auch die Fundamentalformeln der Mittheilung, welche ich in Beziehung auf 
die Theorie der unendlich kleinen Deformationen biegsamer unausdehnbarer 
Flächen der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften am 28. Januar 
1886 vorgelegt habe. (Sitzungsbericht der Kgl. Preussischen Akademie 
der Wissenschaften VI 1886.) 


1. 


Man betrachte zwei krumme Flächen S' und S" im Raume, welche 
der Bedingung genügen, dass jedem Punkte (z', y', 3’) der ersten ein Punkt 
(z",y",5s' ) der zweiten derart entspricht, dass der Abstand je zweier un- 
endlich nahen Punkte der ersteren Flüche dem Abstande der entsprechenden 
Punkte in der anderen gleich sei Denkt man die Coordinaten z', y', 3’ 
jedes Punktes der Fläche S' gegeben als Functionen zweier unabhängig 
veränderlichen Grössen p, g, und die Coordinaten des entsprechenden Punktes 
xz", y", 3" der Fläche S" als Functionen derselben Variablen, so ist die 
gestellte Bedingung durch die Gleichungen 

(L) | dz"--dy"-F ds"? = de” +dy”+da"” = Edp’+ 2Fdpdq+ Gdq’ 
ausgesprochen, in denen E, F, @ bekannte Functionen der Variablen p, q 
bezeichnen. 

Wir setzen voraus, dass die Functionen z', y', 3’ und die anderen 
x, y”, 3” innerhalb eines zu betrachtenden Gebiets der Variablen p, q 
reguläre Functionen dieser Variablen seien, und daher in diesem Gebiet, 
ebenso wie ihre sämmtlichen Derivirten, endliche und eindeutige Werthe 
besitzen. 

Verbindet man je zwei correspondirende Punkte der Flächen S' und 
S" dureh Gerade, so wird der geometrische Ort der Mittelpunkte dieser Ver- 
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bindungslinien eine dritte Fläche S darstellen, welche wir als die Mittel- 
fläche der gegebenen S' und S" bezeichnen wollen. Der Lauf dieser Fläche 
ist dureh die Gleichungen: | 

z=t(e +8), y-ilQg ty)» sits) 
bestimmt, und es sind die Functionen x, y, 3, welche die Coordinaten jedes 
Punktes derselben angeben, ebenfalls nebst ihren Derivirten endlich und 
eindeutig, so weit es die Functionen z', x", etc. waren. 

Führt man noch die Bezeichnungen: 


u=}@"-2), o=}W"-y), w=4@"-3) 
ein, so gilt Gleiches auch von den Functionen vw, v, t. 
Aus den Gleichungen (J.) ergiebt sich, wenn man die Functionen 
z, y, 3 und u, e, w anstatt der ursprünglichen einführt, die Gleichung 


(IL) | drdu--dyde--dsdw == 0, 
welche in die folgenden drei: 
Ox Ou , Oy Ov , Os Ow Ox Ou 


Gp Op | dp op "p op ~~ dp ap” 
Ox Ou , Oy Ov O3 Ow , Ox Ou , Oy Oo , Os Ow 


@p oq ' dp oq + dp Oq ' Oq dp ' dq Op | dq op 


+ 
(”.) _ £97 ou x97 Ou — 0 
Top oq Oq Op ^ 
Or Ou , Oy Oo , O5 Ow Ox Ou 
Gq bq ty Og tq Og — > dq Bq = ° 


zerfällt. Es sei ferner für das Quadrat des Linienelements der Mittelfläche 
S die Gleichung 
dx’+dy’+dz’ = a,,dp’+2a,dpdg-+a,dg’ 
bestehend, in welcher die Functionen a, bekannte und an die Stetigkeits- 
bedingungen der Functionen z, y, 3 gebundene sind. 
Die Benutzung der Gleichungen (II*.) wird wesentlich erleichtert 
durch die Zuhülfenahme einer neuen Function y, welche durch die Gleichung 


rh ı 2 . 
20) 81,05, — Gi) = 2-—--,- -— AC C 


definirt ist, und in welcher man leicht eine Invariante des Differentialaus- 


drucks 
ude+ody+wdz 


erkennt. Die Gleichungen (II*.) sind alsdann ersetzbar durch die nach- 
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stehenden vier: 


— or OW — -— V _ 72 
au ap Op D dp Og — Plan Gi, 
Or Ou Va a, Or Ou 
TQ Op = — ~ Varia», 25, oq = UV, 


Die in die vorstehenden Gleichungen eingehenden, von den Variablen p, q 
abhängigen Functionen sind, ausser der Function g, die Coordinaten eines 
Punktes der Mittelfläche S, und die endlichen Verschiebungen #, e, w, um 
welche man diesen Punkt in der Richtung der Coordinaten oder in der ent- 
gegengesetzten zu verschieben hat, um ihn. mit dem Punkte (z", y", 3") der 
Fläche S" oder mit dem Punkte (z', y', x") der Fläche S' zusammenfallen 
zu lassen. Denn es bestimmen die Gleichungen: 

r =c+tw y —y-cv, z’=3+w 
und die anderen 

qz -—mcr—u, y =y-v, 3 —3—10 
den Lauf der Flächen S' und S". Man bemerkt, dass sich beide Flächen 
als Individuen der Flächenschaar: 

a" miu, y" cycle, sU =3+to 

für die Werthe +1 und —1 des Parameters ¢ auffassen lassen, dass ferner 
je zwei, entgegengesetzt gleichen Werthen dieses Parameters entsprechende, 
Individuen dieser Schaar, der Gleichung (IL) zufolge, gleich grosse Linien- 
elemente besitzen, während die Fläche S auch für sie Mittelfläche bleibt. 
Für unendlich kleine Werthe 7 von ¢ bilden die Individuen dieser Schaar 
unendlich kleine Deformationen der Fläche S selbst. 

Es seien nunmehr durch X, Y, Z die Cosinus der Winkel bezeichnet, 
welche die in einem den Werthen p, q der Variablen entsprechenden Punkte 
(z,y, 3) der Fläche S errichtete Normale mit den Coordinatenaxen bildet, 
und es möge sich für die zugehörige Differentialform 


dXdz 4- dY dy -- dZds 
die Gleichung 
dXdr+dYdy+dZds = c,,dp’+2c,.dpdq+cndq’ 
ergeben haben. Alsdann ist das Krümmungsmass A der Fläche S im 
Punkte (a, y, 3) durch die Formel 
C 


2 
k — €, 169; € 
a, 


3 
0,,—40,4 





Weingarten, über die Deformationen einer Fläche. 301 


bestimmt. Was die Functionen c,, ci, c5 selbst anbetrifft, so sind sie, so 
weit nicht innerhalb des betrachteten Gebietes der unabhingigen Variablen 
die Determinante a,,84—3;, für einzelne Punkte oder Linien in der Fläche 
S verschwindet, in Folge der in Beziehung auf die Functionen z, u, etc. 
gemachten Voraussetzung, in dem betreffenden Gebiete, oder wenigstens 
in einem endlichen 'Theil desselben, nebst ihren Derivirten endliche und 
eindeutige Functionen dieser Variablen. 

In den Disquisitiones generales circa superficies curvas Cap. XI hat 
Gauss (Werke Bd. IV pag. 235) Formeln aufgestellt, nach welchen die 
zweiten Derivirten irgend einer der Coordinaten z, y, 3 eines Punktes einer 
Fläche S linear dureh die ersten Derivirten der nämlichen Coordinate aus- 
drückbar sind, und zwar vermittelst gewisser aus den Coefficienten des 
Linienelements und deren ersten Derivirten zusammengesetzten Verbindungen, 
so wie mittelst der betreffenden der Grössen X, Y, Z und der Functionen 
€i; Cp, €». Diese Formeln sind, in der von uns angenommenen Bezeich- 
nungsweise und unter Annahme einer von Herrn Christoffel für die erwühn- 
ten Verbindungen eingeführten Bezeiehnung, die nachstehenden: 

Oz — jh 2 11} Ox 


op — 9! öq — Ci À 
(IV) mA 12 or "PAM 
$c Era x 


Behufs weiterer aus den Gleichungen (III) zu ziehender Schlüsse bilde 
man aus den zwei ersten dieser Gleichungen, unter Annahme der Bezeich- 
nung @ = 4,05—20;, die nachstehende: 

Oqya _ > Ou O'c Ou O’z 











Op Ôq Op! ~ Op OpOq 
und aus den zwei letzten derselben die andere: 
0gya _ Ou O'z Ou Oz 
Og  Oqg Op0q "Op Oq' 
und ersetze in den so erhaltenen Gleichungen mittelst der Gleichungen (IV.) 
die zweiten Differentialquotienten der Coordinaten x, y, s. Man wird als- 


dann in Rücksicht auf die Gleichungen (III) und unter Zuhtilfenahme 
der leicht ersiehtlichen Beziehungen: 
1 Oya ji (A A s 12) , 422 
Ya — Fish vr] = id tte 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 3. 39 
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zu den nachstehenden Bestimmungen: 


op — —c,,2X a Le Eta 
v Op oa 
e —c,, 2X Ou + c sx ou 
Cr u 19 ög 32 Op 
Og — ya 


geführt. 
In dem Falle, dass für jeden Punkt der Fläche S das Krümmungs- 
mass k verschwindet, also für alle Werthe von p, q die Gleichung 
CC» —Cir = 0 
stattfindet, ergiebt sich aus diesen Gleichungen, dass die Function œ der 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
Op 0) 
(VL) Co 75 — Op — € c = 0 
unterworfen ist. 

Wenn dagegen die Determinante c,,c.—c}, nur in einzelnen Punkten 
oder Linien der Fläche S verschwindet, so ergiebt sich für das Gebiet der 
Variablen p, q, mit Ausnahme der betreffenden Stellen, die Gültigkeit der 
Gleichungen: 


9e (99 
IX XY +1 = “a "æ, 
ya 
(VIL) on ap 
EX Où -X YT + ER MR 


Indem man die erste deelben nach q, "fie zweite nach p derivirt und die 
erhaltenen Resultate von einander abzieht, ergiebt sich: 
op Op c OY — c Óq 
3 Cx» Op | Cis Oq . à l1 Oy 12 Op 
kya " kYa _ x OX Ou _ OX Ou 
Op Oq — Óq Op Op og 
Unter Hinzuziehung der bekannten Formeln: 





12712 11 ^12 13 "11 


OX _ 4,,¢,,—4,,¢ OF | Guen Ó7 
Op — a Op a Oq’ 


OX Ay yCyy— A, OL , Cp Goo OF 


0q — a Op ro a Og 
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verwandelt sich die zuletzt entwickelte Gleichung in die nachstehende lineare 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
«29 6 99 ——, 0p 99 
3 32 Op = €i; og 3 11 i. 
—|[—— —H — Na — 
(VIIL) Va àp | t dg 











+ ee Pao taf yp = 0, 


welcher die Function x Genüge leistet. 

Aus den Gleichungen (VIL) und den Gleichungen (III.) ergeben sich 
ferner die sechs ersten Derivirten der Functionen v, v, # durch die Werthe 
der Function ¢ und ihrer ersten Derivirten ausgedrückt, vermöge der weiteren 
Gleichungen: 





-O 
Ou _ o, (x dg — Ÿ S) eX P mr 1%) 
qx) "A St 
Qu _ e, (x Op Ps o. -« (X5 
oq — EU ET m 


aus denen durch Vertauschung von X mit Y, Z die auf die Derivirten der 
Functionen e, # sich beziehenden Gleichungen hervorgehen. 

Die vorstehenden, für die Geometrie der Mittelfläche zweier Flächen 
von gleichem Linienelement entwickelten Gleichungen, sind die nämlichen 
wie diejenigen, welche sich für die Bestimmung der unendlich kleinen 
Deformationen einer beliebigen krummen Fläche S ergeben, da auch die 
letzteren nur die gleichen Folgerungen der Bedingungsgleichung für die 
dehnungslosen unendlich kleinen Verschiebungen, nümlich der Gleichung: 


(IL) | dzdu-4-dyde--dsdw = 0 
darstellen. 


2. 


Die im vorigen Abschnitt betrachteten Flächen S' und S" standen 
in der Beziehung zu einander, dass jedem bestimmten Punkte der einen 
Fläche ein bestimmter der anderen entsprach, dergestalt dass der Abstand 
zweier unendlich nahe benachbarten Punkte in der Fläche S' dem der ent- 
sprechenden Punkte der Fläche S" gleich war. Hiernach entspricht auch 
jeder Linie in der ersten Flüche eine bestimmte Linie in der zweiten. 

39* 
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Wir wollen für die beiden Flächen S' und S" die weitere Eigen- 
schaft voraussetzen, dass einer einzelnen Linie der einen eine ihr congruente 
Linie in der anderen entspräche, und zwar derart, dass die, in Folge dieser 
Congruenz zur Deckung zu bringenden Punkte beider Linien, auch ent- 
sprechende Punkte beider Flächen seien. Man kann sich alsdann von An- 
fang an beide Flächen in derjenigen Lage vorstellen, in welche sie durch 
Deckung der zwei congruenten Linien gebracht werden können. Auch kann 
man, der Allgemeinheit unbeschadet, annehmen, dass in der betreffenden 
nunmehr beiden Flächen gemeinsamen Linie die eine der unabhängigen 
Variablen, welche die Punkte der Flächen ‘ bestimmen, z. B. p einen con- 
stanten Werth p, besitze, die andere q dagegen in dieser Linie variabel sei. 
Alsdann erfordert unsere Voraussetzung, dass die im ersten Abschnitt defi- 
nirten Functionen x", y", 3" und die anderen z', y', 3’ der Variablen p, g 
für den Werth p, von p und jeden Werth von q übereinstimmen. Die den 
Gleichungen (II*.) und den aus ihnen gezogenen Folgerungen unterworfenen 
Functionen u, e, w genügen alsdann für jeden Werth von q auch den 
Gleichungen 


U,=p, = 0, Op-p, — 0, W,=p, = 0 
und den aus ihnen unmittelbar zu folgernden: 
ou y Ow 
(a) ©) P=P 0. (& oq 7) P—Ps 0 By pe, = 0. 


Fiir die weiteren Betrachtungen schliessen wir die, ein besonderes Interesse 
beanspruchende Singularität aus, dass für p — p, die Determinante a,,a,.—a}, 
verschwände, und auch zunächst, der Kürze wegen, den Fall, dass sich 
die Mittelfläche S der Flächen S' und S" als eine abwickelbare ergeben 
hätte. In Folge der ausgeschlossenen Singularität ist in einem endlichen 
den Werth p=p, enthaltenden Gebiete der unabhängigen Variablen die 
Function « selbst nebst ihren Derivirten eindeutig und endlich, wenngleich 
durch die Existenz einer Linie, für welche a,,a,.—a{, verschwindet, das ur- 
sprüngliche Gebiet der Variablen p, q, für welches nur x", y’, 3” und 
x, y, 3 nebst ihren Derivirten eindeutig und endlich waren, eine Beschrän- 
kung erlitten haben kann. Ä : 
Aus der zweiten der Gleichungen III.) ergiebt sich nunmehr in Folge 
der Gleichungen (a.), dass : 
(b.) Pr=p = 0, 
und also auch: 
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(e.) (3 "D 0, (Fr )_, = 0, Bq? pops 0, ete. 
sein wird. Die zweite der Gleichungen (VII.), oder erforderten Falls die 


Gleichung (VI.), ergiebt alsdann, wiederum in Rticksicht auf die Gleichungen 
(a.), die Folgerung 





(4) el) = 


Unter der zunächst festgehaltenen Voraussetzung, dass für den Werth p = py 
die Function c; nicht für jeden Werth von q verschwindet, folgt aus vor- 
stehender Gleichung: 


(e) “ = 


P—Pe 

und ferner 
e" 
(e.) e on 0, (on). 0, etc. 

Denkt man noch die partielle Diferentialgleichung (VIII), welcher die 
Function y für alle Werthe p, q des in Rede stehenden Gebietes unterworfen 
ist, nach den Derivirten dieser Function geordnet, und aladann p = p, gesetzt, 
80 verschwinden in Folge vorstehender Gleichungen alle Glieder dieser Diffe- 
rentialgleichung, bis auf das folgende, dessen Verschwinden dureh das Be- 
stehen der Differentialgleichung erfordert ist, nämlich 


= 0 


Daher bestehen die weiteren Gleichungen: 
OP) _ 
| are ete 
Nach Differentiation der geordnet gedachten Differentialgleichung (VIIL) 
in Beziehung auf p, und Einsetzung des Werthes p, für p, ergiebt sich weiter 


Le. 

und nach wiederholter Differentiation in " Beziehung auf dieselbe Variable, 
und steter Benutzung der schon bestehenden Gleichungen, gelangt man zu 
dem Resultate, dass die Function q selbst entlang der Linie p — p,, nebst 
ihren sämmtlichen auf p bezüglichen Derivirten verschwinde. Dies Resultat 
reicht, in Rücksicht auf die für die Function y gültigen Voraussetzungen, 
zu dem Schlusse aus, dass diese. Function in dem endlichen die Linie 
p =p» enthaltenden Gebiet der Variablen p, q verschwinde. 
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In Folge der Gleichungen (IX.) verschwinden daher auch die Func- 
tionen s, e, # in dem nämlichen Gebiete der unabhängigen Variablen, und 
die Flächen S' und S" fallen in allen Punkten dieses Gebietes zusammen. 

Die aus der Gleichung (d.) gezogenen Schlüsse werden hinfällig, 
wenn die Function c;; für den Werth p, von p und jeden Werth von g ver- 
schwindet. In diesem Fall kann eine von Null verschiedene Function y 
existiren, welche der Differentialgleichung (VIII.) und der Gleichung (b.) 
genügt — . 
Das Bestehen der Gleichung 

(Cx)p=p, = 9, 
welche der Definition der Grössen c, zufolge auch in der Form 
OX Ox , OY dy , OZ % 


Gq Oq + y Óq ^ dq Og ~ 
geschrieben werden kann, fordert, dass entlang der Curve p — p, die Diffe- 
rentialgleichung: 





dXdr+dYdy+dZds = 0 | 


gelte. Die vorstehende Differentialgleichung in Verbindung mit der in der 
nämlichen. Curve ebenfalls erfüllten folgenden: 

Xdz 4- Ydy--Zds = 0 
sagt bekanntlich aus, dass die Normalen an die Flüche S in dieser Curve 
mit den Binormalen der letzteren zusammenfallen, insofern die Voraussetzung, 
dass diese Curve eine Gerade sei, ausgeschlossen bleibt. 

Auf allen Flächen von überall negativem Krümmungsmass existirt, 
wie man weiss, eine Doppelschaar von Curven dieser Eigenschaft. Aber 
auch Flächen von überall nicht negativer Krümmung können einzelne Linien 
der nämlichen Eigenschaft besitzen, nämlich etwaige in ihnen enthaltene 
ebene Linien vom Krümmungsmasse Null. 

Wenn daher der Fall eintritt, dass die den Flüchen S' und S" als 
gemeinsam angehörig vorausgesetzte Curve, auf der Mittelfläche sich als 
Curve des in Rede stehenden Charakters erweist, so kann das Zusammen- 
fallen der Flächen S' und S" in einem endlichen diese Curve enthaltenden 
Gebiete aus den Gleichungen (IIL) nicht gefolgert werden. 

Was schliesslich den bisher ausgeschlossenen Fall betrifft, dass die 
Fläche S eine abwickelbare Fläche sei, so zeigen einfache und den voran- 
gehenden ähnliche Betrachtungen der Gleichungen (IIL), (V.) und (VI), 
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dass auch in diesem Falle, wenn c; nicht für den Werth p, von p ver- 
schwindet, die Functionen vw, e, w in einem endlichen die Curve p— p, 
enthaltenden Gebiete verschwinden müssen, während, wenn c,, = 0 für 
P = po, diese Schlüsse nicht gezogen werden können. Alsdann ist die Curve 
p =p, eine Rückkehrkante von S, oder eine in ihr enthaltene ebene Curve. 

In Folge der vorangegangenen Entwickelungen kann daher das nach- 
stehende Theorem ausgesprochen werden: 

Wenn zwei auf einander abwickelbare Flächen eine ent- 
sprechende nicht gerade Linie und in derselben die entsprechen- 
den Punkte gemeinschaftlich haben, so fallen diese Flächen entweder 
in einem endlichen diese Linie enthaltenden Gebiete zusammen, — 
oder die Normalenschaar der Mittelfläche beider Flächen in der ge- 
meinsamen Linie bildet die Schaar der Binormalen dieser Linie. 

Das vorstehende Theorem vermittelt die Erledigung der Frage, 
welches die nothwendigen Bedingungen sind, unter denen eine biegsame 
unausdehnbare Fläche, bei Erhaltung der Lage einer gegebenen Curve in 
ihr, stetige und endliche Deformationen gestattet. 

Denkt man für eine gegebene Fläche S, eine solche Deformation 
als möglich, und bezeichnet man durch S, die Lage dieser Fläche nach 
einer stetigen in der Zeit ¢ ausgeführten Deformation, so muss die in S, 
als festgehalten vorausgesetzte Curve; in Folge vorstehenden Theorems, 
zu jeder Zeit ¢ die Eigenschaft besitzen, dass das System ihrer Normalen 
an die mit ¢ ebenfalls veränderliche Mittelfläche der Flächen S, und S, mit 
dem unveränderlichen System ihrer Binormalen zusammenfällt. Lässt man 
( unter jede Grenze sinken, so nähern sich S, und die gemeinsame Mittel- 
fläche stetig der Fläche S, an, ohne dass die Lage jenes Binormalensystems 
geündert würde. Es muss daher schon für die Flüche S, die gegebene 
Curve die in Rede stehende Eigenschaft besitzen, und weiter wührend aller 
stetigen Deformationen von S, behalten. 

Auf Flüchen von überall positivem Krümmungsmass giebt es Curven 
dieses Charakters überhaupt nicht. Derartige Flächen sind daher nicht 
deformirbar, wenn ein endliches, auch noch so kleines Curvenstück in ihnen 
fixirt wird. Denn gäbe es zwei solche auf einander abwickelbare Flächen, die 
in diesem Curvenstück zusammenfielen, so fielen sie nach dem Vorangehen- 
den in einem endlichen, dieses Curvenstück enthaltenden Gebiete zusammen, 
und könnten sich nur in einer ihnen gemeinsamen Grenze dieses Gebietes 
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trennen, welche Grenze aber wiederum den Charakter einer asymptotischen 
Linie besitzen müsste. Solche Grenze existirt in dem weiteren Verlauf 
beider Flächen nicht, mit Ausnahme des Falles, dass man an eine ebene 
Linie des Krümmungsmasses Null geführt würde, und diesem Krtimmungs- 
mass noch die Eigenschaft positiv zu sein beilegen wollte. 

Bei Flächen von überall negativem Krümmungsmass reicht die vor- 
hergehende Schlussweise nicht aus, um ihre Nichtdeformirbarkeit bei Fixi- 
rung eines kleinen, aber endlichen in ihnen enthaltenen Curvenstücks, das 
nicht einer asymptotischen Linie angehört, nachzuweisen. Denn eine Ver- 
grösserung des nothwendig gemeinsamen endlichen Gebiets zweier, auf ein- 
ander abwickelbaren, dieses Curvenstück gemeinschaftlich besitzenden Flächen 
führt zu Grenzen, in denen eine Trennung möglich erscheint, nämlich zu 
den durch die Endpunkte des Curvenstücks gehenden asymptotischen Linien 
der Flächen. 

Die eben gezogenen Folgerungen beruhten auf der, für eine stetige 
und endliche Deformation einer Fläche bei einem in ihr fixirten Curven- 
stück, nothwendigen Bedingung. Es ist aber nicht nachgewiesen worden, 
dass diese Bedingung zur Ausführung der Deformation auch Äinreichend ist. 
Dieser Nachweis wäre, streng genommen, nur zu erbringen durch Herleitung 
der Gleichung der Schaar auf einander abwickelbarer Flächen von negativem 
Krümmungsmass, welche eine allen Individuen gemeinsame asymptotische 
Linie enthält. Allein diese Herleitung erscheint bei dem augenblicklichen 
Stande der Theorie nicht ausführbar. Wir begntigen uns daher mit dem 
Nachweise, dass unendlich kleine Deformationen einer Fläche S, von tiber- 
all negativem Krümmungsmasse möglich sind, bei denen eine gegebene 
asymptotische Linie derselben asymptotische Linie bleibt. 

Es seien z, y, 3 die Coordinaten eines Punktes dieser Fläche, aus- 
gedrückt durch die unabhängigen Variablen p, q, und p — p, die Gleichung 
einer bestimmten asymptotischen Linie derselben. Unter Beibehaltung der 
eingeführten Bezeichnungen wird durch die Gleichungen 

r =ctw, y =yt+tm, 3=3+m, 
in denen t eine unendlich kleine Constante bezeichnet, der Lauf einer der 
gegebenen Fläche unendlich nahen Fläche S, dargestellt, und beide Flächen 
werden gleiche Linienelemente besitzen, wenn die Functionen #, e, w für 
alle p, q der Bedingung 
(IL) — dzdud-dyde--dsdw = 0 


Weingarten, über die Deformationen einer Fläche. 309 


unterworfen werden. Aus ihr fliessen alle in Beziehung auf die Functionen 
s, v, © gezogenen Folgerungen des Abschnitts 1. 

Die Formeln (IX.) dieses Abschnitts zeigen alsdann, dass, wenn 
eine Function q aus der Differentialgleichung (VIIL) der Bedingung Pop, = À 
gemäss ermittelt worden, i" Nod die Gleichung 


ar) 


p—p, 
nach sich zieht, die Derivirten M durch diese Formeln nunmehr bestimm- 
ten Functionen uw, e, t», der Voraussetzung 


(C2)p=,, = 0 
zu Folge, den Gleichungen 


e p-P, 0. (3 0. C p-p, 


genügen, und dass bei MA Constantenbestingung die Werthe der 
u, ©, w entlang der Curve p — p, verschwinden. 

Die solcher Function x entsprechende Fläche S, würde alsdann eine 
unendlich kleine Deformation der Fläche S darstellen und die Linie p = p, 
enthalten. Aber die Fläche S, würde nicht ohne Weiteres der Bedingung 
genügen, dass diese Linie auch asymptotische Linie in ihr wäre. 

Man ermittelt für die Unterschiede der Cosinus X'Y'Z der Winkel 
der Normale in einem den Werthen p, q der unabhängigen Variablen ent- 
sprechenden Punkte der Fläche S, von den Cosinus XYZ im correspon- 
direnden Punkte von S mit leichter Mühe die Gleichung 


— —— — A nme 


og Óp — Op Op | .Oq 4 


ky a,,,,—a?, 


X-X = 


in welcher a, die Coefficienten des Linienelements von S bezeichnen. Aus 
ihr ergeben sich die Differenzen Y'—Y, Z—-Z durch Vertauschung von X 
mit Y, Z. 

Zur nothwendigen Uebereinstimmung der Normalen der Flächen S 
und S, entlang der Linie p — p, ist hiernach, falls diese Linie keine ebene, 
das Verschwinden der Derivirten A für p — p, erforderlich. Die, eine móg- 
liche unendlich kleine Deformation der Fläche S vermittelnde, Function ¢ 
ist daher ausser an die Differentialgleichung (VIII) an die zwei Bedingungen 


Qp-p, — — 0, (2 1) = 0 
P -— Po 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 3. 40 
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gebunden; die Unterdrückung der zweiten würde auf eine unendlich kleine 
Deformation von S führen, welche sich nicht als Zwischenstufe endlicher 
Deformationen dieser Fläche betrachten liesse. 

Diese Bemerkung bestätigt unsere in der Einleitung gegebene Aus- 
führung, dass der Inhalt des Begriffs der unendlich kleinen Deformationen 
einer Fläche nach der zweiten dort erwähnten Auffassung ein grösserer sei, 
als der für den Begriff der stetigen Deformation einer Fläche erforderliche. 

Die hinlänglich bekannten Deformationen abwickelbarer Flächen 
glaubten wir aus unseren Entwickelungen ausschliessen zu dürfen. 

Schliesslich sei es uns gestattet zu bemerken, dass die vorstehenden 
Betrachtungen im nahen Zusammenhange mit der Untersuchung derjenigen 
Gebietsgrenzen einer Mannichfaltigkeit von » Dimensionen stehen, in denen 
sich die einschliesslich ihrer ersten Derivirten eindeutigen endlichen und steti- 
gen Integrale der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit s 
unabhängigen Variablen verzweigen können, über welchen Gegenstand wir 
bei einer anderen Gelegenheit einige Ausführungen zu veröffentlichen ge- 
denken. 


Berlin 1886. 
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Zur Theorie gewisser abhingiger Punktgruppen 


im Raume. 
(Fortsetzung der Arbeiten: Bd. 88, pag. 241; Bd. 90, pag. 303; Bd. 95, pag. 247.) 
(Von Herrn J. Rosanes in Breslau.) 


Die aus einem Paar vollstindiger Pentaeder resp. Hexaeder zusam- 
mengesetzte räumliche Figur ist am Schlusse der oben genannten Arbeit 
(Bd. 90, pag. 321) kurz berührt worden. Es soll hier der Versuch gemacht 
werden, jene Bemerkung zu erginzen und alsdann einige Folgerungen fiir 
die Theorie der Oberflichen zweiter Ordnung zu ziehen. 

Die Figuren eines vollständigen Pentaeders und eines vollständigen 
ebenen Fünfseits besitzen je zehn Ecken. Trifft man über die gegenseitige 
Zuordnung derselben irgend eine eindeutige Bestimmung, so ergeben sich 
zehn Paare von Punkten, an welche sich naturgemäss die Frage knüpfen 
lässt, ob sie ein abhüngiges System in dem von uns früher definirten Sinne 
bilden. 

Es seien 12345 die Ebenen des Pentaeders, 12345 die Seiten des 
ebenen F'ünfseits, und es möge je eine Ecke des ersteren einer des letzteren 
in der Weise zugeordnet werden, dass die Ebenen und Geraden, aus wel- 
chen sie resp. hervorgehen, sämmtliche fünf Indices aufweisen. Diese zehn 
Paare „complementärer“ Ecken enthalten nun sieben independente, von denen 
aber die übrigen drei eine lineare Folge bilden. Um diese Behauptung 
analytisch zu formuliren, mögen hier stets a,a,c,«, die allgemeinen Tetraeder- 


coordinaten der Ebene « (« = 1,2,... 5), Aıß.ßs die ebenen Trilinearcoor- 
dinaten der Geraden p (B = 1, 2,... 5), ut uw t,, 0,00 allgemeine Variable 
bedeuten, derart dass 
«123.0645, u124.035, «120.934, u134.025, u135.024, u235.v14, 
u245.013, «145.928, «845.912, u234.015 
40* 
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die den zehn Eckenpaaren entsprechenden bilinearen Formen sind, wenn 
S+4,0,);7,= vaßy, Ztva,ß, =vaß gesetzt ist. Es kann nun gezeigt 
werden, dass die ersten sieben Formen ein independentes System bilden. 
Denn könnte man 0,, 9; ... 9; 80 bestimmen, dass die Gleichung 


0,#123.045+ 0,u124.035-+0,#125.034+ 9,u134.025 + 0,u135.024 
+0,u235.014-+0,u245.013 = 0 


identisch bestände, so würde ihre Gültigkeit nicht alterirt werden, wenn die 
unbestimmte Ebene & gezwungen würde, durch die Ecke 123 zu gehen. 
Setzt man aber „=pl,+g2,+r3, ($ = 1, 2, 3, 4), so ergiebt sich 


p|0,1235.914 4 0:1245.0 13} +q|0,2134.025-+0,2135.024] 

+r {0:3124.035+0:3125.034+0,3245.0 13] = 
was bei beliebigen Werthen von pqre unmöglich richtig sein kann, solange 
keine vier Ebenen des Pentaeders, keine drei Seiten des Fünfseits durch 
einen Punkt gehen. 

Es ist aber auch leicht einzusehen, dass die übrigen drei Paare von 
Ecken „eine lineare Folge" der genannten sind. Wie an anderer Stelle be- 
merkt ist, bilden nämlich die sechs Paare complementürer Ecken zweier voll- 
ständigen Vierseite ein abhängiges System *). Demzufolge ist es evident, dass, 
wenn man das in der Ebene 1 gelegene vollständige Vierseit 1(2345) mit 


dem aus den Seiten 2345 gebildeten zusammenhält, das achte Paar eine 
Folge von fünf der sieben voranstehenden ist und dass Analoges für das 
neunte und zehnte Paar gilt. Man kann daher den Satz aussprechen: 

Die zehn Paare complementärer Ecken eines vollständigen Pentaeders 
und eines vollständigen ebenen Fünfseits enthalten sieben independente, von 
denen aber die übrigen drei „eine lineare Folge“ bilden. 

Zwei beliebig gelegene vollständige Hexaeder, resp. aus den Ebenen 


123456, 123456 gebildet, besitzen je 20 Ecken und gestatten ebenfalls 
eine Zuordnung nach complementären Eckenpaaren, die keiner weiteren Er- 


*) Es braucht wohl kaum hervorgehoben zu werden, dass, wenn a'a'a*'a*a?a*, 


6'6"...8° zweimal sechs Punkte sind, welche je einem ternären Gebiet entnommen 
sind und ein abhängiges System bilden, diese Eigenschaft erhalten bleibt, wenn sie 
als Punkte des beide ternären Gebiete umfassenden höheren Gebiets aufgefasst werden. 
So folgt z. B. im Besondern der Satz: Sind von den sechs complementären Paaren von 
Ecken zweier in verschiedenen Ebenen gelegenen vollständigen Vierseite fünf Paare conjugirt 
bezüglich einer Fläche zweiter Ordnung, so hat auch das sechste diese Eigenschaft. 
(Bd. 90, pag. 313.) 
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klärung bedarf. Von diesen 20 Punktepaaren ist schon an anderer Stelle *) 
bemerkt worden, dass unter ihnen mehr als zehn unabhängige nicht vorkom- 
men können. Dass in der That (jedenfalls solange die Ecken eines jeden 
Hexaeders unter sich verschieden sind) die Zahl der independenten Paare 
unter zehn nicht sinken kann, soll hier dargethan werden. Betrachtet man 
zuvörderst die Tetraeder 3456, 3456 und bestimmt zu deren acht Ecken die 
complementären, so ist leicht einzusehen, dass diese acht Paare nicht in Ab- 
hängigkeit stehen können. Denn aus der Relation 

I] = 1u123.0456+ Lu124.0356+ 4,u125.0346+ 4,4126.0345 

+1u,u456.0123+ m,u356.0124-+ 4,4346.0125-+ u,4345.0126 = 0 
würde, wenn die Ebene # gezwungen wird, durch die Gerade 12 hindurch- 
zugehen, folgen 

u,u456.0123+u,u356.0124+ u,u346.0125+4,u345.0126 = 0 
(worin aber die Grössen # nur noch in einem binüren Gebiet liegen), was 
auf die Gleichung 
(12)(456, 356, 346, 345) = (12)(3, 4, 5, 6) 
führt, wenn man unter den links und rechts stehenden Zeichen die Doppel- 
verhältnisse der angedeuteten vier Elemente versteht. 

Fügt man zu den obigen acht Paaren noch die beiden Paare u134.0256, 
#256.0134, so bleibt die Unabhängigkeit auch dann noch bestehen. Denn 
eine Dependenz, die etwa in der Gleichung 

IT+v.u134.0256 +n.u256.0134 = 0, 
ihren Ausdruck fände, würde für #, = p.1,--q.2,, e = p'.1,4- q'.2; (i= 1,2, 3,4) 
in die folgende Relation 

vgp'2134.1256-+npg'1256.2134 = 0 
tibergehen, welche, solange die zweimal 20 Ecken distincte sind, für beliebige 
Werthe von pgp'q nicht statt haben kann. Es gilt demnach der 

Satz. Die 20 Paare complementärer Ecken zweier vollständigen Hexa- 
eder bilden ein abhängiges System mit zehn unabhängigen Paaren. — 

Dieser zehngliedrigen Gruppe von Punktepaaren steht als conjugirte 
die durch die sechs gleichnamigen Ebenenpaare 11, 22, ... 66 constituirte 


*) Bd. 90, pag. 321. 
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sechsgliedrige gegenüber. Bezeichnen wir daher den linearen Ausdruck 
240,24 0,2%; +0,2, durch a(x), so können wir in Analogie mit einer früher 
eingeführten Bezeichnung *) sagen: die beiden Hexaeder 123456, 123456 
bilden ein polares Paar in Bezug auf jede in dem Ausdruck Z ra(2)a(y) 
enthaltene bilineare Form f(x, y). 

Kann man die Constanten r,r,...r; derart bestimmen, dass die Form 


r, l(z).1(y)4- ,.2(2).2 (gy) 4- 4-79. 6 (2). 6(y) 
eine symmetrische wird, so existirt eine Oberfläche zweiter Ordnung, von 
welcher die Hexaeder ein polares Paar bilden. Dazu ist aber erforderlich 
und. hinreichend, dass die sechs Gleichungen 


a=b 


Zr 0, —G.,. c) = 0, E rí(0,.0,— 0.0) — 0, Zrí(0,.0,— 0. 0,) = 0, 
a= a 


Sr.) 2 0, Eros.) =0, Xr,(0,.0,—0,.0;) — 0, 


zugleich bestehen können. Multiplicirt man dieselben resp. mit w,€,— u,v;, 
U,0,— Uy, ... U,0,—%,0, und addirt, so erhält man 

=r, (aaue) = 0. 

Dies liefert den 

Satz. Die 20 Paare complementärer Ecken zweier vollständigen Hera- 
eder sind dann und nur dann einer und derselben Oberfläche zweiter Ordnung 
conjugirt, wenn die sechs Geraden, in denen die gleichnamigen Ebenen o, a 
sich treffen, einem und demselben linearen Complex angehören. 

Die Oberfläche gehört dann derjenigen sechsgliedrigen Gruppe von 
Flächen an, welche durch die sechs Paare der gleichnamigen Ebenen con- 
stituirt wird. — 

Die beiden Hexaeder nennen wir dann bezüglich der Oberfläche 
einander polar. 

Da die sechs Schnittgeraden durch eine Vertauschung von « mit a 
nicht berührt werden, so ist offenbar der Satz richtig: 

Theilt man 12 Ebenen in zwei Gruppen von je sechs und ergeben diese 
in bestimmter Weise einander zugeordnet ein Paar polarer Hexaeder einer 
Oberfläche zweiter Ordnung, so bleibt diese Eigenschaft erhalten, wenn man 
zugeordnete Ebenen der beiden Gruppen beliebig mit einander vertauscht. 
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Gehören die sechs Schnittlinien aa zwei linearen Complexen zu- 
gleich an, d. h. haben dieselben zwei Secanten gemeinsam, so sind die 
20 Paare der complementären Ecken einem Flächenbüschel conjugirt u. 8. f. 
Besitzen die Schnittgeraden «a der Ebenen der Pentaeder 12345, 12345 zwei 
gemeinsame Secanten, 80 existirt eine Oberfläche zweiter Ordnung, bezüg- 
lich deren jede Ecke der einen Figur polar ist der complementären Kante 
der andern. Solche Pentaeder werden durch jedes Ebenenpaar zu einem 
Paar polarer Hexaeder einer Oberfläche ergänzt. 

Sind nun 11 Ebenen 123456, 12345 gegeben mit der Forderung, die- 
selben durch eine Ebene 6 zu einem Paar von Hexaedern derart zu ergänzen, 
dass dieselben in Bezug auf eine und dieselbe Fläche zweiter Ordnung 
einander polar sind, so kommt die Aufgabe darauf hinaus, die Ebene 6 so 
zu bestimmen, dass die Gerade 66 dem durch die fünf Geraden 11, 22, 33, 
44, 55 bestimmten linearen Complex angehört. Bekanntlich gehen aber 
sämmtliche in einer Ebene 6 gelegenen Geraden eines linearen Complexes 
durch einen festen Punkt P, den Pol von 6; folglich gilt der 

Satz. Sind 11 Ebenen 123456, 12345 gegeben, so bilden sämmt- 
liche Ebenen 6, welche dieselben zu einem Paar polarer Hexaeder einer und 
derselben Oberfläche sweiter Ordnung ergänzen, ein Ebenenbündel, dessen Cen- 
trum P in der Ebene 6 gelegen ist. 

Die entsprechenden Flächen bilden ein Netz und zwar offenbar das- 
jenige, für welches (s. oben) die Ecken des Pentaeders 12345 conjugirt 
sind den complementären des ebenen Fünfseits 6(12345). 

Hieraus folgt offenbar: 

Ist F eine der Oberflächen zweiter Ordnung, welcher die comple- 
mentären Paare von Ecken des Pentaeders 12345 und des ebenen Fünfseits 
conjugirt sind, und man construirt auf jeder der zehn Kanten von 12345 den 
zur complementären Ecke des Pentaeders 12345 conjugirten Punkt, so 
liegen diese zehn Punkte in einer (durch P gehenden) Ebene. 

Der allgemeine Satz, auf dem dieser beruht und der über die Mannig- 
faltigkeit der Paare polarer Hexaeder einer bilinearen Form einfachen Auf- 
schluss giebt, lautet: 

Ist f(z,y) eine bilineare quaternäre Form, deren Elemente Punkte sind, 
und sind zwei Pentaeder 12345, 12345 so gelegen, dass die zu den zehn 
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Ecken des ersten auf den complementaren Kanten des zweilen gelegenen conjugirten 
Punkte in einer und derselben Ebene 6 gelegen sind, so findet auch das Inverse 
statt. Nennt man die zweite Ebene 6. so bilden 123456. 123456 ein Paar 
polarer Heraeder ton f(z, y, 

Desgleichen hat man: 

Sind zwei Tetraeder 1234. 1234 in Bezug auf eine bilineare Form 
f(a, y) so gelegen, dass die Polarebenen der Ecken ron 1231 ein zu 1234 
perspectivisch liegendes Tetraeder bilden, so gilt auch das Incerse. Die Ebenen 


der Perspectivilät 5, 5 ergänzen die Tetraeder zu einem ‘Paar polarer Pen- 
a=$5 — 
laeder der Form f(x, y), d.h. es ist f(r, y) = Z r.a (25 a (y). 


Breslau, im December 1885. 
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Note sur les homographies binaires et leurs faisceaux. 
(Par M. Corrado Segre & Turin.) 


Cette note a pour but d'établir, par les raisonnements de la géomé- 
trie pure de position, une suite de théorémes en partie nouveaux sur les 
homographies dans les formes géométriques élémentaires de 1° espéce. Je 
ne m'appuie en général que sur les propriétés les plus élémentaires des 
homographies et des involutions, qu'on trouve par exemple dans la Geometrie 
der Lage de +. Staudt. Ainsi j'exclus absolument de mes considérations les 
éléments imaginaires *). J'introduis les symboles de la théorie des opéra- 
tions (et em particulier des substitutions) pour les homographies, avec le 
seul but d'abréger le langage; mais on. pourrait immédiatement, si on le 
voulait, ôter ces symboles, et remplacer quelques petits calculs où ils entrent 
par des raisonnements qui les exprimeraient en paroles. Les homographies 
peuvent dans là plupart des propositions étre considérées entre deux formes 
géométriques différentes, tandis que dans quelques-unes il faut qu'elles soient 
entre les éléments d'une méme forme: le lecteur s'en apercevra lui-méme 
sans que je m'arréte chaque fois à le dire. Il remarquera aussi que pour 
tous les problèmes du 1° degré que nous rencontrerons, les constructions 
auxquelles nous parviendrons sont linéaires. Il excusera d'ailleurs, à cause 
de la simplicité de l'objet du travail, une certaine coneision dans les dé- 
monstrations. 

1. Si deux homographies P, Q sont telles qu'à deux certains élé- 
ments différents a, b correspondent dans P les éléments a', b et dans Q 
les mêmes éléments en ordre inverse, c'est-à-dire b', a’, alors l'homographie 


*) Cependant les recherches que j'expose ici ont plusieurs points de contact avec 
un travail sur la théorie des éléments imaginaires, écrit peu avant celui-ci, et ayant 
pour titre: Le coppie di elementi imaginari nella geometria projettiva sintetico. (Memorie 
della R. Acc. di Torino, serie 2*, vol. 38.) 
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PQ^*) fera correspondre a et b en sens double et sera par suite une 
involution. Donc si on nomme mm’ un couple quelconque d'éléments 
correspondants de P et si mn, nm’ sont deux couples de Q (de sorte que 
mn sera un couple de cette involution PO"), il s'ensuit que xn’ sera un 
autre couple de P. On caracterise la relation entre ces deux homographies 
P, Q en disant que PO est une involution, c'est-à-dire est égale à son 
inverse OP", d'où il suit immédiatement que P^Q et Q^P sont égales, 
c’est-A-dire sont une involution; ou bien aussi en disant que l'une quelconque 
des deux homographies P, Q est le produit de l'autre et d'une involution, 
ou bien d'une involution et de l'autre. Nous nommerons harmoniques deux 
homographies P, Q qui soient ainsi liées **). 

Il suit évidemment de cette définition que si P, Q sont harmoniques, 
leurs inverses P^', Q~ le seront aussi, de méme que PR et QR (ou bien 
RP et RQ), oü R indique une homographie quelconque. 

Une involution est une homographie harmonique à l'identité. 

Si une homographie est singuliére et a, a sont ses éléments singuliers, 
ses homographies harmoniques seront celles contenant le couple aa’ d'élé- 
ments correspondants. Mais nous exclurons en général les homographies 
singuliéres. 

2. Nous pouvons résoudre dés à-présent deux problémes sur la 
construction des homographies harmoniques à des homographies données. 
Pour cela remarquons que si une homographie P doit étre harmonique à 
une homographie donnée Q et contenir en outre un couple donné aa’ d'élé- 
ments correspondants, on en connaitra par cela-méme en général un autre 
couple; car si 5’ est le correspondant de a dans Q et b le correspondant 








dans lequel on les écrit, de gauche à droite). Q-! indique l'inverse de Q; de sorte 
que Q est une involution si Q^! — Q. — L'inverse d'un produit d'homographies est 
évidemment le produit des inverses de celles-ci prises dans l'ordre contraire. 


#*) M. C. Stéphanos dans son Mémoire sur la représentation des homographies 
binaires par des points de l'espace etc. publié dans le t. XXII des Math. Annalen a 
aussi fait un usage continuel des notations que nous employons pour les homographies: 
il est méme, si je ne me trompe, le premier qui en ait fait un si large usage. Il a 
aussi considéré (p. 320) les homographies que j'appelle harmoniques et qui sont carac- 
térisées analytiquement par ce que leur invariant simultané bilinéaire s’annulle; mais 
il s'est borné à montrer qu'une homographie harmonique à une autre est le produit 
de celle-ci par une involution. Sa méthode d'étudier les homographies au moyen de 
leur représentation par les points de l’espace pourrait aussi servir à trouver nos 
résultats, mais en supposant des connaissances sur lesquelles je ne voulais pas m'appuyer. 
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de a’ dans Q^', P devra aussi contenir le couple bb’. Cependant si aa’ 
était un couple de Q, le nouveau couple bb' de P coinciderait avec lui. 

Maintenant si on donne deux couples aa’, bb' d'une homographie 
P harmonique à l'homographie donnée Q, si ces couples ne sont pas con- 
séquence l'un de l'autre (c'est-à-dire si Q ne contient pas les couples ab', ba^, 
P sera parfaitement déterminée. En effet on en aura en général immédiate- 
ment un autre couple, conséquence de l'un de ces deux; et s'il arrivait que 
aa’, bb' fussent deux couples de Q, de sorte qu'on ne pourrait plus en tirer 
immédiatement un autre pour P, alors il est évident que l'involution PQ” 
devrait étre celle dont a, b sont les éléments doubles et que réciproquement, 
en multipliant l'involution d'éléments doubles a, b par Q, on aurait l'homo- 
graphie cherchée P. 

Si pour P on donne deux homographies Q, R auxquelles elle doit 
étre harmonique et un couple d'éléments correspondants aa’, P sera en 
général déterminée. Car si ce couple n'est pas un couple commun à Q, R, 
il donnera avec lune de celles-ci un nouveau couple de P et alors P sera 
en général parfaitement déterminée (probléme précédent) par deux de ses 
couples et une homographie qui lui est harmonique (on voit aussi quel est 
le cas exceptionnel d'indétermination). Si au contraire aa’ est un couple d'élé- 
ments correspondants dans Q et R, l'homographie singuliére dont a et a' sont les 
éléments singuliers satisfera au probléme: on verra plus tard dans quel cas 
celui-ci est aussi satisfait par des homographies (x) non singuliéres. — Et on 
verra aussi, vers la fin de cette note, la construction de l'homographie 
harmonique à trois données. 

3. Si de deux homographies harmoniques P, J lune J est une 
involution, on aura (n° 1) PI — IP^, dot IPI = P^, ce qui exprime 
que P sera transformée par l'involution / qui lui est harmonique dans son 
inverse P^; et réciproquement. 

Si aa’, bb’, cc, ... sont des couples d'éléments correspondants de 
P, les involutions harmoniques à P seront (ab', ba’), (ac, ca’), (bc', cb’), ... 
En donnant un couple d'éléments d'une involution harmonique à P, cette 
involution est déterminée, pourvu que ce couple ne se compose pas des élé- 
ments doubles de P. Cela résulte de la construction (n° 2) de l'homographie 
harmonique à une donnée et ayant deux couples donnés; et l'exception (à - 
laquelle porte cette construction) s'explique par ce fait que, comme les oo 
involutions harmoniques à P la transforment dans son inverse, elles doivent 
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loutes, lorsque P a des éléments doubles, les échanger entre eux, c'est-à-dire 
les avoir pour éléments conjugués. 

4. En supposant plus en particulier encore que les deux homographies 
harmoniques soient toutes les deux des involutions, nous avons (comme cas 
particulier du n° 3 ou du n° 1) que deux involutions harmoniques J, I, 
sont caractérisées par ce que chacune d'elles est transformée en elle-méme 
par l'autre, ou, ce qui est la méme chose, qu'elles sont échangeables, 
c'est-à-dire que leur produit est une involution *). Cette involution J, sera 
d'ailleurs elle aussi harmonique à J et /,, car en posant IIl, = LI = I, 
on en tire II, — I, et I,I, — I. On voit aussi tout cela en faisant usage 
seulement de la premiére définition d'homographies harmoniques; car si 
(ab, cd) est l'involution J et ac est un couple de l'involution J, harmonique 
à I, db en sera un autre couple, c'est-à-dire J, sera (ac, db), et le produit 
de 7, I, dans un ordre quelconque sera l'involution [,(ad, bc) évidemment 
harmonique à I et I. 

Si de deux involutions harmoniques l'une est hyperbolique (ou para- 
bolique), ses éléments doubles seront conjugués dans l'autre. D'ailleurs 
deux involutions harmoniques ne peuvent pas être elliptiques toutes les 
deux, puisque, si les couples ab, cd se séparent, les couples ac, db ne 
peuvent plus se séparer. 

Il y a toujours une involution déterminée harmonique à deux invo- 
lutions données. Car si celles-ci ne sont pas hyperboliques toutes les deux, 
on sait qu'elles auront commun un couple d'éléments conjugués et ceux-ci 
seront les éléments doubles de l'involution cherchée. Et si elles sont hyper- 
boliques toutes les deux, l'involution qui contient leurs couples d'éléments 
doubles sera ceile dont il s'agit. 

5. Une involution quelconque est transformée en soi-méme soit par 
elle-méme, soit par toutes les involutions qui lui sont harmoniques. Voyons 
maintenant si une homographie non involutive P a une involution qui la 
transforme en elle-méme, c'est-à-dire qui lui soit échangeable. 

Remarquons avant tout que si deux éléments quelconques a, « ont 
pour correspondants dans Pa', a’ et dans P^! a,, a, on aura 


*) Il est bon de rappeler cette proposition presque évidente, que si P, Q sont 
deux correspondances uniformes quelconques, c'est la même chose de dire: que P est 
transformée en soi-méme par Q; ou que Q est transformée en soi-méme par P; ou 
enfin que P, Q sont échangeables, c'est-à-dire que PQ = QP. 
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aca,ca, \ a cac A aca e, 
d'où 

(1) | a«a,a' N aaa,a. 
Or supposons qu'il existe une involution 7 échangeable à P, et soit «a le 
conjugué de a dans J: alors a'o' et a,c, seront aussi des couples d'élé- 
ments conjugués de J; donc 

(2) aaa,c' N aaa,a’, 
et en comparant avee (1.): 

(39. aaa,a N «aaa, 
c'est-à-dire « sera le conjugué harmonique de a par rapport à a,a'. Donc 
s’il existe une involution échangeable à P, il n'y en a qu'une seule; car 
dans une telle involution, pour obtenir le conjugué « de chaque élément a, 
on a une construction qui, au moyen de P, le détermine parfaitement. 

Inversement, tout en laissant pour a un élément quelconque, suppo- 
sons dans (1.) que « soit le conjugué harmonique de a par rapport à a,a', 
c’est-à-dire qu'on ait la relation (3.): celle-ci comparée avec (1.) donnera 
(2), qui prouve l'existence d'une involution (ao, a,0,, ac^), involution évi- 
demment échangeable à P. — Ainsi nous concluons: 

Etant donnée une homographie quelconque P, si de chaque élément on 
construit le conjugué harmonique par rapport aux deux éléments qui lui corre- 
spondent dans P et dans son inverse, on aura le conjugué du premier élément 
dans une involution bien déterminée I, qui coincide avec P si celle-ci est une 
involution, et qui dans le cas contraire est la seule involution qui soit échan- 
geable à P. 

Si P a des éléments doubles x, y différents ou coïncidents, l'exi- 
stence de cette involution peut être établie plus facilement: car on sait 
qu'alors (ry, aa, a,a') sera une involution, et par suite le conjugué harmo- 
nique « de a par rapport à a,a' sera aussi son conjugué dans l’involution 
ayant x, y pour éléments doubles. Pour le cas où xy coincident (le seul 
pour lequel dans l'énoncé précédent nous n’excluons pas les involutions 
paraboliques) cette nouvelle démonstration est indispensable, car la première 
suppose que l'involution 7 ne soit pas parabolique. 

Nous nommerons toujours I linvolution double de P*). Si l'une des 

? Évidemment l'involution harmonique à deux involutions données I,, I, est 


l'involution double du produit de celles-ci 7, 7,: cela en donne une construction linéaire 
au moyen de /, et I.. 
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deux P, I a des éléments doubles, on voit immédiatement que l'autre les 
aura aussi pour éléments doubles. 

6. Les involutions harmoniques à P la transforment (n° 3) en P-*: 
mais P et P^! ont évidemment une même involution double J: donc ces 
involutions transforment / en elle-même. — Ainsi: les involutions harmoniques 
à une homographie sont aussi harmoniques à son involution double. — Les 
involutions harmoniques à P sont d'ailleurs foutes celles harmoniques à J, 
ear une involution harmonique à P (aussi bien qu'une involution harmonique 
à I) est complètement déterminée par un couple quelconque d'éléments (n° 3). 

7. Une homographie est délerminée par son involution double I et 
un couple d'éléments correspondants aa’: car si aa’ sont les conjugués de 
ceux-ci dans J et on construit a, tel que aaa,a soit harmonique. l'homo- 
graphie cherchée devra avoir pour couples d'éléments correspondants a, a, 
aa, aa’; et inversement l'homographie déterminée par ces couples aura J 
pour involution double. 

Il y a donc une infinité d'homographies ayant une involution double 
donnée I: ce systéme d'homographies jouit de propriétés importantes. 

La condition pour que deux homographies qui ne soient pas toutes les 
deux des involutions, sotent échangeables est qu'elles aient une méme involution 
double. Cette condition est nécessaire, car l'une des deux homographies, qui 
ne soit pas involutive, laissera invariable l’autre et par suite son involution 
double. Elle est aussi suffisante, c'est-à-dire si P, P, ont une méme invo- 
lution double J et a', a, sont les correspondants d'un élément quelconque a 
resp. dans P, P,, et a", a; leurs correspondants resp. dans P,, P, ces deux 
derniers éléments coincideront: car les involutions (a,a', aa,), (a,a', aa”), 
harmoniques resp. à P, P,, seront aussi (n°6) harmoniques à J et ayant 
en outre un couple commun (qui n'est pas le couple d'éléments doubles de 
I) devront coincider. 

De cette propriété des homographies ayant une méme involution 
double, d'étre échangeables entre elles, on tire immédiatement cette autre: 
Si dans les oo homographies P,, P,, P,, ... qui ont une involulion double 
donnée I, on prend de deux éléments quelconques a et b les correspondants 
0,0,0,... et b, b,b,..., on aura 

80,0;0,... A bb, b,b,.... 
En effet cette relation représente l'homographie ayant / pour involution 
double et le couple ab d'éléments correspondants; car comme cette homo- 
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graphie-ci est échangeable à P,, elle aura a,b, pour éléments correspon- 
dants. — En remarquant que dans ce système d'homographies celles-ci sont 
deux-à-deux inverses l'une de l'autre, il s'ensuit que pour avoir toutes les 
homographies ayant commune avec une donnée P l'involution double, c'est- 
à-dire échangeables avec P, il suffit pour chaque élément a dont les corre- 
spondants dans P et P sont a’ et a,, de construire l'élément a; tel que le 
groupe aa’a,a, soit projectif à un groupe fixe; alors a, sera le correspondant 
de a dans une de ces homographies *). 

Ajoutons enfin que, comme le produit de deux homographies échan- 
geables P, Q est échangeable avec chacune d'elles [car P(PQ) —- P(QP) - (PQ)P], 
il suit que le produit de deux ou plusieurs homographies ayant une méme 
involution double a aussi cette méme involution double. 

8. Deux homographies quelconques P, Q ont toujours commun un couple 
d’involulions correspondantes; elles en ont communs une infinité si elles sont 
harmoniques. En effet, soit J une involution à laquelle corresponde soit 
par P soit par Q une méme involution I’: alors par rapport à PQ^' Vin- 
volution J correspondra à elle-même. Et inversement si une involution J 
correspond à soi-même par rapport à PQ", il est bien évident que par 
rapport à Q et par rapport à P (qui est le produit de PQ^' et Q) il lui 
correspondra une méme involution J’. Donc si PQ” est une involution, 
c'est-à-dire si P, Q sont harmoniques, il y aura une infinité de couples I, I’ 
d’involutions correspondantes communs à P, Q: les / seront l'involution PQ 
et toutes celles qui lui sont harmoniques, et analoguement les I’ seront PQ 
et celles qui lui sont harmoniques. Si au contraire P, Q ne sont pas har- 
moniques, J devra étre l'involution double de l'homographie PQ"! (ou de QP") 
et analoguement IJ’ sera l’involution double de P^Q (ou de Q^'P). 


*) La premiére démonstration synthétique de l'existence d'un systéme d'homo- 
graphies échangeables à une homographie donnée et la construction que nous avons 
exposée de ce système au moyen de celle-ci sont dues à M. Pasch (Beweis eines Satzes 
über projective Punkireihen, t. 91 de ce Journal, p. 349). Cette construction est la 
généralisation de celle, que nous avons vue au n°5, de l'involution double d'une 
bomographie, qui est due à M. Schroeter (ce Journal, t. 77, p. 120). — Enfin la maniére 
par laquelle dans ce n? 7 nous avons obtenu les propriétés d'un systéme d’homo- 
graphies ayant une méme involution double est identique (bien que j'y sois arrivé 
indépendamment) à celle dont se sert M. H. Wiener dans sa Rein geometrische Theorie 
der Darstellung binärer Formen durch Punktgruppen auf der Geraden (Darmstadt, Brill 
1885); cependant ma démonstration du théorème fondamental du n° 5 est tout-à-fait 
nouvelle et elle est, si je ne me trompe, la plus simple (synthétique) que l’on puisse 
en donner. 
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Quelles que soient P, Q, en indiquant par J, I’ les involutions 
doubles de PQ" et de P^Q, on voit que si J et (en conséquence aussi) 
I' sont hyperboliques, en indiquant resp. par mn, m'n' leurs éléments doubles, 
P et Q auront communs deux couples d'éléments correspondants mm’, nn’. 
Si au contraire I, I’ sont elliptiques, P et Q n'auront pas de couples 
d'éléments correspondants communs. Si enfin J, I' sont paraboliques, 
c'est-à-dire l'homographie PQ^"' (ou P^'Q) a un seul élément double, P et 
Q auront commun un seul couple: on peut dire alors que P et Q sont tan- 
genles dans ce couple. (C'est seulement dans ce dernier cas que notre 
énoncé considére aussi les couples d'involutions correspondantes paraboliques.) 

9. Nous allons nous occuper inversement du systéme des homo- 
graphies qui ont un couple donné d'involutions correspondantes J, I’ de 
méme espéce (hyperboliques ou elliptiques) et avant tout nous établirons 
quon détermine deux telles homographies si l'on en donne en outre un 
couple aa' d'éléments correspondants *). 

Nommons P une homographie satisfaisant à ces données et d'un 
élément b différent de a cherchons le correspondant b' dans P. Les invo- 
lutions données J, I’ soient I(aa,, bb,) et I'(a'a,, b'b;): puisque P trans- 
forme 7 en I’, dans P se correspondront non seulement a et a’, b et b', 
mais aussi a, et a, b, et b;, de sorte que 

a a,b b, N aa,bb.. 
D'ailleurs, comme J, I' et a, b, a’ sont donnés, a,, b,, a, le seront aussi: 
done dans cette relation les seuls éléments inconnus seront b', b, éléments 
conjugués dans /', et cette relation prouve qu’ils se correspondent en outre 
dans une homographie S ayant a'a, pour éléments doubles et bien déterminée. 
Or il existe deux couples différents d'éléments correspondants communs à 
S et I’; c’est-à-dire SI', homographie (involutive, puisque S, 7' sont har- 
moniques) dont les éléments doubles font partie de ces couples (n° 8) a 
certainement deux éléments doubles différents: en effet, suivant que aa,, bb, 
se séparent ou non, /’ (qui est de méme espèce que J) est une homographie 
entre formes concordantes ou opposées, et S entre formes opposées ou con- 
cordantes, de sorte que leur produit SZ” sera toujours une homograpbie entre 


*) On pourrait prouver cela un peu plus simplement en traitant séparément le cas où 
I, I' sont hyperboliques et celui oü elles sont elliptiques. La démonstration que nous en 
verrons n'exige pas cette séparation et a en méme temps l'avantage de donner la construc- 
tion de l'élément correspondant à un élément quelconque dans l'homographie cherchée. 
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formes opposées *. Ayant construit l'un b'b; de ces couples communs à 7 et I’, 
l’homographie déterminée par les couples d'éléments correspondants aa’, bb', 
a,a,, (b,b;) satisfera au probléme. (Celui-ci a done toujours deux solutions. 

10. Considérons toujours tout le système des oo (n° 9) homographies 
qui ont un couple donné J, I’ d’involutions (de même espèce) correspon- 
dantes. Si P, Q sont deux quelconques d'entre elles nous avons déjà 
remarqué (n° 8) que PQ^ (de même que QP-') transformera J en elle- 
méme, c'est-à-dire ou 1°) elle aura / pour involution double, ou bien 2”) elle 
sera une involution harmonique à J; et inversement, P étant donnée, si on 
prend une homographie Q de façon qu'elle soit liée à P par l'une ou l'autre 
de ces relations, par rapport à Q les J, I’ seront correspondantes, c’est- 
à-dire Q appartiendra au système. 

Or soient P,, P, deux homographies du systéme liées à P par la 
premiere relation: P,P^' et PP;' auront / pour involution double et en 
conséquence la méme chose aura lieu pour leur produit P,P;' (no 7). Au 
contraire soient Q,, Q, liées à P par la 2° relation (harmoniques par suite à 
P): alors comme les involutions Q,P^! et PQ;' sont harmoniques à J, leur 
produit 0,07" aura J pour involution double. Enfin si P,, Q, sont avec P 
resp. dans la 1° et la 2° relation, de sorte que P,P^' a I pour involution 
double et PQ;' est une involution harmonique à J, cette PQ;' sera aussi 
harmonique à P,P-! (n° 6), et le produit de P,P^', PQ;', c'est-à-dire P,Q;', 
sera une involution, qui devant transformer J en elle-méme, comme ses deux 
facteurs (et ne pouvant pas coïncider, comme .on voit facilement, avec J 
méme), sera harmonique à J. — Nous avons done la proposition suivante: 

Les homographies ayant un couple donné I, I’ d’involutions correspon- 
dantes (elliptiques ou hyperboliques) forment deux différents faisceaux. 
Deur homographies quelconques de méme faisceau sont telles que le produit 
de l'une par Vinverse de l'autre a I pour involution double; tandis que deux 
homographies de faisceauz différents sont harmoniques et donnent pour produit 
de l'une par l'inverse de l'autre une involution harmonique à I. 

Nous dirons ces deux faisceaux harmoniques lun de l’autre. 

11. Nous avons encore évidemment du n° précédent la proposition 
suivante : 


*) On a ainsi une démonstration nouvelle et très simple de la proposition que 
€. Staudt prouve au n° 83 de ses Beiträge zur Geometrie der Lage au moyen des 
sections coniques. 
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Etant donnée une homographie P et un de ses couples d tnvolutions 
correspondantes I, I’, on obtient les deux faisceaux d’homographies déterminés 
par ce couple I, l' ainsi: celles de méme faisceau avec P en multipliant 
les homographies qui ont I pour involution double par P; celles de l'autre 
faisceau en multipliant les involutions harmoniques à I par P. 

Cette construction s'applique encore si J, J' sont paraboliques. Dans 
ce cas (exclus dans l’énoncé du n° 10) le couple J, J’, c'est-à-dire celui 
des éléments doubles (singuliers) m, m' de ces involutions, ne détermine plus 
les faisceaux; mais, en donnant en outre une homographie P dans laquelle 
I, I', c'est-à-dire m, m’, se correspondent, on a par cette construction respec- 
tivement un faisceau contenant P et composé des homographies tangentes 
à celle-ci et entre elles dans le couple mm’ (v. la fin du n° 8), et un autre 
faisceau harmonique à celui-ci et composé de méme d'homographies tan- 
gentes entre elles dans le couple mm'. D'ailleurs entre ces deux faisceaux 
passent encore les mémes relations qu'en général entre deux faisceaux har- 
moniques, car les raisonnements du n? 10 valent encore parfaitement. 

Si J, I’ sont hyperboliques et mn, m'n' sont resp. leurs éléments 
doubles, les deux faisceaux harmoniques se composent resp. des homo- 
graphies contenant les couples d'éléments correspondants mm’, nn’ et de 
celles contenant les couples mn’, nm'; cela en simplifie l'étude. Le cas 
précédent, ot J, J’ sont paraboliques, pourrait en suivre comme limite, en 
faisant coincider », n' resp. avec m, m. 

Deux homographies quelconques P, Q déterminent toujours parfaitement un 
faisceau qui les contient, car (n° 8) elles ont toujours commun un certain couple 
d'involutions correspondantes J, I’ tel que PQ" a I pour involution double. 
Lorsque P et Q sont données, ce faisceau se construit linéairement en 
multipliant les différentes homographies qui ont avec P 07" la méme involu- 
tion double 7 par P; par exemple on aura ainsi immédiatement l'homographie 
de ce faisceau qui a un couple donné d'éléments correspondants. 

Remarquons enfin qu'en supposant que J, J’ coincident on a que 
les deux faisceaux harmoniques particuliers qui transforment une involution 
I en elle-méme se composent l'un des homographies ayant J pour invo- 
lution double, et l'autre des involutions harmoniques à I. 

12. Du fait que les homographies d'un faisceau se construisent en multi- 
pliant les homographies ayant une certaine involution double par une méme homo- 
graphie (n? 11), on tire immédiatement, en se servant d'une proposition du n? 7: 
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La serie des elements a,a,a;... qui correspondent à un méme élément 
a dans les oc homographies P,, P., P,, ... d'un faisceau quelconque, reste 
projeclive à elle-méme en variant a. 

En particulier en prenant pour ce faisceau le faisceau des involutions 
harmoniques à une involution donnée, l'on à une proposition connue, qu'on 
pouvait aussi établir directement *). 

Ce théoréme général donne une forme plus simple pour la construc- 
tion linéaire exposée au n° précédent des homographies du faisceau deter- 
mine par deux homographies quelconques données P, Q. Remarquons en 
effet que PQ^'P est une homographie de ce faisceau, car elle s'obtient en 
multipliant PQ" (dont l'involution double a une méme correspondante dans 
tout le faisceau) par P (v. n°11). Donc si pour chaque élément a on trouve 
les correspondants a’, a" et a" dans P, Q et PQ-'P, et on construit a; de 
facon que le groupe a'a"a'"'a; soit projectif à un groupe fixe, a, sera le corre- 
spondant de a dans une homographie du faisceau: et on obtient ainsi toutes 
les homographies du faisceau en variant le groupe fixe. Cependant cette 
nouvelle construction suppose que P et Q ne soient pas harmoniques, car 
autrement PQ^'P coïnciderait avec Q. 

En donnant pour une homographie un couple d'involutions corre- 
spondantes (elliptiques ou hyperboliques) 7, I' et un couple d'éléments 
correspondants, sa construction était (n° 9) un probléme toujours possible 
du 2° degré. Maintenant nous voyons en outre que si l'on indique lequel 
des 2 faisceaux déterminés par le couple J, J' on veut considérer, en 
donnant une homographie de ce faisceau, le probléme devient linéaire, et 
nous en avons la solution. 

13. Etant données deux homographies P, Q, toutes celles qui sont 
dans le faisceau harmonique au faisceau contenant P, Q sont harmoniques 
à celles-ci; et elles sont les seules homographies harmoniques à ces deux, 
ear une homographie de ce premier faisceau, de méme qu'une homographie 
harmonique à P, Q (n° 2) est parfaitement déterminée par un couple d'élé- 
ments correspondants. Donc les homographies harmoniques à deux homographies 
sont aussi harmoniques à tout le faisceau qui contient celles-ci et forment le 
faisceau harmonique à celui-ci **). 


— — 


*) Voir aussi le travail cité de M. H. Wiener, p. 39. 


**) De là et du n? 11 il suit que pour qu'il y ait une homographie non singuliére 
harmonique à deux homographies données P, Q et contenant un couple d'éléments 


42* 
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Parmi les homographies harmoniques à P, Q il y en a une seule 
qui soit une involution: l'involution harmonique aux involutions doubles de 
P, Q (et seulement lorsque ces involutions doubles coincident il y a tout 
un faisceau d'involutions harmoniques à P, Q). Donc: dams chaque fai- 
sceau d'homographies il y a en général une involution déterminée. 

En considérant deux faisceaux harmoniques nous obtenons ainsi: 

Les involutions doubles des homographies d'un faisceau forment elles- 
mêmes un faisceau, étant harmoniques à l'involulion contenue dans le faisceau 
d'homographies harmonique à celui-là. 

Il y a en général deux involulions mutuellement harmoniques qui trans- 
forment l'une dans l'autre deux involutions données. 

14. Considérons un faisceau d'homographies ayant commun le couple 
d’involutions correspondantes J, I’; soient P, Q deux de ses homographies 
et soit R une homographie non involutive échangeable à J, c'est-à-dire 
ayant J pour involution double. Comme QP aura aussi J pour involution 
double et par suite ne changera pas R (n° 7), les deux homographies P 
et (le produit de QP^' et P, c'est-à-dire) Q transformeront H dans une méme 
homographie AR’ (ayant J’ pour involution double). Ainsi: toutes les homo- 
graphies du faisceau ont communs co couples R, R' d'homographies correspon- 
dantes: les R sont les homographies ayant I pour involulion double, les R' sont 
celles ayant I' pour involution double. — On prouve en outre par un raisonne- 
ment analogue (en supposant seulement que P, Q appartiennent resp. aux deux 
faisceaux harmoniques déterminés par les involutions correspondantes J, I”) 
que: d'un couple d'homographies correspondantes commun aux homographies 
d'un faisceau on oblient un couple commun aux homographies du faisceau har- 
monique en remplacant l'une des deur homographies par son inverse. — 

Inversement foules les homographies qui transforment l'une dans l'autre 
deux homographies projectives non involulives R, R' forment un faisceau. Nous 
disons que les deux homographies R, R' sont projectives lorsqu'il y a une 
homographie P qui transforme R en R’. Or ce que nous avons dit au com- 
mencement de ce n? sert aussi à prouver que dans ce cas on obtient oo 


correspondants mm' commun à celles-ci, il faut que P, Q soient tangentes dans ce 
couple: alors chaque homographie du faisceau harmonique à celui déterminé par P, Q 
satisfait aux conditions données. Cela comble une laeune qui était restée vers la 
fin du n° 2. — Il suit aussi de la proposition ci-dessus et d'une remarque faite au 
n? 1 que: en multipliant les homographies d'un faisceau par une homographie quelconque 
(ou inversement), l’on obtient de nouveau les homographies d'un faisceau. 


Segre, sur les homographies binaires et leurs faisceaux. 329 


homographies Q, qui sont toutes celles qui transforment R en R', en multi- 
pliant les homographies échangeables & R par P: ce qui donne bien un 
faisceau d'homographies (n° 11). 

15. Au moyen de la notion du faisceau d'homographies nous pou- 
vons résoudre le probléme linéaire le plus général que l'on puisse poser 
sur les homographies, c'est-à-dire: construire une homographie harmonique à 
trois homographies données P, Q, R. L'homographie cherchée devra appar- 
tenir au faisceau harmonique à celui qui contient P et Q: donc si J, I’ 
est le couple d'involutions correspondantes commun à P et Q (et il suffira 
de construire 7), lhomographie cherchée sera représentable par I,P, I, 
étant une involution inconnue harmonique à 7. Il faut encore, et il suffit, 
que /,P soit harmonique à R, c'est-à-dire, en multipliant par P^', ce qui 
n'altére pas l'harmonie (n° 1), que J, soit harmonique à RP^'. En général 
il y aura done une seule solution: on construira 7, harmonique à / (invo- 
lution double de OP") et à l'involution double de RP", et l'homographie 
I,P sera celle cherchée. Le probléme sera indéterminé si J est l'involu- 
tion double de RP", c'est-à-dire si R appartient au faisceau de P, Q; ce 
qui est bien naturel. — 

On pourrait encore continuer ces recherches: il y aurait par exemple 
à étudier les homographies qui sont tangentes à des homographies don- 
nées (ainsi on construirait facilement les homographies d'un faisceau qui 
sont tangentes à une homographie donnée), ete. Mais nous nous arréte- 
rons là. | 

16. Seulement, pour finir, nous ferons remarquer comment notre 
théorie trouve une application intéressante dans la démonstration des pro- 
prietes de l'heragramme de Pascal. 

Lorsque cette théorie s'applique aux homographies dans les séries 
de points d'une eonique, on voit tout-de-suite que l'axe d'une homographie 
est aussi axe pour toutes les homographies ayant la méme involution double 
et en particulier pour cette involution double; et que les axes (ou les póles) de 
deux involutions harmoniques sont conjugués par rapport à la conique. De 
là il suit (n° 13) que les axes des homographies d'un faisceau forment 
un faisceau (si ce faisceau d'homographies n'a pas une involution double 
fixe); et que deux faisceaux harmoniques d'homographies ont pour axes les 
droites de deux faisceaux dont les centres sont conjugués par rapport à la 
conique. 
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Maintenant soient 1 23456 six points d’une conique. L’homographie 
déterminée entre les points de la conique par les couples d’éléments corre- 
spondants (14, 36, 52), par exemple, a pour axe la droite de Pascal de 
Vhexagone simple 123456: l'étude de la configuration formée par les 
60 droites de Pascal est ainsi contenue dans celle des relations entre les 
60 homographies déterminées par les six points divisés en couples. Con- 
sidérons les deux ternes d'homographies: | 

(1. (14, 36,52); (16, 32,54); (12, 34, 56); 

(2. (14, 32,56); (12, 36,54); (16, 34, 52). 
Il est bien visible (n° 1) que chacune des (1.) est harmonique avec cha- 
cune des (2). Donc ces deux ternes appartiennent resp. à deux faisceaux 
harmoniques d’homographies. Ainsi les 3 droites de Pascal représentées 
par (1.) passent par un méme point et celles représentées par (2.) par un 
autre point conjugué de celui-là par rapport à la conique. On trouve ainsi 
les 10 couples de points conjugués de Sleiner. 

On prouve aussi facilement que les homographies 


(16,52, 43); (21,54, 36); (14, 32, 6d) 
appartiennent à un méme faisceau harmonique à la 
(12, 34, 56). 
On en tire l'existence des 60 points de Kirkman, et on a en méme temps 


une proposition qui établit un nouveau lien géométrique entre ces points 
et les droites de Pascal auxquelles on sait qu'ils correspondent. — Etc. etc. *) 


*) On pourrait faire une autre espèce d'applications de notre théorie à celle des 
coniques en supposant que les homographies dont il s'agit soient entre deux faisceaux 
fixes de droites d'un méme plan, et en faisant correspondre à chaque homographie 
entre ceux-ci la conique qu'ils engendrent. Alors à l'harmonie entre deux homographies 
correspond un lien particulier entre deux coniques (orthogonalité par rapport à deux 
points fixes de celles-ci comme absolu); aux faisceaux d'homographies correspondent 
des faisceaux de coniques, ete. En supposant au contraire que les homographies 
soient, par exemple, entre deux faisceaux fixes de plans, on aurait des propriétés, en 
partie nouvelles, des surfaces du 2* ordre. 


Turin, le 27 mars 1886. 
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Ueber den Convergenzgrad der variablen Reihen 
und den Stetigkeitsgrad der Functionen zweier 
Argumente. 


(Von Herrn P. du Bois-Reymond.) 


Die bisher von mir veröffentlichten Untersuchungen aus dem Gebiete 
der allgemeinen Reihentheorie betreffen fast ausschliesslich ineariable Reihen, 
d. i. solche, deren Glied als eine unveränderliche Grösse angesehen wird. 
Gegenstand der folgenden Seiten sind Eigenschaften der variablen Reihen, 
d. i. solcher, deren Glied als Function einer Veränderlichen gedacht ist. 


I. 


Vorbemerkungen. 


Es handele sich um eine Reihe 
U(z) = Zw», 
fe 


n 
so ist U(x) die Grenze von Zu,(x), also einer Function zweier Variablen 
1 


n und z, zunächst nur nach einer von ihnen, nämlich nach ». Allein da auch 
x als veränderlich betrachtet wird, so kann es nothwendig werden, die 
gleichzeitige Veränderung beider Variablen ins Auge zu fassen, so dass es 
am natürlichsten und zweckmässigsten ist, von vornherein die variablen 
Reihen vom Gesichtspunkt der Functionen zweier Argumente aus zu unter- 
suchen. Setzen wir e=n"', und: 


U.(2) = X u (2) = 9(@, 9, 
(1.) ferner: 
R,(2) = U(z)- U.(z) ^ E u(e) = 92, 0) qz, 9) 


so ändert sich e — »^' zwar sprungweise, kann aber auch als continuirliche 
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Variable gedacht werden. Dann stellt (x, e): eine Function von « dar, 
welche für jeden ganzzahligen Werth von «' den Werth U, annimmt. 
Man kann sie sich besonders auf zwei Weisen definirt denken. Einmal 
kann g(a, s), während € von s bis n+1 geht, den Werth U, beibehalten, 
und dann zu U,,, aufspringen, so dass sie eine in allen ganzen Zahlen 
unstetige Function von e—' wird. Sodann kann man sich aber auch zwischen 
ihren Werthen U, und U,,, eingeschaltet denken U,+(y—n)(U,,,—U,), wo 
éy = 1, und y von s bis n+1 geht. Diese Bestimmung hat folgende 
geometrische Bedeutung. Bezeichnet man mit w(y) die Function, welche 
für & «y — n1 gleich u,,, ist, so ist, U, — 0 gedacht: 


2) €(m9- Ut (y-n)(U.s-U) = f" v(y)dy. 


Hierin ist » als [c], d. i. als die grösste in y — €"! enthaltene ganze Zahl 
aufzufassen, wodurch g(a, ¢) auch in der äusseren Darstellung als eine 
Function von e und nicht mehr von « und » erscheint. 

Die so definirte Function Y(z,e) ist eine stetige Function von x 
und e — 0, wenn U,(z) eine stetige Function von za ist. 

Man kann g(a, €) explicite ausdrücken, z. B. durch die aus dem so- 
genannten Laplaceschen Integral sieh ergebende Darstellungsformel: 


0 für y — a, 
LE f(a--0) für y =a, 


(3.) lim /"aBf(B)he" o> = Vn if(y+0)+/f(y—0) für a « y — b, 


Y® f(b—0) für y = b, 


0 für y — b. 
Zuerst sei erwähnt, dass die Formel: 


(4) y) = lim /f d& X whe- "etr 
" h=n Y a‘ p=) P ’ 
welche durch Summation der Ausdrücke: 
(3.) E J ‘dBhe-P ED, a / ‘dBhe-"-™ etc. 
entsteht, die Reihe selbst ausdrückt als Function einer continuirlichen Variablen 
y, so nämlich, dass v,(y)=u für 0 — y — 1, y,(y) =u, für 1 — y — 2, etc., 
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W,(y) = u, für n—-1—y—n Da die Reihe unter dem Integral in y,(y) 
für # = x convergirt, so ist auch 


= lim / a's +0) 
(6) Vi BZ het 


Für ein ganzzahliges y verhält die Sache sich so: es sei z.B. y=1. Hier 
würde y(1) = ae herauskommen. Versteht man aber die analytischen 


Ausdrücke so, wie ich dies in meiner Abhandlung „Ueber die sprungweisen 
Werthänderungen der Functionen" vorgeschlagen habe, so zeigt sich, da 
für y= 1—0 das erste der beiden vorstehenden Integrale (5.) u,, das zweite 
Null giebt, für y — 1+0 das erste Null und das zweite w, giebt, dass für 
y —1 die Summe beider die ganze auf y — 1 senkrecht stehende Strecke 
zwischen den Punkten y = s, und y = v, darstellt. 

Gehen wir nun zur Darstellung der Function q(z, ¢) selbst über, so 
haben wir nach der ersten Definition von g(a, €) als unstetiger Function im 
vorstehenden Ausdruck (6.) nur U,,, statt u, zu schreiben, und die zweite 


p 
Darstellung von g(a, €) als continuirlicher Function lautet: 


. A /7,4"z9 | 7 EN 
C» qa, +) = lin / dB LU, + CUp+1— phe G+p-e D) , 


U, = 0 gedacht, ein Ausdruck, in welchem, wie dies auch sein muss, der 
Coefficient [] kein explicites p enthält. Für ye = 1 und 0 y — 1 wird 
px, e) = gui, für 1<y<2wird g(a, €) = u,4+(y—1)u,, für 2<cy<3 wird 
p(a,e)=u+a+(y—2)u,, ete. Die Formeln (6.) und (7.) gelten noch, 
wenn die ws, und U, in einer durch die Exponentialfunction beschränkten 
Weise unendlich werden. 

Falls man von der Betrachtung der Function g(a, ¢) ausgehen und 
von ihr zur Reihe übergehen will, d. i. diejenigen Folgerungen auf die 
Reihe übertragen will, die noch gelten, wenn das Argument e dieser Func- 
tion sich ganzzahlig springend ändert, so setzt man: 


“= qa, 1), u, = g(z, 3)- «s. +) 
y(e,—)=U,(@), pe, 0)-ple, +) = R,(2). 


Ebenso wie die Reihe kann auch das Integral / Ke, y)dy auf eine 
"u 


(8.) 
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Function zweier Variablen bezogen werden: 
(9) nuc -9(z5), Ye=1 
Es gelten dann für alle drei Formen 
Eule), eG). f Ke, addy, 


viele Grenzsütze zugleich, und bei der Untersuchung wird man, jenachdem 
es für die zu erörternden Fragen bequem ist, einen der drei Ausdrücke zu 
Grunde legen. Denn, wie oben die Reihensumme g(z, e) als Integral dar- 
gestellt wurde, so kann man auch das Integral als Reihe darstellen, indem 
man es in / un / e zerlegt. 


0 1 


II. 


Die ersten Analogien zwischen der Stetigkeit der Function zweier Variabeln und der Convergenz 
der Reihe. 


Indem wir jetzt damit beginnen, die allgemeinen Grenzeigenschaften 
der Function zweier Variabeln g(a, e) auf die Reihen zu übertragen, weisen 
wir ihren Argumenten folgendes Gebiet an: 

1.0, 0 Sesb, 
und, da es sich gerade um die Linie &= 0 und ihre Endpunkte handelt, 
so setzen wir der Bequemlichkeit halber jenes Gebiet über vorstehende 
Begrenzung etwas fort, wobei wir bestimmen: p(z,—e)=gY(z,e), und für 
Ta, tb, p(r,e) = pas), p(x, €) = q(b, e). 

Wir nennen wie üblich die Function g(a, e) stetig in einem Punkt 
æ,e, wenn für jedes beliebig kleine d ein Kreis mit dem Mittelpunkt x, & 
vorhanden ist, in welchem g(a, e) durchweg existirt, und in dem die Schwan- 
kung der Function d nicht erreicht, wozu es ausreicht und nothwendig ist, 
dass der Unterschied q(z,, s,)— (a, €) für einen hinreichend kleinen Werth 
von o!-—(z,—zc)--(&—*6) kleiner als d werde. Hierfür genügt es aber, 
und ist auch nóthig, dass der Unterschied ¢(x,, €) — g(a, €) mit gegen Null 
abnehmenden &,— x, &,—& bedingungslos unter jede Grenze sinke, d.i. wie 
auch v,—2, &,—€ gleichzeitig oder nach einander der Null sich nähern mögen. 
Denn, wenn das übliche Kriterium nicht erfüllt ist, kann Letzteres nicht 
stattfinden, und umgekehrt: weil alsdann für noch so kleine Kreise mit dem 
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Mittelpunkt z, « die in ihnen vorhandenen Schwankungen der Function stets 
ein gewisses gleichviel wie kleines à erreichen würden. Denkt man sich 
nämlich in einem ersten dieser Kreise möglich weit entfernt vom Mittelpunkt 
zwei Punkte, für welche der Functionsunterschied > d, und bildet für eine 
Schaar solcher Kreise mit gegen Null abnehmendem Radius zwei ent- 
sprechende Punktfolgen, so können die diesen Punktfolgen entsprechenden 
Differenzen p(z,, &) —9(z, €), p(a2, &)—Y(x, s) nicht beide Null werden. 

Dies vorausgeschickt, folgt aus Heines durch Herrn Léüroth vervoll- 
ständigtem Princip der „gleichmässigen Stetigkeit", dass, im Falle (x, €) 
in. jedem Punkt der ganzen Linie e — 0, a = x < b stetig ist, die Schwan- 
kung der Function q(z,5) in einem Gebiet: 

—e LeLte, a—e <esbr+rE 
mit s unter jede Grenze sinkt. Für die vorliegenden Betrachtungen reicht 
es aus, dass die Schwankung im Gebiete 
OSes’, aznaezb 
mit € verschwinde. Wenn wir also die Schwankung in diesem Gebiete 
mit g(8) bezeichnen, so nimmt e(e') mit € monoton gegen Null ab. Bei 
einer in allen Punkten der Linie € — 0, a x < b stetigen Function (za, &) 
kann man daher setzen: 
(10) px, 0)— px, €) = e(s).4(z, €), a = c = b, 

wo À(æ,e) in dem nämlichen Intervall von x unter einer endlichen Schranke 
bleibt. Diese Begriffe und Sätze lassen sich ohne Weiteres auf die Reihen 
übertragen. Hier lauten sie: 


Definition. Eine Reihe Zu,(e) heisse in einem Punkte a stetig con- 
vergent, in welchem der Rest R,(x,) mit x,—x und n^! bedingungslos ver- 
schwindet. | 

Satz: Wenn für jeden Punkt x eines Intervals a < x < b eine 
Rethe Xu, (2) stelig convergirt, so giebt es eine von x unabhängige monoton 
mit & ' gegen Null abnehmende Function o(n) der Art, dass 

R,(2) = e(n).w, (2), 
wo w.(z) für a = 2<b unter einer endlichen Schranke bleibt *). 


*) Es folgt hieraus, wenn wir R,(z) = u,--u,41--:-- setzen, für das Reihenglied: | 
tn = el) wre) 


On 
= 045; 
wo v, im ganzen Intervall a < == b unter einer endlichen Schranke bleibt. 


43* 





336 P. du Bois-Reymond, sur Contergens cariabler Reihen. 


Die im Intervall a < x < b gültige Gleichung Y(z, 0)— q (a, €) 
= Q(&).A(z, €) ist der Ausdruck für die Eigenschaft, welche man, wie mir 
scheint unzutreffend, gleichmässige Stetigkeit nennt; denn ihre Bedeutung 
ist doch nur, dass der sofort (Art. III.) zu besprechende Stetigkeitsgrad im 
Intervall a = z < b nicht unter alle Grenzen sinkt, sondern einen Minimal- 
grad zulässt, während der Stetigkeitsgrad selbst ausserordentlich verschieden 
sein kann. Ich schlage vor, statt gleichmässiger Stetigkeit zu sagen: Strecken- 
steligkeit, oder lineare Steligkeit im Gegensatz zu Steligkeit in Punkten. Ebenso 
drückt die Gleichung R,(x) = o"w,(z) aus, was man ebenso unzutreffend 
„gleichmässige Convergenz" oder gar „Convergenz in gleichem Grade“ nennt. 
Da man bei näherem Eingehen auf die Veränderung der Convergenz längs 
Intervallen von : unter gleichmässiger Convergenz nothgedrungen etwas 
anderes verstehen muss, so schlage ich vor, statt dessen stetige Convergenz 
in Intervallen zu sagen. Im Anschluss an diese Benennungen empfehlen 
sich noch die folgenden: 

1. Convergenzpunkt  beziehlich Divergenzpunkt ist ein besonderer 
Werth von x, in welchem die Reihe convergirt, beziehlich divergirt. 

2. Stetigkeilspunkt der Convergenz ist ein Punkt z, für welchen der 
Rest R,(r,) mit #7, —xz und #7' bedingungslos verschwindet. 

9. Unstetigkeitspunkt der Convergenz ist ein Punkt x, in welchem 
ein gleichzeitiges oder successives Verschwinden von 2,—z und s ' möglich 
ist, für welches R,(z,) nicht verschwindet, wobei noch zu unterscheiden ist, 
ob dabei der Punkt selbst ein Convergenz- oder Divergenzpunkt ist, und ob im 
ersteren Falle die Function Xu, (2) = p(x, 0) in ihm unstetig oder stetig ist. 





Da aus der Streckenstetigkeit von Y(z,.) die Punktstetigkeit für 
jeden Punkt sogleich zurückfolgt, umgekehrt aber aus der Stetigkeit für 
jeden Punkt die Streckenstetigkeit nicht unmittelbar hervorgeht, so ist 
die Punktstetigkeit längs einer Strecke offenbar eine geringere Forderung, 
als wenn sogleich Streckenstetigkeit verlangt wird. Ebenso ist auch die 
Forderung, dass der Rest R, (z,) für jeden Punkt x des Intervall a = = — b 
mit «,—a und s^' bedingungslos verschwinde, geringer als die der stetigen 
Convergenz, für welche nöthig, dass er bei zunehmendem » für das ganze 
Intervall zugleich unter eine gegebene Schranke sinke. Und hierin besteht 
der Nutzen des obigen Satzes. Dies zeigt sich z. D. beim Beweise fol- 
genden Satzes: 
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Wenn U,(x), ohne dass die Reihe U(a) zu convergiren braucht, unter 
einer endlichen Schranke bleibt, und die Reihe 


= / 7 u, (m) dax 


convergirt, so ist sie stelig convergent. 
Man hat 
R,(z,) = E / (dr X / ^u, (a) dar. 


Zu 


Der zweite Term rechts kann auf die Form 
(2, —2)lim(Uy(w+0y)—U,(@+9y)) 


gebracht werden. Mithin verschwindet der Rest A,(@,) bedingungslos mit 
z,—xz und s^, da der erste Term mit n°‘, der zweite mit z,—2 ver- 
schwindet. 

Der Satz selbst ist übrigens noch dahin zu vervollständigen, dass 
der Nachweis der Convergenz der Reihe 


x / ^W, (z)dz, 


in einer Pantachie von Punkten x hinreicht. Denn es sei z* ein Zeichen 
für jeden Punkt x, der der Pantachie angehört, so wird: 


= / “4, (z)dr = = / * u,(x)dr+ = / ^c, (z)dz, 


da der erste Term rechts für jedes r* eine convergente Reihe ist, und 
der zweite Term auf die Form (x —z*)limU,(z-F9,) gebracht werden kann, 


nur Unbestimmtheitsgrenzen haben können, deren Unterschied mit z—2a* 
sich beliebig verkleinern lässt, also, da z* links nicht vorkommt, Null 
sein muss. 


III. 
Ueber den Stetigkeitsgrad der Functionen. 

Etwas tiefer in die Theorie führt uns die genauere Betrachtung des 
Stetigkeitsgrades der Functionen. Wenn 49g(z,6) = q(z, 0)—q(x,e) mit € 
verschwindet, so giebt es stets zwei mit « monoton gegen die Null sich 
bewegende Functionen O(a, e) und U(x, €), zwischen denen Sg(z, e) in der 
Weise verläuft, dass diese Differenz bei Abnahme von « nie aufhört, jeder 
der Functionen O und U gleich zu werden. Ich habe diese Functionen 


338 P. du Bois-Reymond, zur Convergenz variabler Reihen. 


näher beschrieben unter dem Namen ,,Unbestimmtheitsenveloppen": Allge- 
meine Functionentheorie pag. 271. Nach ihrer Beschreibung fallen sie 
unter sich und mit der Function /y(z,e) zusammen, wenn diese selbst 
monoton sich ändert. Doch wollen wir, von diesen Functionen O und U 
absehend, den Sfetigkeitsgrad o(z, e) direct beschreiben, wie folgt. Es sei 
o(x, €) positiv und für jeden Werth € gleich dem absolut grössten in dem 
Intervall zwischen « incl. und 0 vorkommenden Werth von Zq(z,&). Als- 
dann nimmt op(x,e) mit € monoton gegen Null ab, und setzt man 

(11) — «(2,0)—9(2, €) = [e(@, 9]®(z, ©"), 
so ist |®(æx,e)| — 1 und wird bei Abnahme von e nie aufhören =1 zu 
werden. Wir wollen jedoch auf Grund dieser völlig strengen Begriffsfest- 
setzung den Spielraum von e(z,e) und (x, e) so erweitern, dass diese 
Grössen auch wirklich in brauchbarer Gestalt darstellbar sind. Nach der 
vorstehenden Beschreibung könnten, auch wenn Y(z, e) stetig sich ändert, 
beide unstetig sein, indem e(z, e) in treppenartigen Absätzen abnähme. 
Wir nehmen also o(z,e) mit « stetig gegen Null abnehmend an, und hin- 
sichtlich |@(a, &)| bestimmen wir, dass diese Grösse entweder von vornherein 
— 1 sein oder den Limes (e=0) Eins, oder die obere Unbestimmtheitsgrense 
Eins haben soll, jedoch mit der Einschränkung, dass |P(z, &)| in dem ganzen 
betrachteten Intervall von x für ein hinreichend kleines € von 1 um eine beliebig 
kleine Grösse À verschieden sei und bleibe, oder unaufhörlich wiederkehrend 
Werthe annehme, die von 1 um Ó oder weniger verschieden sind. Setzen wir 
|2(z, #)| = 1—9', wo 0" bei Abnahme von e entweder stets oder unaufhör- 
lich wiederkehrend < d, so ist in 

498, 8) = [e(z, 9]—9 (eCz, &)] 

o(z, €) gleichsam eine erste Approximation, welche zur Beurtheilung der 
Art der Annäherung von œ(x, €) an œ(x, 0) dient. 

Wenn es sich um Beurtheilung der Abnahme von Sy(z, e) nur für 
ein bestimmtes x handelte, so würde es allerdings ausreichen, wenn |(z, &)| 
immer wieder zwischen irgend welche endliche von Null verschiedene Schran- 
ken zurückkehrte, und dann würde o(z,e) den Grad der Abnahme aus- 
drücken. Wenn aber diese Abnahme für verschiedene Werthe von = zu 


*) Der Stetigkeitsgrad soll fortan in eckige Klammern gefasst werden, desglei- 
chen später auch der Convergenzgrad. 
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vergleichen ist, so muss die Grösse 2 möglich in Ruhe bleiben, und nur 
der Stetigkeitsgrad variiren, und dies erreicht man eben, wenn, wie ge- 
schehen, der Spielraum von @ gleichmässig eingegrenzt wird. 

Um diese Dinge an einem Beispiel studiren zu können, welches 
auch zeigt, wie der Stetigkeitsgrad, oder richtiger dessen Gesetz bei einer 
durchweg stetigen Function sprungweise sich ändern kann, lege ich folgende 
analytische Construction vor: 

Es sei 

(12) (s) = tr 2>0 
4e*( cos =) + 2° 
Also allgemein: 


x . 
4e* cos’ — —ezsinec 


p(x, 0) pe, €) = — 
z(&*cos* - +!) 


Für 2 — 2 findet man 








4e*—! cos? T 
ee un. € — 
esinez rsiner 
9 (a, 0)—9(z, 8) = [| = — 
4ez cos u 
Ar u 


Für z —2 hat die Grösse D(a, «) den Limes —1 nach e=0, und ist für 

é=( streckenstetig als Function von e und z. Für æ = 2 schwankt 2(z, c) 

zwischen Werthen, die sich bei abnehmendem « der Null und —1 nähern. 
Für 0<(2< 2 miissen wir setzen: 


z resinéxr 








3 
4e] 07.677 4e 
y(@, 0)—9(@, 9 = [5] — 
1+ z cos" — 


Und hier ist zu bemerken, dass zwar die Form des Stetigkeitsgrades für 
æ = 2 sich plötzlich ändert, nicht aber dieser selbst. Auch das Schwanken 
der neuen Function (zx, s) schliesst sich einigermassen an das der bis- 
herigen an, nur dass es für x << 2 zwischen 0 und +1 stattfindet, somit doch 
die Unbestimmtheitsgrenzen von |®(x, e)| dieselben bleiben. Für 2 > 1 hat 
die Function q(z, e) bei e= 0 einen Differentialquotienten, der = 0 ist. Für 
z=1 ist der Differentialquotient zwischen endlichen Grenzen, für x — 1 ist 
er zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt. 
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Für x = 0 verschwindet g(a, e) und dann wird man folgerichtig 

schreiben: 
(13) — €(z,0)—9(z, :) = [0].1. 

Diese Function Y(z,e) ist nun allerdings so ausgesucht, dass sie in bün- 
diger Weise mehrere Eigenthümlichkeiten der Functionen e und ® zum 
Vorschein bringt; sonst aber zeigen die Functionen, wenigstens die, mit 
denen man es gewöhnlich zu thun hat, einfachere Stetigkeitsverhältnisse. 

Es sei y(z, €) eine rationale Function von Potenzen von x und von e, 











und = "c 2. wo À und u ganze Functionen solcher Potenzen. Dann ist: 
— g(z) ]. Az, ua, €) — A(z, ©).u(z, 0) 
e, 0)- «(9 = [Teo re 2 


wo &'g(z) das Glied mit der niedrigsten Potenz von e, das im Zähler rechts 
vorkommt. Hier also und bei noch bedeutend allgemeineren Functions- 
klassen hat der Stetipkeitsgrad die Form o(e).o,(z), wo die Function g(e) 
die Art der Abnahme von /y(z, e) für ein festes x kennzeichnet, und die 
Function o,(z) die Veränderung der Abnahmegeschwindigkeit längs des Inter- 
valls angiebt. 

Diese Beschaffenheit des Stetigkeitsgrades, ein Product von Fune- 
tionen von « und von x allein zu sein, ist eine besonders einfache, und es 
möchte sachgemäss sein, solche Functionen in gleichem Grade oder gleichmássig 
stetig zu nennen. Unter gewissen Bedingungen sind diese gleichmässig 
stetigen Functionen auch streckenstetig: wenn nämlich 1) g(a, 0) eine stetige 
Function von x ist, und 2) o,(z) in der ganzen Strecke unter einer end- 
lichen Grenze bleibt. Da 


q(7,0)—9(2,€) = [e(2-e:(70]. d (zi )+¢ (a, 0) lau 0), 
so sieht man in der That, dass die Differenz links mit e und z,—z bedin- 
gungslos verschwindet. 

Aber nothwendig ist die zweite dieser Bedingungen nicht. Denn 
die Function: . 


4 


14) pan [sb 


x 
ist durchweg für e=0 eine stetige Function zweier Variabeln, auch für 
z=(0, also ist sie in jedem Intervall von x streckenstetig. Der Stetigkeitsgrad 
wird aber unendlich für æ = 0. Uebrigens, wie schon bemerkt, ist der Stetig- 
keitsgrad als für x = unstetig aufzufassen, so zwar, dass Zq(z, €) = [0].1 ist. 
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Dagegen zeigt folgendes Beispiel, dass die zweite Bedingung nicht 
überflüssig ist, dass, wenn sie nicht erfüllt ist, die Streckenstetigkeit unter- 


brochen sein kann: 
6 


(15) —g(a,e)= ne — = [:——- ert 
Hier wüchst der Stetigkeitsgrad über alle Schranken, ist ebenfalls für 
x — 0 unstetig; aber hier ist auch œ(x,e) für r=0, e=0 unstetig, da 
z. B. limg(Ye, ©) = 4 ist, während œ(x, 0) selbst stetig ist. 
Bemerkungen. 


1. Falls ®(zx,,e) nieht Null wird, ist bei gleichgradiger Stetigkeit 


in einem Intervall, dem + und x, angehören, lim IE, €) stets endlich. Um- 


u Ipla,e) 
gekehrt natürlich ist g(a, ¢) für e= 0 nach. e in gleichem Grade stetig, 
wenn dies Verhältniss für einen Werth z, einen endlichen Limes hat. 

2. Sprungweise Aenderungen der Function q(z,*) an der Grenze 
e= 0 können aufgehoben und auf den Stetigkeitsgrad übertragen werden, 


wenn man die Function ee einführt, wo c so gewählt ist, dass der 





Nenner nicht Null wird. Man hat alsdann: 
qg(z,é)+co _ | ez, €) 


q(z,0) pc — Lg(s, Dre) PC, e) 
3. Wenn in Zg(z,*) — [e(z, e)]d (z, €) der Stetigkeitsgrad o(x, &) Cos, 
lim ee o,(z) ist, und D(z,e) den Limes 1 hat, so ist der Differential- 








quotient: 
g (z, O+de)—q(x, 0) __ 
mg ion 


—¢,(2). 
Wenn o(z, &) < e, ist dieser Differentialquotient Null; wenn o(z, €) > e, existirt 
der Differentialquotient nicht. Doch ist zu beachten, dass vorstehender 


Differentialquotient nicht dasselbe ist, wie lim — oen t) 2 , weil hier noch der 


Differentialquotient von 9 eingeht. 

4. Es ist noch der besondere Fall (x, s) — g(æ++) zu erwähnen. 
Dann ist also 

q (z)— q(z 4 €) — [e (z, EP (a, €), 
und hier gilt der merkwürdige auf Ampére zurückzuführende Satz, dass, 
falls B(æx,e) den Limes 1 hat, die Function p(z+e) für s — 0 nach e nur 
dann in gleichem Grade stetig sein kann, wenn o(a, €) = o(€).0,(@) = €0,(@) ist. 
Journal für Mathematik Bd.C. Heft 3. 44 


342 P. du Bois-Reymond, zur Convergenz variabler Reihen. 


Die vorstehenden Begriffsfestsetzungen können ohne Weiteres auf die 
Convergenzverhältnisse der Reihen übertragen werden; nur wird sich zeigen, 
dass wir hier noch einen Schritt weiter gehen können, um einen besseren 
Ueberblick über die Convergenzänderung in Intervallen zu gewinnen. 


IV. 


Ueber den Convergenzgrad bei Reihen. 


Die Geschwindigkeit, mit der U,(z) = Su,(z) sich der Summe Êu,(z) 
nähert, wird gemessen durch den Convergenzgrad o(x, n) in 
(16.) R,(z) = [e(«, n)| d (z, n), 


wo |P(z,n)| wieder entweder 1 ist, oder den Limes 1, oder die obere Un- 
bestimmtheitsgrense 1 hat, und von einem hinreichend grossen Werthe von n 
an für das ganze in Betracht kommende Intervall von x sich von 1 entweder 
um weniger als eine beliebig kleine Grösse 0 unterscheidet, oder bei etwaigen 
Schwankungen unbegrenzt oft in das Gebiet 1—0...1 gelangt. 

Eine Reihe wird als in gleichem Grade convergent zu bezeichnen 
sein in einem Intervall, wo die Function o,(z) in 

(17. — R,(z) = le(a).eı(@)]? (a, n) 

unterhalb einer endlichen Sehranke bleibt. Dies wird, einzelne Punkte 
ausgenommen, bei allen Reihen stattfinden, deren Reste rationale Functionen 
von Potenzen von z und von # sind, und bei unzähligen anderen. Auch 
kann man sümmtliche Beispiele des vorigen Artikels sogleich in Reihen- 
und Restform bringen auf Grund der Formeln (8.) des Art. I. 

Bei der Beurtheilung der Convergenzünderung in Intervallen von 
z wird man, wenn es gelungen ist, den Rest auf die Form [o(z, n)]®(a, n) 
zu bringen, auf die Prüfung der Veränderung von o(@,n) nach zx für hin- 
reichend grosse Werthe von » sich beschränken müssen, falls d(z, ») ohne 
Limes schwankt. Wenn aber d?(z,s) den Limes 1 hat, und gemäss der 
obigen Bestimmung für s ' — 0 nach x und »”' streckenstetig ist, so kann 
man in vielen und wichtigen Füllen für die Convergenzünderung charakte- 
ristische Functionen von x allein aufstellen, wie ich im Anschluss an zwei 
einfache Beispiele zeigen will. 

Die von mir ófters angeführte Reihe mit dem Gliede: 


0 gp z(p—1) _ x’ 
18) = 1+2%p 1+2°’p—1) z'p’—z’p(?2—z)+1— 2° 
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hat den Rest: 
1 1 4 
Re) = ar 3 
| {+ —- 
NT 
woraus folgt, dass die Convergenzgrade für zwei verschiedene Werthe von 
z sich umgekehrt wie die Quadrate dieser Werthe verhalten. Bildet man nun: 


R,(z,) _ n!+2? 
R.(z) . nz? 





so sieht man direct, dass für jedes 2 und zx, einschliessende Intervall von x es 
hinreichend grosse Werthe von s giebt, damit das Restverhältniss beliebig nahe 
das der Convergenzgrade werde. Dies gilt allgemein von den in gleichem 
Grade convergirenden Reihen, da hier wegen R,(z) = [o(r).o,(z)]?(z, n) 


. R,(2,) 0,(2,) 
] m 1 = N 17 
R, (x) e(z) 
ist. Dies Grenzverhältniss der Restabnahmen gestattet also einen sehr über- 


sichtlichen Ausdruck, aber er erstreckt sich nicht über die gleichgradige 





Convergenz hinaus. Denn damit das Verhältniss en für n = oo in ein 


3 


"Verhültniss zweier Functionen je von x, und von z übergehe, muss o(z, s) 
auf die Form p(n).0,(x,#) gebracht werden können, wo limo,(z, n) = o,(z) 
ast. Dann ist aber wieder: | 


_ en) Born 
R,(z) = le(s). e(2)] oi P(a, n) 


An gleichem Grade convergent, wofür demnach umgekehrt die Endlichkeit 
R.(z,) 
R, (2) 
Die geometrische Reihe hat den Rest 


rz" 
A9) A) = [4—— 
R,(2,) 
R, (æ) 
oder unendlich. Um die Restabnahmen vergleichen zu können, bietet sich 
hier ein neues Mittel dar. Bilden wir das Verhältniss 
R,(z+0) _ x" 1—ac 
R, (x) =(1+ z) 1—2z— à 
und setsen fest, dass 0 von x unabhängig sei, so können wir es doch von n 


abhängen lassen, und zwar so, dass das Verhältniss an der Grenze eine end- 
44* 


als Kriterium angesehen werden darf. 


Ja 


an der Grenze unbestimmt, Null 





won lim 








wand hier würde das Verhältniss 
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liche Function von x wird. Dies findet statt, wenn wir d= I setzen. 
Dann wird 





(20.) lim E = e. 


Man erkennt hieran deutlich, wie rasch die Convergenz in der Richtung 
æ= 0 zunimmt, während sie in der Richtung 1 sich schliesslich wenig mehr 
verändert, bevor sie für x — 1 erlischt. Diese Betrachtung gestattet eine 
Ausdehnung auf die Restform: 


(21. — R.(z) = [ev().ex(x).ex(z, n° P(a, v), 
wo g,(R) < 1, os(8) > 1, o;(z, n) <1 sei und man haben möge: 


(22.) lime, (n) (log e; (a+ m)—loge.(e, ") = ex). 
Diese Form ergiebt für 9 = [o,(n)] 


(23.) lim E = eo 


und wird wohl für alle in praxi vorkommenden Reihen, bei denen (a, n) 
den Limes 1 hat, ausreichen. 
Was die vorstehende Bedingung (22.) anlangt, so kann man sie 
schreiben: 
1 ' 
limlog(1--43) 9] = e(2, w= SET, OLA Ed 
Sie reducirt sich also auf 
. _ Q.(z--Ó,,m 
(24.) lim AS nn = o(z). 
Wenn z.B. o;(z, ») eine rationale Function von Potenzen von x und s ist, 
so kann man sie, unbeschadet der Allgemeinheit, setzen gleich 
Ulz,n)+u(z) 
V(z, n)d-v(z) ' 
wo U und V mit s^! verschwinden, da ein etwaiger heraustretender Factor, 
der nur von s abhängt, von der Function o,(») in (21.) aufgenommen wird, 


und dann wird o(z)— Alt. 
Es sei o;(z, n) =e ^", so wird o(z) = —2z, d= z, 


QORH.(0)9) — — 
lim “Rey = € ^s 


und man erkennt, wie rasch bei zunehmendem zx die Restabnahme wächst. 


P. du Bois-Reymond, zur Convergens variabler Reihen. 345 


Dagegen zeigt dieses Kriterium für H,(z)-— e ^ nur ein constantes Rest- 
abnahmeverhültniss B an. 

Im Falle der Convergenzgrad in die allgemeine Form (21), bei 
welcher eine bestimmte Function o(z) entsteht, nicht gebracht werden kann, 
wie z.B. [e^], x — 1, giebt es kein von x unabhängiges d mehr, für 
R.(z-4-9) 

R, (x) 
Dann bleibt noch übrig, entweder den Quotienten der Logarithmen von 
R,(æ+9) und R,(z) an der Grenze zu bilden, oder, was misslicher ist, über 
Ó anders zu verfügen. 

Ich bemerke noch, dass dieser Ausdruck für die Restabnahme: 

. R,(æ+d 

lim eS, 
der gleichsam ihr Differentialquotient ist, ebenso die Summenzunahme bei der 
Divergenz misst, wenn, wie bei der geometrischen Reihe, Rest und Summe 
durch eine Identitüt verbunden sind. 

Ich war im Vorstehenden bestrebt, allgemeine und prücise Gesichts- 
punkte für eine systematische Discussion des Reihenrestes aufzustellen, da 
doch auf die Frage nach der Convergenz überhaupt, die Frage nach der Art 
der Convergenz folgt. Als wesentlichste Aufgabe einer solchen Discussion 
erscheint die Zerlegung des Restes in den Convergenzgrad und in die Func- 
tion 9, wofür namentlich die Construction (12.) ein lehrreiches Beispiel ist. 
Bei allgemeinen Reihenformen, wie die Taylorsche und die Fouriersche, 
wird an eine solche Zerlegung nicht zu denken sein. Doch kann sie wenig- 
stens annähernd gelingen, wenn man die Beschaffenheit der dargestellten 
Functionen angemessen einschrinkt. Von der Taylorschen Reihe hier ab- 
gehend, werde ich noch mit einigen Worten auf den Rest der Fourierschen 
Reihe eingehen, und wenigstens das Nächstliegende in der bezeichneten 
Richtung festlegen. Für die Untersuchung des Restes macht es einen grossen 
Unterschied, ob die Function den Limes oder die Unbestimmtheitsgrenze 
1 hat, in welchem Falle seine Discussion natürlich schwieriger ist. Bei der 
Fowrierschen Reihe findet das letztere statt. Ich gelange hier auch nur bis 
zur Aufstellung eines minimalen Convergenzgrades unter gewissen Voraus- 
Betzungen. Aber es ist bemerkenswerth, ein wie weites Feld, in einem schein- 
bar so abgesuchten Gebiete, das Restproblem unter diesem Gesichtspunkt 
der Forschung eröffnet. 


welches der Quotient an der Grenze eine Function von zx würde. 
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V. 


Ueber den Rest der Fourterschen Reihe. 
Der Rest der Fourierschen Reihe lautet und kann umgeformt werden 
wie folgt: 








R,(z) = af) / "da f(a) en 


sim — —— 





2 
(2) = JR) EH 
ra’ d gp nee 


_ n+z 
2 


Um die Restabnahme in den einfachsten Fällen taxiren zu können, brauchen 


wir folgende, schon von Heine in etwas anderer Form benutzte asymptotische 
Darstellung. Es sei 


= Sr, z)sinhadeo, 


worin y(e, x) unter einer Grösse y bleibt, und h zwar statt 2n+1 gesetzt 
ist, aber auch als stetig wachsende Variable gedacht werden kann. Unter 
der Annahme, dass j in die Summe: 


zerlegbar ist, wo in jedem der Integrale y(a, x) bei festem z stetig und 
nach « monoton, erkennt man durch Anwendung des zweiten Mittelwerth- 
satzes sogleich, dass 


(26.) j= Aa 


wo g, eine Grösse, die 4p nicht übersteigt. Wenn also p endlich ist, so ist 
(24)  jooh. 
Diese asymptotische Darstellung vorausgeschickt, ist leicht zu zeigen, 
dass auch 
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Denn zerlegen wir 


ELSE” 


te tB 


so geben die zwei letzteren Integrale rechts Co A”! wegen des asympto- 
tischen Ausdrucks (27.) für j. Das erste anlangend, setzen wir in 


+8  „sinhß 
nf aß sing 
ñn = =f af oe , woraus folgt: 
^45, sin " sinhß —^ „sinhß Bi 1 1 . 
a) aß =" di —— p ru dB (- — sing Sin. 


sin 











Das letzte Integral rechts giebt wieder, weil ug die Bedingungen 


sin ß 
für w im asymptotischen Satz für j erfüllt, no Ah" und von den beiden 


ersten gilt ersichtlich Gleiches. Also lässt sich der Ausdruck für den Rest 
auf die Form bringen: 


R,(z) = f(z). 2€ 9. f Fra) f(x. 28) Cn+D8 


| nee sing 
2 


(28) wo 
p(z,n) = nn f 7 qp A 


ms sing 
con der Natur von f(x) unabhängig ist und, wenn —7n <z<H+n, unter 
einer endlichen. Schranke bleibt, die um so niedriger angesetzt werden kann, 
je grössere Werthe x den |, und (), gestattet. Für c= +2 wird y(z,n) 
ebenfalls endlich bleiben, wie leicht direct su sehen. 

Dieser Ausdruck fiir den Rest zeigt, dass im Convergenzgrad der 
Fourierschen Reihe dem Stetigkeitsgrad der Function f(z) eine Rolle zufällt, 
wie sich dies sogleich noch weiter bestätigen wird. Den Rest zunächst ganz 
im Allgemeinen anlangend, so kann der Convergenzgrad ein beliebig hoher 
sein, da man beliebig rasch convergirende trigonometrische Reihen, die inte- 
grirbar, mithin Fouriersche Reihen sind, angeben kann. Reihen der Form 
Za,cospx, Zb,sinpr werden ja bereits durchweg stetige Functionen darstellen, 
wenn 2a,, 2b, absolut convergiren. Bei höheren Convergenzgraden als n™ 
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90) 


wird also das erste Glied des Restes: ") f(x) irgendwie im zweiten 


aufgehen miissen, wodurch der vorstehende " Ausdruck für den Rest bedeu- 


tungslos wird. Er kann also Verwendung finden nur für R, N n^. 


Nehmen wir nun an, dass f(r)—/f(x+/3) in einem Punkt = den 
Stetigkeitsgrad [/.0(2)] = [8.f'(z)] hat, d. i. dass: 


f(z)— f(z--28) = [20.f'(2)].$ (v, 2P), 
wo lim4(z, 9) = 1, und setzen voraus, dass ?(x, ?) in einer den Punkt x 
umgebenden beliebig kleinen Strecke nach / abtheilungsweise monoton 
verlaufe, so wird das Integral im Reste (28.) wie folgt zu schreiben sein: 


six 


J^ eB) at 28) "EE 


2 


= fo r t f^ f UA dfi dr(a, 2P) ng sink, 


Ho _ a+r 
"2 


wo Ah=2n+1 und unter den zwei ersten Integralen rechts derselbe Inte- 
grand wie links steht. Wenn nun f(r) im ganzen Intervall —r---+n ab- 
theilungsweise monoton ist, und dz, /?) es im Intervall —2ß,---+2/, ist, so 
ist der Convergenzgrad mindestens Co b. Wir sehen ausserdem, dass der 
Differentialquotient im Punkte x allerdings von Einfluss ist, doch miisste 
dieser Einfluss von dem der übrigen Glieder noch deutlicher getrennt werden, 
womit ich mich hier nicht befassen will. 

An Stelle der Grösse ?(z, 2/3) führen wir den Differenzquotienten 


f(3)—f(z-- 28) 
28 


ein, der, wenn er nach /? abtheilungsweise monoton ist und 


unter einer endlichen Grenze bleibt, nothwendig einen Limes 8 = 0 haben 
muss. Auch können wir / statt 28 schreiben, wegen der in unserem Be- 
lieben stehenden Kleinheit von /3,. Es ergiebt sich also der Satz: 

Wenn f(x) in dem Intervall —n---+n endlich und abtheilungsweise 
monolon isl, wenn weiter in einem hinreichend kleinen Intervall — Bu + (3, 


von pl CSC) 


ebenfalls endlich und nach |) abtheilungsweise monoton 
ist, so wird das Product von n in den Rest R,(x) der Fourierschen Reihe 
nicht unendlich. 


An Stelle des Differenzquotienten RUP lässt sich nun auch 
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der Differentialquotient einführen. Zu diesem Zwecke setzen wir: 
inh "3%. sink A ' 
I" dB \f(2)— “1a +28) sng = / ET 2f'(æ+2a)da 


--f df .2f'(z--2o o) ege 0 -— e, xc ff. 





Wenn f'(z4-2/7) von | 2 0 bis = fu z.B. nicht abnimmt, so thut dies 
auch f (=z+2«,) nicht. Denn differentiirt man 


f'(z4-2a) 5 f" f'(©+2o)de 


| 


80 folgt: 
df'(x+2a,) = If' (z--2/0) —f'(z-- 2o). 


Also ist df'(z--2e,) bei zunehmendem P nie negativ. 

Aehnliches gilt vom Intervall —/2,...0 von /, so dass es ausreicht, 
dass f'(2+2/3) sich in einem beliebig kleinen Intervall von /7 monoton 
ändere, damit der Theil / ^ des Integrals im Reste nicht langsamer wie 

—À, 
h^ Null werde. Wir erhalten so den zweiten Satz: 

Wenn wieder f(x) im Intervall —n---+n endlich und abtheilungsweise 
monoton ist, und f(x) in einer beliebig kleinen Strecke dieses Intervalls eben- 
falls endlich und abtheilungsweise monoton ist, so wird nH,(a) für keinen 
inneren Punkt dieser Strecke mit n unendlich *). 

Um den Unterschied beider obigen Bedingungen für das Resultat 
lim|»aR,(z)|< oc ans Licht zu ziehen, erinnere ich an meine Eintheilung 
der Darstellbarkeitsbedingungen einer Function in Punktbedingungen und 
Streckenbedingungen **). Erstere sind Bedingungen, die nur für irgend 
einen besonderen Werth des Argumentes von f(x) aufgestellt sind und für 
die Darstellbarkeit der Function in diesem Punkt ausreichen. Die Strecken- 
bedingungen dagegen enthalten ein und dieselbe Bestimmung für jeden 
Punkt einer Strecke, und reichen für die Darstellung der Function in allen 
inneren Punkten dieser Strecke aus. Das unterscheidende Merkmal beider 
Arten besteht darin, dass die Punktbedingung auch auf alle Punkte einer 


*) In den obigen Bedingungen wird lediglieh der Kürze halber die abtheilungs- 
weise Monotonie von f(r) für das ganze Intervall — a -t a verlangt, während sie streng 
genommen nur für die Intervalle — z---z-- (2, 2+ B- a nóthig ist. Sie ist übrigens 
eine wahrscheinliche Folge der für das restirende Intervall gültigen Bedingungen. 

**) Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen pag. 39. 
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390 P. du Bois-Reymond, sur Concergens variabler Reihen. 


Strecke ausgedehnt werden kann und dadurch zugleich Streckenbedingung 
wird, während die Streckenbedingung, auf einen Punkt allein bezogen, 
nicht ausreicht oder sogar sinnlos wird. Hiernach ist die erste der obigen 


Bedingungen, welche den Differenzquotienten eh benutzt, eine 


Punktbedingung, und die zweite, welche in einem Intervall die Existenz 
und die Monotonie des Differentialquotienten verlangt, ist eine Strecken- 
bedingung. 

Für einen Punkt fiele die Monotonie eben weg, und seine Existenz 
würde vielleicht nicht ausreichen. 

Dass man für die Endlichkeit von lim» R,(z) den Differentialquotienten 
selbst nicht zu bilden braucht, sondern nur den Differenzquotienten auf seine 
Monotonie zu untersuchen nóthig hat, wird in solchen Fällen ntitzlich sein 
können, wo man, wie öfters bei Reihen und bestimmten Integralen, den 
Differentialquotienten selbst nicht aufstellen kann. 

Ist der Stetigkeitsgrad von f(x) irgendwo niedriger als der ersten 
Ordnung, ist also für einen bestimmten Werth x in 


K@)-f(e+P) = le@, IP, B) 


o(z,ß) > f und lim#(z, 7) — 1, so folgt aus dem oben erwähnten Ampere- 
schen Satze (Art. III, Bemerkung 4 am Schluss), d. h. aus der Form, die 
wir ihm gaben, dass diese Gleichung nicht für die Punkte auch des klein- 
sten, den Punkt z umgebenden Intervalls fortbestehen kann. Aber für diesen 
Punkt selbst ist der Einfluss des Stetigkeitsgrades auf den Convergenzgrad 
derartig, dass man sagen kann: der Stetigkeitsgrad setzt sich in vielen Fällen 
in den Convergensgrad um. 
Wir wollen in 


(39) B.) = f) 9 ef. * ap(e(e, PIC, ME 





nur ganz einfache Functionen einführen. Ist z. B. f(z) = x", u << 1, 80 ist 
für <= 0: —[o(a, P)] = 8", D —1, wobei man sich übrigens f(x) für nega- 
tive r nicht = z^ zu denken hat, sondern geeignet fortgesetzt, z. B. = 0. 
Alsdann folgt: 


Qo( 1v 
RI) 
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Ebenso findet man für o(P) = + 

L-- 

8 

1 
R, (z) < In ; 

und man kann dies Verhalten noch weithin mit Hülfe des Infinitärcaleüls 
verfolgen. Die Annahme (x, P)=1 ist übrigens unwesentlich, und kann 
durch die abtheilungsweise Monotonie ersetzt werden. Es bestehen, wenig- 
stens im logarithmischen Functionengebiet, auch für die Langsamkeit des 
Nullwerdens des Restes der Fourierschen Reihe keine Schranken, was einen 
stetigen Uebergang in den Fall der Divergenz bedeutet, der allerdings, wie 
ich (u. A. „Zur Geschichte der Fourierschen Reihen" pag. 52) angab, schon 


bei dem Stetigkeitsgrad (4 3) auftreten kann, aber vermöge der Schwan- 


kungen der Function ®(z, /3), welche dann nicht einen Limes sondern Un- 
bestimmtheitsgrenzen hat. 

Heines Beweise für seinen Satz, dass die Fouriersche Reihe in Strecken, 
in denen sie convergirt, und in denen f(x) stetig und abtheilungsweise monolon 
ist, stetig convergirt, stützen sich durchaus auf die Stetigkeitsverhältnisse 
der Function f(x). Sowohl sein erster Beweis (dieses Journal Bd. 71, 
p. 362) als der zweite (Theorie der Kugelfunctionen 2. Aufl. I, p. 59) *) 
gründen sich auf die aus der durchgängigen Punktstetigkeit von f(a) fol- 
gende Streckenstetigkeit. Dabei kann jedoch der niedrigste Stetigkeitsgrad, 
mithin Convergenzgrad in unbegrenzt vielen Punkten ein beliebig niedriger 
sein. Das Theorem setzt eben zwar weniger voraus, aber es gewährt auch, 
rein theoretisch zu reden, weniger als unser obiges, bei welchem ein Con- 


vergenzgrad bx herauskommt. 


Indem ich darauf verzichte, die Variation des Convergenzgrades bei 
Annäherung an Sprungstellen der dargestellten Function, in denen eben 
f(&)—-f(z+2P) mit (9 nicht mehr verschwindet, näher zu betrachten, nament- 
lich aber die Natur der Function 2, wenn sie keinen Limes hat, ganz aus 
dem Spiel lasse, schliesse ich diese Untersuchung über den Rest der Fourier- 
schen Reihe mit einigen Bemerkungen über die Bedingungen für die Dar- 


*) Die Schlüsse, die dort aus Gleichung (4.), pag. 62 gezogen werden, setzen die 
Streckenstetigkeit der Function g(«a,z) für a — 0 voraus. 


45* 
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stellbarkeit der Functionen durch solche Reihen. Die obigen Betrachtungen 
legten wesentlich die ursprüngliche Dirichletsche Bedingung der abtheilungs- 
weisen Monotonie zu Grunde. Eine weitere Durchführung der Theorie 
müsste die weitergehenden Darstellbarkeitsbedingungen berücksichtigen, denn 
einer jeden von ihnen entspricht gewiss nicht allein das Verschwinden des 
Restes, sondern auch die Art seines Verschwindens. Seit ich in meiner Schrift 
„Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen“ pag. 28 sqq. eine Ueber- 
sicht über die Bedingungen für die Darstellbarkeit der Functionen gab, ist 
viel Wichtiges zum Theil aus berufensten Federn hinzugekommen. Wäh- 
rend damals ausser der ursprünglichen Dirichletschen nur die Lipschitzsche 
(dieses Journal Bd. 63, p. 296), oder genauer die von Herrn U. Dini aus 
dessen Analyse herausgelesene Streckenbedingung *), und meine Punktbe- 
dingung **) anzuführen waren, ist nun jene elegante von Herrn Weier- 
strass ***) ersonnene, von Herrn Hölder bewiesene und erweiterte Strecken- 
bedingung hinzugekommen, der die sehr beschränkende des Herrn Camille 
Jordan voranging 1), hat Herr Kronecker durch seine Untersuchung „über das 
Dirichletsche Integral“ ff) die Theorie in einem Grade gefördert, dessen 
Tragweite sich noch nicht abschen lässt. Denn es ist durchaus nicht un- 
möglich, dass seine, die nothwendige aber zur Discussion nicht geeignete 
Integralbedingung G" (p. 647) erfüllende hinreichende Bedingung (p. 650) 
selbst den Charakter der Nothwendigkeit zeigt. Auf alle Fülle ist es schon 
merkwürdig genug, dass aus ihr, wie Herr Kronecker durch kunstvolle Um- 
formungen zeigt, die sämmtlichen früheren Streckenbedingungen folgen. 
Sonach würden weiteren Forschungen tiber den Rest diese neuen Methoden 
zur Grundlage dienen kónnen, und dann wtirde sich z. B. vielleicht ergeben, 
dass für Strecken, in welchen die Funetion der Lipschitsschen Bedingung 
genügt, ein gemeinsames Minimum der Convergenzgrade, nämlich /(n)—' be- 
steht, wofür ein mich zufriedenstellender Beweis bis jetzt mir nicht hat 
glücken wollen. 


*) Herr U. Dini hat vor den im Text augeführten eine Anzahl von Bedingungen 
aufgestellt (Serie di Fourier, pag. 87 und 101), unter denen sich auch Punktbedingungen 
vorfinden. 
^: **) Dieses Journal, Bd. 79, pag. 55 und Comptes Rendus Bd. 92, pag. 915, 962. 

***) Berliner Sitzungsberichte XXIV, 419. 

+) Comptes Rendus Bd. 92, p. 228. 

++) Berliner Sitzungsberiehte XXXIV, 641. 
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VI. 


Ueber die Stetigkeit der Reihensumme. 


Es sei wieder U,(x) = Z 4,(z) = g(a, f), und das Gebiet der Va- 
riablen æ,e: a<æ<b, 0<e<1l denke man sich wie eingangs des 
Art. II. fortgesetzt. Alsdann ist g(a, «) für e=0 und az rx < b stetig, 
wenn g(z, 0)—y(a,, €) mit e und æ,—zx, oder U,(z) ist es, wenn R,(z) mit 
n und z,—z bedingungslos verschwindet, und zwar gilt dies auch für die 
Endpunkte a, b des Intervalls von x. Also folgt: 

Die Function 


Su,(2) = 9a, 0) 
ist für einen Punkt x des Intervalls a<_ x <b einschliesslich der Endpunkte 
a und b stetig, wenn der Rest u,,,(x,)+u,,,(x)+-- mit n und m —zx be- 
dingungslos verschwindet, d. i. wenn die Reihe im Punkt x stetig convergent 
ist. Namentlich folgt hieraus: 
Es ist, a = x < b gedacht: 

lim £u,(2) = = lim #,(e) = Su, (a), 
wenn beide Reihen >: u(x) und = u,(a) convergent sind, und u, (2) tu. (7) + -- 

1 


mit r—a und n ! bedingungslos verschwindei. Man kann natürlich b stall a 
schreiben. 
Als Beispiel wählen wir den Abelschen Satz 


(30.) lim S z*u, = Ëu, 

wenn die Reihe rechts convergirt, und ihr Glied #, von x unabhängig ist. 
Bekanntlich hat ihn, wie Liouville erzählt *), Dirichlet gelegentlich ex im- 
proviso elegant bewiesen. Aber es ist nur nöthig zu zeigen, dass 7 = 1 
ein Stetigkeitspunkt der Convergenz der Reihe ist. Setzen wir: 

Rz) = "ut" mt +x" à, 
und | 
R,.(@) = z"|u,-F uid O6wu| +2; 1-Vu Eu, uu ul, 
nach meinem zweiten Mittelwerthsatze für Reihen **), so folgt für 2 = x 





*) Liouvilles Journ. II. Ser. t. VII p. 235. 


*) Xe,u, — e (u, ub tt Ou) os (10) ursi tu), wo die 


Reihe e,, v,, ... c, monoton ist, die u, beliebig und O< O=1. (Mein Freib. An- 
trittsprogramm pag. 2.) 
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R,(z) = au tung t+ Ou,|, 
wegen der Convergenz der Reihe 2u,, und r ——1. Man sieht nun ohne 
Weiteres, dass R,(x) bedingungslos verschwindet, wenn s unendlich wird, 
und z der Eins sich nähert, denn der zweite Factor verschwindet, und der 
erste kann Eins nieht übersteigen. 

Der Abelsche Satz lässt eine nicht überflüssige Verallgemeinerung 
zu, welche zwar an seiner vorstehenden Begründung unmittelbar einleuchtet, 
die ich aber auf die Dirichletsche Weise zeigen werde, deren auch weiter 
unten zu benutzender Grundgedanke dabei schärfer hervortritt. 

Es sei wieder v, das von x unabhängige Glied der convergenten 
Reihe Sw,, und e, sei eine Function von z, die folgende Eigenschaften 


1 
besitzt: 1. lime, = 0 für x — 0, 2. lime, = 1 für p — x, 3. die Differenzen 
=U 


prs a= 
©,— p11 Sind nicht negativ. 
Man hat sodann: 


px pm q=P p-x q—p 

= 0,4, = 2 (9, —9,,1) X ur = (9, — *, 1) x U. 

p-1l pol q—1 p=m +1 q—1 

Zieht man in beiden Termen rechts einen mittleren Werth der Summe 


Xu, vor die Summe nach p, so lässt sich stets ein solches relatives Wachsen 
1 

1 . - m q—p p' 
von m und " annehmen, dass die Grósse J (Op Ops) & u, = (-0n41)(2 wu, ), 
wo die eingeklammerte Grösse den mittleren Werth bedeutet, verschwindet, 


indem darin lime,—*,,, — 0. Dann wird man haben: 


(31.) Sv,u, = lim esu "), 


m= &, z=( 
wo die Klammer gleich Su, ist. 
1 
An diesen Satz knüpft sich das weitere allgemeine und sehr schwierige 
Problem: Wenn die Reihe Zu,(z) für <> 0 convergirt, aber nicht für 
1 


æ — 0, so soll festgestellt werden, ob lim Su,(z) existirt und welches dieser 
x—U 1 


Limes ist. Die Herren Frobenius *) und Hôlder **) sind in dieser Richtung 
über den Abelschen Satz hinausgegangen, letzterer mit einer Folge von 
Sätzen, denen, wie ich schliesslich noch zeigen will, allgemeinere Sätze 
über bestimmte Integrale entsprechen. | 


*) Dieses Journal Bd. 89, pag. 262 (Ueber die Leibnizsche Reihe). 
**) Leipz. Annalen XX, pag. 535. 
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Der in der Theorie der bestimmten Integrale so nützliche Satz: 
(32.) lim nf dae*“g(a) = / " deq(), 


ist offenbar das genaue Analogon zu dem obigen Abelschen (30.) für Reihen, 
wie deutlich hervortritt, wenn man diesen schreibt: 
lim e- Pa, = Eu, » — log--, g 1. 
y=) 1 T 
Die über (32.) hinansgehenden Sätze folgen alle durch dasselbe auch 


bei (32.) anzuwendende Verfahren. Wir bilden zuerst: 
[da e-**9(«) = e* ("day(e) + f deze" / dB q (f). 
setzen darin A — x, woraus folgt: 


f dae "q(o) = f deze f "dBq(B) 


III. = f deze f" dBg(B)4 f" daq(a). f deze, 
a a d A 


A, — A. 
Hierin ist f dore **—e ^ Setzen wir in III. erst z — 0 dann A = «, 


80 folgt: 
(88) IV. lim m/f dae-=y(a) = / do q (o). 
Das Integral rechts in II. giebt auf die nämliche "Weise: 


a deze f ' d/3q (2) -f da aes f" d8 f" df), « (p,) 
Il’. " ? a a a 


| -f daz’ae. À. f "a f dB p (B.) 


= J “daxae-*. ES / “ apf Í di), q (/9) 


E urs apf” dí 3,9 CB) | a dax’ae” 
Nun ist "" doz'ae ^ = (1--Az)e "^. Setzt man also erst z — 0, dann 
A = oo, so folgt: 
(34) IV’. lim 9 | dae”“q(a) = lim [+ f dj / "d.e (8) |: 


Von dieser Formel zweigen sich zwei Reihen von Formeln ab, von denen 
ich noch je die erste ableiten will. 


356 P. du Bois-Reymond, zur Convergenz variabler Reihen. 


Wir bilden 
| f dese" ("a8 f "B, g(B;) 


II". . ee 
| | f doz'e ** f dp f dp, / df?, q (();) 
und j ° " . 
| " daa! e-** I apf” df, q (B) 
II. 
| = n do. (due). / 75 dé a) df, 72 d.e (f). 


Multiplicirt und dividirt man rechts in II". unter dem Integral mit o? und 
mit « rechts in II,., so erhält man, wenn man auf die Integrale rechts je 
den Process III". und IIl/. anwendet und bedenkt, dass 


f desse = (2+Ar+ A'z)e7, 


ox 
2 d | 
/ a— ae ** 


s — (14- A* c?) e^ 


ist, diese Formeln: 


(85) IV". lim/ dae~*p(a) = 2lim[7. / 42/48, 48.9 (8:)] 
I) 7 / far]: 


Die oben gemeinten zwei Reihen von Formeln sind übrigens nur die bei- 
den äusseren einer grösseren Mannigfaltigkeit. Die Integralausdrücke, deren 
Limes «= oo dem ursprünglichen Integral für == 0 gleich werden, sind 
bis auf einen leicht zu ergünzenden ganzzahligen Factor dadurch charak- 


1 1 . 
terisirt, dass, wenn man jeden Factor —, - rn m gegen ein Integral- 


(86) IV". 


zeichen fortstreicht, zuletzt ein Integral f 7 dfi, (Bu) übrig bleibt, und sie 


sind eingeschlossen zwisehen folgenden Integralausdrücken: 


mt [ag f ag... f "dil. PP) 


und 





4 7 aß sf a diea f a) ^" "dB. e (D) 
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Die zweite Form entspricht den Sätzen des Herrn Hölder für Reihen. Um 
den Sinn dieser Formeln zu veranschaulichen, will ich die Formel IV’. (34.) 
auf ein Paar Beispiele anwenden. Sie lautet mit IV. zusammengefasst: 


(87) lim dee-"g(s) = lim f" d8.9(8) = lim [fap f ERICA 
Setzt man 9(a) = 


« dd 14, A A 
(Atey ^ 1-r dis dris 


1 8 d, 1 a—a 
J i (Ay — a TA + (a+cy~* Gy 
Ersichtlich liefern beide Ausdrücke den  nümlichen Limes nach «= oo 
1 
r — 1 vorausgesetzt. Ist r < 1, so hat keiner von beiden Ausdrücken 


? dae-*4 


(acy 


1 . 
(aX cy! 80 ist 


einen Limes, da dann auch f für z — 0 unendlich wird. Der Satz, 


der aus (37.) folgt: 
* . 1 £2 8 . a 
J q (o) do = lim +f apf dB p(B:) = lim / (1-2) p(pag, 
falls das Integral links eine Grenze hat, kann leicht direct bewiesen werden. 


Es sei zweitens (a) = cose, so ist f cosada ohne Limes, dagegen 


Lf" ag f "age (B) — + {cosa—cose—(a—a)sinal, 


hat den Limes —sina, so dass: 


DL +] 
lim dae "cogo = — Sina 


z=) 
a 


herauskommt, was, da das Integral für unbestimmte x ausgeführt werden 
kann, sich leicht verificiren lässt. 

Die vorstehenden Integralsätze von (34.) resp. (37.) an können gegen 
den alten (32.) überhaupt Nutzen gewähren nur im Fall das Integral 


/ "p(a)da unbestimmt ist. Denn aus: 


f dae"(a) = I duxe- “of d3.9(8)+( f va), — PE dowe-* 
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folgt, dass das Integral links für x = 0 pure unendlich wird, wenn f p(a)da 


es ist, die Schwankungen von p(«) mögen sein, welche sie wollen. 

Alle diese Sätze lassen in Bezug auf die Function e-^* Verall- 
gemeinerungen zu, in ganz ühnlicher Weise, wie dies oben in Bezug auf 
die Function a? bei dem Abelschen Satze gezeigt wurde. Doch bietet dies 
so wenig Schwierigkeiten, dass ich dabei nicht länger verweile. 

Die letzte und zwar sehr erspriessliche Anwendung der Auffassung 
einer Reihe als Function zweier Variabeln, bei welcher namentlich diese 
Auffassung durch geometrische Vorstellungen auf das wirksamste unter- 
stützt wird, betrifft die gliedweise Integration der Reihen. Ich habe einiges 
darüber in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie mitgetheilt, u. A. 
in extenso den Beweis, dass eine Function (x, e) existiren kann, die für 
jeden besonderen Werth von x mit e verschwindet, und gleichwohl bei Ab- 
nahme von e sich in jedem kleinsten Intervall über eine von x unabhängige 
Schranke erhebt, woraus man mit grosser Wahrscheinlichkeit schliessen 


darf, dass, wenn auch die Function X «,(z) integrirbar ist, und X us (z) für 
keinen Werth von æ und s eine feste Schranke überschreitet, das Integral 
. f (3 u, (x)) dx nicht gleich der Summe = /u,(x) dx zu sein braucht. Eine 


genauere Darlegung dieser Verhiltnisse, sowie die Mittheilung einiger weiteren 
Ergebnisse, welche diesen Aufsatz zu sehr ausdehnen wiirden, werde ich 
bei einer späteren Gelegenheit nachtragen. 


Berlin, im Mai 1886. 
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Ueber ein Analogon im Raume zu einer speciellen 
Hypocykloiden-Bewegung. 
(Von Herrn E. Lampe.) 


Wean eine gerade Linie mit ihren Endpunkten auf den Schenkeln 
eines fest liegenden rechten Winkels gleitet, so beschreibt jeder ihrer Punkte 
eine Ellipse, und die Gerade umhüllt die mit dem Namen Astroide be- 
zeichnete Hypocykloide. Die durch die einzelnen Punkte der beweglichen 
Geraden erzeugten Ellipsen haben die Summe (bezw. Differenz) ihrer Halb- 
axen gleich der constant gegebenen Strecke und umhüllen ihrerseits die- 
selbe Astroide. 

Diese Bewegung kann man auch anders beschreiben. Wenn ein 
fester Kreis vom Radius a durch einen beweglichen vom Radius 4a von 
innen berührt wird, so schneidet die Peripherie des beweglichen Kreises 
zwei zu einander senkrechte, fest angenommene Durchmesser des ersteren 
Kreises in zwei Punkten A und B, deren Verbindungslinie AB die Länge 
a hat. Giebt man diesen Punkten bezw. die Massen « und f, so beschreibt 
der Schwerpunkt S beider Punkte für jedes gegebene Verhältniss «: die 
oben erwähnten Ellipsen. 

Auf die Kugel übertragen, liefert die zweite Auffassung das Ergeb- 
niss: Wenn eine feste Kugel vom Radius a durch eine bewegliche vom 
Radius 4a von innen berührt wird, so schneidet die Oberfläche der beweg- 
lichen Kugel drei zu einander senkrechte, fest angenommene Durchmesser 
der ersteren Kugel in drei Punkten ABC, den Eckpunkten eines Dreiecks, 
für welches die Summe der Quadrate der drei Seiten gleich 2a’ ist. Giebt 
man diesen Punkten bezw. die Massen o, 3, y, so beschreibt ihr Schwer- 
punkt S für jedes gegebene Verhältniss « : :y ein Ellipsoid, dessen Halb- 


axen, &+ß+y=0 gesetzt, die Längen =, ae —, also die constante 


(resp. algebraische) Summe a haben. Die Ebene des beweglichen Dreiecks 
46* 
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ABC umhüllt die Fläche «?+y?+2? = at (wobei die drei festen Durchmesser 
zu Coordinatenaxen gewählt sind). Alle Ellipsoide, deren Hauptaxen übri- 
gens in den drei festen Durchmessern liegen, umhüllen dieselbe Fläche, 
die man daher Astroidenflüche nennen kónnte. Die Bewegung der Kugel 
vom Radius Ja kann man natürlich auch als Drehung um einen Punkt ihrer 
Oberfläche ansehen, der in dem Schnittpunkte dreier zu einander senk- 
rechten, fest gegebenen Geraden liegt. 

Setzt man OA = £, OB = 3, OC = EC, so sind die Coordinaten des Be- 


rührungspunktes T der Dreiecksebene ABC: x = 5. y = T. s— In 


a 

der Ebene findet man bei der Astroide den Berührungspunkt der Geraden 
AB als Fusspunkt des Lothes von demjenigen Punkte P auf AB gefällt, 
dessen Coordinaten OA und OB sind. Im Raume kann man wie folgt ver- 
fahren. Es sei wiederum P der Punkt mit den Coordinaten £, n, &; sind 
P,, P,, P, die Projectionen von P auf die Ebenen der YZ, ZX, XY, so 
fälle man von P, das Loth P,Q, auf BC und verbinde Q, mit A; ebenso 
construire man BQ, und CQ, Diese drei Linien innerhalb der Ebene ABC 
treffen sich im gesuchten Berührungspunkte T. Fällt man im Dreiecke ABC 
die drei Höhen AD, BE, CF, trägt die Segmente CD, AE, BF bez. auf 
den Seiten BC, CA, AB von den anderen Endpunkten B, C, A derselben 
Seiten ab, so erhält man hierdurch die obigen Punkte Q,, Q., Q.. 

Eine andere Eigenschaft der ebenen Hypocykloiden-Bewegung lässt 
sich nicht in völliger Analogie auf die eben beschriebene des Raumes über- 
tragen. Verbindet man in der Ebene die Strecke AB fest mit einem be- 
liebigen Punkte der Ebene, so beschreibt auch dieser Punkt eine Ellipse. 
Errichtet man dagegen im Schwerpunkte der drei Punkte A, B, C ein Loth 
von der Linge p, so sind die Coordinaten r, y, 3 des Endpunktes von p: 


= tn, yan fh URL, st 4m, 
wo | 
tb — POLOE+ Sr’. 
Die Elimination von £, 7, € aus diesen Gleichungen und aus 3°+7’+¢ = a’ 
liefert eine Fläche höheren Grades. 
Ein hiervon verschiedenes räumliches Analogon zu der besonderen, 


zum Ausgange genommenen Hypocykloiden-Bewegung, nämlich das Gleiten 
einer geradlinigen Strecke mit ihren Endpunkten auf zwei windschiefen 
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Geraden, ist schon öfter betrachtet und neuerdings in Bezug auf die zuletzt 
angedeutete Aufgabe durch die Herren J. S. und N. Vanecek im Bulletin 
de la Société Mathématique de France (T. XI, p. 76-88, 1883) untersucht 
worden. 

Man kann indessen die Analogie in einer anderen Richtung weiter 
verfolgen. In Bezug auf ein ebenes (schiefwinkliges) Coordinatensystem 
OXY construire man für einen Punkt P durch die Parallelen PA=7 zu 
OY, PB —£ zu OX die beiden Punkte A und B bezw. auf der X- und 
Y-Axe. Bewegt sich nun der Punkt P auf einer Curve © mit der Glei- 
chung 9 (6,5) = 0, so beschreibt der Schwerpunkt S von A und B, denen 
die Massen a, resp. 9 wieder beigelegt werden mögen, die zur Curve © 
affine Curve ($,, mit der Gleichung „+? z, eif y) —0, wo x und y 
die Coordinaten von S sind. Die bewegliche Gerade AB umhiillt eine Curve*). 

Die Curven @,, umhüllen eben dieselbe Curve. Die projectivische 
- Auffassung für die Entstehung der durch AB umhüllten Curve liegt auf 
der Hand. | 

Es sei nun ein r&umliches (schiefwinkliges) Coordinatensystem OXYZ 
gegeben. Die Parallelen durch einen Punkt P zu den Axen mögen die 
Ebenen der YZ, ZX, XY bezw. in den Punkten P,, P,, P, treffen, die 
Parallelebenen durch P zu den Coordinatenebenen die Axen bezw. in A, 
B, C. Setzt man 0OA=$, OB=n, OC=C, so sind die Gleichungen der 
Ebenen P,P,P, und ABC bezw.: 


209 1* 9.0 ii 
p'.tgp 2-0 pt,tr-1-0 


Man kann die weiteren Betrachtungen entweder an das Dreieck P, P,P, oder 
an ABC knüpfen; zunächst werde das letztere gewählt. 
Ertheilt man den Punkten A, B, C bezw. die Massen o, fj, y, 80 
8 


hat ihr Schwerpunkt S, &-+ß-+y = a gesetzt, die Coordinaten x = =, y= ol 


6 ? 
5-2. Lässt man daher den Punkt P eine Fläche F mit der Gleichung 


F(, n, ©) = 0 durchlaufen, so beschreibt S die affine Fläche F,,, mit der 
Gleichung F(Z, yo ^) — 0. Die Ebene ABC umhüllt bei der Bewegung 


*) Einfache Beispiele für Umhüllungslinien, die auf diese Weise entstehen, findet 
man in Schlómilchs ,Uebungsbuch zum Studium der höheren Analysis“. Ebenda 
stehen auch passende Beispiele für die im Folgenden erwähnten Umhüllungsflächen, 
u. a. die Astroidenfläche und die Steinersche Römerfläche. 
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eine Fläche U; dieselbe Fläche wird von den Flächen F,,, eingehtillt. Ist 
+242-1=0, so ist U die 


z. B. F eine Ebene mit der Gleichung T 


Steinersche Fläche yz + ÿ+ + V= — 1-0, deren Coordinaten in der Form 


auftreten az = &, by =, cs =f. (Vgl. Clebsch, Ueber die Steinersche 
Fläche. Dieses Journal Bd. 67, p. 7, Gl. (17.) und (18.)). Der Punkt S durch- 
läuft eine Ebene F,,,, welche wie die Ebene F Tangentialebene für U ist. 
Die Umhüllung der Steinerschen Fläche dritter Klasse durch die Ebenen 
P,P,P,, welche durch die correspondirenden Punkte dreier projectivisch auf 
einander bezogenen Ebenen gelegt sind, ist offenbar das duale Gegenbild 
für die Erzeugung kubischer Oberflächen durch die Schnittpunkte von drei 
correspondirenden Ebenen in drei projectivischen Ebenenbiindeln. Die reci- 
proke Polare zur Steinerschen Fläche, die kubische Fläche dritter Ordnung 
mit vier Knotenpunkten, wird durch das dual entsprechende Verfahren er- 
halten. Um die verschiedenen Gestalten dieser Flächen zu erzeugen, muss 
man bekanntlich auch imaginüre Gebilde zu Hülfe nehmen *). 

Ist ferner F ein dreiaxiges Ellipsoid, seine Gleichung bezogen auf 


E p 


drei conjugirte Durchmesser =; + E Tu 


punkt S von A, B, C das dreiaxige Ellipsoid F,,,: 


— 1 = 0, so beschreibt der Schwer- 


z?g y’o’ 270° _ 
ww tp te ic 

Sind die conjugirten Halbmesser desselben, die in denen von F liegen, 

bezw. a’, b, c, so besteht zwischen ihnen die Gleichung 


a / b ,c 
atgt.- 1-9 
Sowohl die Flächen F,; als auch die Ebenen ABC umhüllen die zur 


*) Eine Fläche dritter Ordnung mit zwei reellen und zwei imaginären Knoten- 
punkten tritt u. a. bei der von Steiner gestellten Aufgabe auf, die Herr Weterstrass 
im zweiten Bande von Sfeiners gesammelten Werken p. 724 mittheilt: den Ort der 
Scheitel für diejenigen Tangentialkegel einer Oberfläche zweiter Ordnung anzugeben, 
welche von allen zu einer Hauptdiametral-Ebene parallelen Ebenen in gleichseitigen 
Hyperbeln geschnitten werden. Auf Seite 742 zeigt Herr Weierstrass, dass der ge- 
suchte Ort bei einer Mittelpunkts-Oberfläche eine Fresnelsche Wellenfláche (oder eine 
ihr verwandte) ist. Die Lösung dieser Aufgabe, welche Herr Weierstrass 1863 im 
mathematischen Seminar der Berliner Universität gestellt hatte, ist ausser für die 
Mittelpunkts-Oberflächen auch für die Paraboloide in meiner Programmabhandlung 
veróffentlicht: ,Sur quelques problémes relatifs à la surface des ondes*. Berlin 1870. 
Für die Paraboloide ergiebt sich eben eine Fláche dritter Ordnung mit vier Kneten- 
punkten, von denen zwei imaginär sind. 
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Astroidenfläche affine Fläche 
DH = 0 

(Vgl. Schlümilch a. a. O.). Die Berührungen zwischen den Flächen F,,, 
und der Umhüllungsfläche U brauchen natürlich nicht alle reell zu sein. 
So berühren z. B. von den Ellipsen, welche die einzelnen Punkte einer 
Geraden AB beschreiben, die mit zwei festen Punkten auf zwei zu ein- 
ander senkrechten Geraden gleitet, nur diejenigen die Astroide reell, die 
von Punkten zwischen A und B erzeugt werden, während die Berührungs- 
punkte der von den anderen Punkten beschriebenen Ellipsen mit der Astroide 
imaginär sind. — 

Zum Schlusse noch einen Satz, der einem bekannten Satze der Ebene 
entspricht: Die Ebene, welche durch einen gegebenen Punkt P des Raumes 
geht und drei zu einander rechtwinklige, fest gegebene Ebenen in einem 
Dreiecke schneidet, fiir welches die Summe der Quadrate der Seiten ein 
Minimum wird, ist Tangentialebene an der durch den gegebenen Punkt 
gehenden Astroidenfläche, welche die drei Ebenen zu Symmetrie - Ebenen 
besitzt. 


Berlin, 1885. 
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Angenäherte Trisection eines Winkels mit Zirkel 


und Lineal. 
(Von Herrn E. Lampe.) 


| Aur einer Kreislinie mit dem Mittelpunkte O und dem Halbmesser 
Eins habe man drei gleiche Kreisbogen neben einander AB = BC = CD = 2a, 
also AD = 6e. Der Halbierungspunkt von BC (daher auch von AD) sei Q; 
der durch Q gezogene Durchmesser QO treffe den Kreis zum zweiten Male in 
R. Man wähle auf OR einen beliebigen Punkt P im Abstande OP = von 0, 
verbinde P mit A, B, C und D, bezeichne 2 APB=CPD mit y, 2 BPC 
mit 5. Rückt P in O oder in R, so ist / — y (für z =0 oder 1); aber 
auch wenn P zwischen O und R liegt, ist die Differenz %—y nur klein. Es 
möge der Werth von z berechnet werden, für den /— ein Maximum ist. 


Aus 
sina sin3« 
tg}? = Tieosa’ tg ß+y)= z-|-cos3a 
findet man: 
sing sin3e 
p—y = darctg z--cosa — arctg z--cos3Ja I 


4: (z' —1)sin'a 
ig(5—») = SET ae DIET 
Hiernach bestimmt man diejenigen Werthe von z, für welche /7—» ein 
Maximum oder Minimum wird, mit Hülfe der Gleichung: 
z’—4rcose+1 = O. 

Mithin ist der gesuchte Maximal- resp. Minimalwerth von 3-7: 

2sin°a 2sinfa 
——_— = +aretg ——_____ 
(3—sin?’a)y3—4sin’« (3 —sin'a)y'sin3a 
ein Winkel, der mit a schnell abnimmt. Ist AD = 90", a= 15°, so ist die 
Maximaldifferenz 24, 6 Minuten. (2 APD — 7117, 3; 1APD = 23" 45', 8; 
p = 23°29',4; ,—23"54). Für AD = 45", « = 7Y' ist die Maximaldiffe- 
renz nur noch 11. Demnach ist die Trisection eines Winkels mit Zirkel 
und Lineal bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit ausführbar. 
Aehnliches gilt offenbar für die Multisection. 


Berlin, 1885. 


B—y = +arctg 
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Ueber die reciproken Figuren der graphischen Statik. 


(Hierzu Tafel II, Fig. 1—6.) 
(Von Herrn Guido Hauck.) 


§ 1. 
Einleitung. 

Herr Rankine hat über das Gleichgewicht der Kräfte an einem 
polyedralen Stabnetze einen Satz veröffentlicht *), wonach ein System von 
in den Knotenpunkten eines solchen Stabnetzes angreifenden, äusseren Kräften 
im Gleichgewicht ist, wenn die Kräfte proportional den Inhalten — und 
senkrecht gerichtet zu den Ebenen der Seitenflächen eines Polyeders sind, 
dessen Kanten in Ebenen liegen, die durch einen festen Punkt O senkrecht 
zu den Stäben des Netzes gelegt werden. Die Spannungen in den letzteren 
sind dann proportional den Dreiecksflächen, welche die Polyederkanten von 
O aus projiciren und zu den betreffenden Stäben senkrecht sind. 

Auf diesen Satz suchte Herr Clerk Maxwell die reciproken ebenen 
Figuren der graphischen Statik zunächst vermittelst des Polarsystems 
der Kugel zurückzuführen **), indem er ein ebenes Stabnetz mit den an 
demselben wirkenden Kräften als die Projection eines entsprechenden räum- 
lichen Stabnetzes auffasste. Da indessen hierbei bezüglich der äusseren 
Kräfte die Beschränkung eintreten musste, dass dieselben alle durch einen 
Punkt gehen, nämlich den Kugelmittelpunkt, welcher ins Unendliche ge- 
rückt werden musste, so gelang die Verwirklichung jenes vielversprechen- 
den Gedankens nicht in der gewünschten Allgemeinheit Herr Maxwell 
behandelte daher das Problem der reciproken Kräftediagramme später von 


*) S.: Rankine, „Principle of the equilibrium of polyhedral frames“. Philos. 
Magazine, 4. Ser., Vol. XXVII (1864), p. 92. Der Satz ist ohne Beweis mitgetheilt. 

**) S.: Clerk Mazwell, „On reciprocal figures and diagrams of forces“. Eben- 
daselbst, p. 250. Ferner: Clerk Maxwell, ,Ou the application of the theory of reci- 
procal polar figures to the construction of diagrams of forces". Engineer, Vol. XXIV 
(1867), p. 402. 
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neuem auf theilweise analytischem Wege, wobei er an Stelle der Kugel ein 
Rotationsparaboloid setzte *). Herr Cremona andererseits nahm das 
Nullsystem zu Hülfe, um auf dieses die Theorie der reciproken Figuren der 
graphischen Statik mit der ihm eigenen synthetischen Eleganz zu gründen **). 

Das Princip, dass dem räumlichen Gebilde, als dessen Projection 
das ebene Stabnetz betrachtet wird, eine concrete Bedeutung als räum- 
liches Stabnetz beizulegen sei, trat in den letztgenannten zwei Arbeiten 
freilich mehr oder weniger in den Hintergrund. Dieser ursprüngliche Ge- 
danke des Herrn Maxwell, sowie dessen feinsinniger Versuch, mit Hülfe 
des Polarsystems der Kugel den Rankine’schen Satz demselben 
dienstbar zu machen, schliesst einen Reiz in sich, der eine Wiederauf- 
nahme jenes Versuches um so mehr begründet erscheinen liess, als davon 
zugleich die Erledigung der verschiedenen offenen Fragen von principieller 
Bedeutung, welche die Theorie der reciproken Kräftediagramme zur Zeit 
noch aufweist, zu erhoffen war. 

Von diesem Gesichtspunkt aus wird in dem vorliegenden Aufsatze 
zunächst auf synthetischem Wege gezeigt, dass das Polarsystem der 
Kugel und überhaupt jeder Rotationsfläche zweiter Ordnung in 
gleicher Weise wie das Nullsystem die Bedingungen erfüllt, vermöge deren 
Stabnetz und Kräftenetz allgemein als Projectionen reciproker Polyeder- 
gebilde aufgefasst werden können. Der Nachweis geschieht mit Hülfe der 
Methode der reciproken Projection, — eines Projectionsbegriffes, dessen 
Aufstellung schon in sofern berechtigt erscheint, als die bereits von Herrn 
Fr. Neumann für krystallographische Zwecke eingeführte Flächenorts- 
Projection ***) sich als einfacher Specialfall der genannten Projections- 
methode ergiebt. — Des weiteren wird das ebene Stabnetz zum räumlichen 
Stabnetz in Beziehung gesetzt und der Zusammenhang zwischen dem Ran- 
kine’schen Satze und den reciproken ebenen Figuren der graphischen Statik 
klargelegt. Hierbei bildet folgende einfache Erwägung den Ausgangspunkt: 

Fasst man ein im Gleichgewicht befindliches ebenes System von s 


*) S.: Clerk Maxwell, „On reciprocal figures, frames and diagrams of forces“. 
Transactions of the Royal Society of Edinburgh, Vol. XXVI (1870), p. 1. Diese sehr 
bedeutende Abhandlung scheint leider nicht genügend bekannt geworden zu sein, 
was mit Beziehung auf die Polemik Culmanns gegen Maxwell in der Vorrede (S. X) 
der 2. Aufl. von Culmanns ,Graphischer Statik“ sehr zu bedauern ist. 

**) S.: Cremona, „Le figure reciproche nella statica grafica". Milano 1872. 
Wk) S.: Fr. Neumann, „Beiträge zur Krystallonomie*. Berlin und Posen. 1823. 


Hauck, über die reciproken Figuren der graphischen Statik. 367 


Kräften alg orthogonale Parallelprojection eines räumlichen Systems von 
na Kräften auf, so muss das letztere nicht nothwendig ebenfalls im Gleich- 
gewicht sein; es ist nur erforderlich, dass es sich auf eine einzige Kraft 
(bezw. auf ein einziges Kräftepaar) als Resultante reduciren lasse, welche 
senkrecht zur Projectionsebene steht. Indessen kann man auch die Resul- 
tante mit umgekehrtem Richtungspfeil dem räumlichen Kräftesystem noch 
hinzufügen, und hat dann das ebene Gleichgewichtssystem von » Kräften 
dargestellt als Projection eines räumlichen Gleichgewichtssystems von n+1 
Kräften, deren eine senkrecht zur Projectionsebene ist. 


§ 2. 
Die reciproke Projection. 

Das uns vorliegende Problem steht im Zusammenhang mit der Theorie 
der frilinearen Verwandischaft ebener Systeme im weiteren Sinn. 

Drei ebene Figuren sind trilinear verwandt, wenn sie die Projec- 
tionen einer und derselben räumlichen Figur vorstellen. Man kann 
nun statt der gewöhnlichen Art der Projection auch eine Projectionsweise 
zur Anwendung bringen, welche wir reciproke Projection nennen und 
folgendermassen definiren wollen: 

Wir denken uns ein räumliches Polarsystem gegeben und bestimmen 
für jede gerade Linie Z des zu projicirenden Objectes die Projection da- 
durch, dass wir vom Projectionscentrum O aus eine projicirende Ebene — 
nicht durch die Linie Z selbst, sondern durch die ihr im Polarsystem 
conjugirte Linie & legen und mit der Projectionsebene zum Schnitt bringen. — 
Eine ebene Fläche des Objectes projieirt sich bei dieser Projectionsart als 
Punkt, der dadurch erhalten wird, dass man von O aus nach dem Pol der 
Fläche einen projicirenden Strahl zieht und mit der Projectionsebene zum 
Sehnitt bringt. — Die Object-Punkte besitzen keine directen Projectionen. 

Lässt man neben den gewöhnlichen Projectionen auch diese reci- 
proken Projectionen zu, so sind von den drei ebenen Figuren, welche 
die Projectionen einer und derselben räumlichen Figur vorstellen, immer 
entweder alle drei gleichartig oder aber zwei gleichartig, die dritte un- 
gleichartig. 

Zwei ungleichartige Projectionen können auch als die Bilder (im ge- 
wöhnlichen Sinn) von zwei reciproken Raumfiguren aufgefasst werden. 
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. Die reciproke Projectionsweise vereinfacht sich wesentlich, wenn man 
dem Projectionscentrum O eine specielle Lage zu dem — dem Projections- 
verfahren zu Grunde liegenden Polarsystem zuweist Und zwar wollen wir 
im folgenden mit dem Begriff: Reciproke Projection stets die Voraussetzung 
verbinden, dass das Projectionscentrum O im Mittelpunkt des Polar- 
systems liege. 

Hat man alsdann irgend eine gerade Linie Z und legt durch deren 
Conjugirte 2 von O aus die reciprok-projicirende Ebene, so ist diese iden- 
tisch mit der zu der Richtung Z conjugirten Diametralebene. Hat man 
ferner eine ebene Fläche und zieht durch deren Pol von O aus den reciprok- 
projicirenden Strahl, so repräsentirt dieser den zu der Stellung der Ebene 
conjugirten Durchmesser. Wir haben somit folgende Definition: 


1. Die reciproke Projection einer geraden Linie ergiebt sich, 
indem man die su ihrer Richtung conjugirte Diametralebene (als 
reciprok-projicirende Ebene) bestimmt und mit der Projectionsebene 
zum Schnitt bringt. 

Die reciproke Projection einer ebenen Fläche ergiebt sich, indem 
man den zu ihrer Stellung conjugirten Durchmesser (als reciprok- 
projicirenden Strahl) bestimmt und mit der Projectionsebene zum 
Schnitt bringt. 

Aus dieser Definition ergeben sich als Fundamentaleigenschaften 
der reciproken Projection unmittelbar folgende weiteren Sätze: 


2. Die reciproken Projectionen von parallelen Geraden fallen 
in die nämliche Gerade. Die reciproken Projectionen von parallelen 
Ebenen fallen in den nämlichen Punkt. 


Hat man ferner eine Anzahl von geraden Linien, welche in der- 
selben Ebene liegen oder ihr parallel sind, so gehen deren conjugirte Dia- 
metralebenen alle durch den Durchmesser, welcher zu jener Ebene conju- 
girt ist. Hieraus folgt der Satz: 


3. Die reciproken Projeclionen von geraden Linien, die in der- 
selben Ebene liegen oder derselben Ebene parallel sind, schneiden 
sich alle in einem Punkt, welcher die reciproke Projection jener 
Ebene vorstellt. 


Hat man andererseits mehrere Ebenen, welche durch dieselbe gerade 
Linie gehen oder ihr parallel sind, so liegen deren conjugirte Durchmesser 
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alle in der Diametralebene, welche zu jener geraden Linie conjugirt ist. 
Daher folgt: 

4. Die reciproken Projectionen aller ebenen Flächen, die durch 

dieselbe Axe gehen oder derselben Axe parallel sind, liegen in einer 

geraden Linie, welche die reciproke Projection jener Axe vorstellt. 


Nimmt man als das dem Projectionsverfahren zu Grunde liegende 
Polarsystem das Polarsystem einer Kugel, so erhält man einen Special- 
fall der reciproken Projection, welcher sich zum allgemeinen Fall ähnlich 
verhält wie die orthogonale Parallelprojection zur schiefen Parallelprojection, 
und welcher sich identisch erweist mit einer bereits von Herrn Fr. Neu- 
mann aufgestellten und für krystallographische Zwecke ausgebildeten Pro- 
jectionsart; weshalb wir diesen besonderen Fall im folgenden kurz als Neu- 
mann sche Projection bezeichnen wollen. Da nämlich im Polarsystem der 
Kugel jede Diametralebene senkrecht ist zu der ihr conjugirten Geraden- 
richtung und jeder Durchmesser senkrecht ist zu der ihm conjugirten Ebenen- 
stellung, so specialisirt sich unsere obige allgemeine Definition (Satz 1) 
für das Polarsystem der Kugel zu folgendem — mit Herrn Neumanns De- 
finition zusammentreffenden — Satze: 

5. Die Neumann'sche Projection einer geraden Linie ergiebt sich, 
indem man durch das Projeclionscentrum O eine Ebene senkrecht sur 
Geraden legt und dieselbe mit der Projectionsebene sum Schnilt bringt. 

Die Neumann'sche Projection einer ebenen Fläche ergiebt sich, 
indem man durch das Projectionscentrum O einen Strahl senkrecht 
zur Fläche zieht und denselben mit der Projectionsebene zum Schnitt 
bringt. 

Herr Neumann nennt die Projection einer Fläche: den Fldchenori der- 
selben, und die Projection einer Kantenrichtung oder Zonenaxe: die ent- 
sprechende Zonenlinie, — eine Bezeichnung, die wir auch auf die allge- 
meine reciproke Projection übertragen wollen. Die Einfachheit, mit welcher 
bei der Neumann’schen Projectionsmethode der Zonenzusammenhang der 
Flächen eines Krystalls zur Anschauung gelangt, ist bedingt durch den 
obigen Satz 4, welcher mit Neumann’scher Bezeichnung lauten würde: Die 
Flächenorte aller Flächen, welche derselben Zone angehören, liegen auf einer 
geraden Linie, nämlich auf der betreffenden Zonenlinie. 
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§ 8. 


Relation zwischen der orthogonalen Parallelprojection, der reciproken Projection in Beziehung auf eine 
Rotationsflache zweiter Ordnung und der reciproken Projection in Beziehung auf ein Nullsystem. 


Entwirft man von einer geraden Linie L gleichzeitig die Neumann’sche 
Projection { und die orthogonale Parallelprojection / auf die nämliche Pro- 
jectionsebene 9B, so muss, da I die Spur einer zu L senkrechten Ebene re- 
präsentirt, nach bekanntem Satze — / senkrecht zu [ sein. Hierdurch ist eine 
eigenartige Beziehung zwischen der Neumann’schen Projection und der ortho- 
gonalen Parallelprojection eines Polyedergebildes auf die nämliche Pro- 
jectionsebene bedingt. Dieselbe ist näher illustrirt durch Fig. 1, welche 
die Neumann’sche Projection (gestrichelt) und zugleich die orthogonale Pa- 
rallelprojection (ausgezogen) eines Polyeders darstellt ): Jeder geraden 
Linie der einen Projectionsfigur entspricht eine zu ihr senkrechte 
Linie der andern, und zwar so, dass allen Linien der einen Figur, 
die in einem Punkt zusammentreffen, in der andern Figur eben so 
viele Linien entsprechen, die ein geschlossenes Polygon bilden, 
und umgekehrt. (In Fig. 1 ist das Arrangement so getroffen, dass die 
Ecken der einen Figur durchweg innerhalb der entsprechenden Polygone 
der andern Figur liegen, und umgekehrt.) 

Diese Beziehung beschränkt sich indessen nicht auf die Neumann’sche 
Projection allein, sondern gilt in gleicher Weise auch für die reciproke 
Projection in Beziehung auf das Polarsystem irgend einer Rotationsfläch e 
zweiter Ordnung bei einer Stellung der Projectionsebene senkrecht zur 
Rotationsaxe. Es ergiebt sich dies leicht aus folgender Betrachtung: 

Man denke sich das Polarsystem einer Rotationsfläche zweiter Ord- 
nung, deren Mittelpunkt O sei und deren Rotationsaxe senkrecht zur Pro- 
jectionsebene ® stehe; dazu noch das Polarsystem einer Kugel, deren Mittel- 
punkt O' auf der Rotationsaxe liege. Entwirft man dann von irgend einem 
räumlichen Object die reciproken Projectionen in Beziehung auf beide Sy- 


*) Das projieirte Polyeder ist das gleicheckig-halbreguläre Polyeder, dessen 
26 Flächen aus 6 regulären Achtecken (Hexaëderflächen), 8 regulären Sechsecken 
(Oktaëderflächen) und 12 Quadraten (Granatoëderflächen) bestehen. Die Projéctions- 
ebene ist parallel zu einer Hexaéderfliche —, das Projectionscentrum O auf der 
Senkrechten zur Projectionsebene durch den Mittelpunkt des Polyeders angenommen. 
Die Flächenorte der Hexaéder-, Oktaëder-, Granatoëder-Flächen sind bezw. durch 
D, 0, g bezeichnet. Die zur Projectionsebene senkrechten Flächen projiciren sich 
orthogonal als gerade Linien; die zugehörigen Flächenorte (zwei Punkte § und zwei 
Punkte g) fallen ins Unendliche. 
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steme, so bilden die reciprok-projicirenden Strahlen und Ebenen durch O 
und O' je ein Bündel von Durchmessern und Diametralebenen in den bezüg- 
lichen Polarsystemen, die zu den nämlichen Ebenen- und Geradenrichtungen 
conjugirt sind; folglich sind diese zwei Bündel zu einander collinear. In dem 
Polarsystem der Rotationsfläche ist nun, ebenso wie in demjenigen der Kugel, 
jede durch die Rotationsaxe gehende Diametralebene senkrecht zu ihrem con- 
jugirten Durchmesser. Jede solche Diametralebene ist also in beiden Sy- 
stemen zu der nämlichen Geradenrichtung conjugirt. Die zwei collinearen 
Bündel O und O' haben daher das in der Rotationsaxe liegende Ebenenbtischel 
entsprechend-gemein und befinden sich folglich in perspectivischer Lage *). 
Aus der allseitigen Symmetrie folgt, dass ihr perspectivischer Durchschnitt 
senkrecht zur Rotationsaxe, also parallel zur Projectionsebene sein muss. — 
Verschiebt man die Kugel parallel mit sich selbst, indem man ihren Mittel- 
punkt O' auf der Rotationsaxe fortrücken lässt, so ändert sich dabei der 
perspectivische Durchschnit. Da er sich aber beständig parallel bleibt, 
so muss er bei einer gewissen Lage von O' mit der Projectionsebene 1B 
zusammenfallen. Halten wir diese Lage fest, so stellt nunmehr der per- 
spectivische Durchschnitt in der Projectionsebene ® die reciproke Projection 
des räumlichen Objectes ebensowohl in Beziehung auf das Polarsystem der 
Kugel als auf das Polarsystem der Rotationsfläche vor. Umgekehrt kann 
jede in der Projectionsebene gezeichnete Figur — wie z. B. die gestrichelte 
Partie der Fig. 1 — als reciproke Projection eines räumlichen Objectes 
ebensowohl in Beziehung auf die eine als auf die andere Fläche angesehen 
werden. Ein für die Neumann’sche Projection bewiesener Satz gilt daher 
in gleicher Weise auch für die reciproke Projection in Beziehung auf die 
Rotationsfläche. 

Für den Specialfall des Rotationsparaboloids fällt der Mittelpunkt 
oder das Projectionscentrum O ins Unendliche. Die reciprok-projicirenden 
Strahlen und Ebenen sind also parallel zur Rotationsaxe oder orthogonal 
zur Projectionsebene. 


In gleicher Weise wie das Polarsystem einer Rotationsfläche zweiter 
Ordnung — kann auch ein Nullsystem in Beziehung gesetzt werden zum 
Polarsystem einer Kugel, deren Mittelpunkt auf der Centralaxe des Null- 
systems angenommen wird. Da der Mittelpunkt O des Nullsystems im 


*) Vgl. H. Schroeter, „Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung“, § 45. 
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Unendlichen in der Richtung der Centralaxe liegt, so bilden die reciprok- 
projicirenden Strahlen und Ebenen ein Parallelbtindel parallel zur Central- 
axe... Dasselbe steht zu dem reciprok-projicirenden Bündel O' des Polar- 
systems der Kugel in collinearer Beziehung. Die Diametralebenen, welche 
den zu der Centralaxe senkrechten Richtungen conjugirt sind und durch 
die Centralaxe gehen, sind aber nun im Nullsystem nicht, wie bei der 
Kugel, senkrecht —, sondern parallel zu den betreffenden Richtungen 
und stehen folglich senkrecht zu den entsprechenden Diametralebenen der 
Kugel. Das:.von. ihnen gebildete Ebenenbüschel kann somit mit dem ent- 
sprechenden Ebenenbtischel der Kugel zur Coincidenz gebracht werden, wenn 
man eines der beiden Bündel um die Centralaxe um einen Winkel von 90° 
dreht. Die zwei Bündel liegen dann perspectivisch; der, zur Centralaxe 
senkrechte, perspectivische Durchschnitt repräsentirt also in gestaltlicher Hin- 
sieht. die reeiproke Projection des Objectes ebensowohl in Beziehung auf das 
Nullsystem als auf das Polarsystem der Kugel. Da ferner die reciproke 
Projection in Beziehung auf die Kugel mit derjenigen in Beziehung auf eine 
Rotationsfliche. zweiter Ordnung identificirt werden kann, so folgt: 
| Die reciproke Projection eines beliebigen Raumobjectes in Be- 
siehung auf eine RotationsAdche zweiter Ordnung auf eine zur 
Rotationsare senkrechte Projectionsebene kann stets betrachtet wer- 
den als die um 90° verdrehte reciproke Projection in Beziehung 
auf ein mit der Rotationsfläche coaziales Nullsystem *). 

Weiter gilt: Hat man von einer geraden Linie die reciproken Pro- 
jectionen sowohl in Beziehung auf eine Rotationsfläche zweiter Ordnung 
als in Beziehung auf ein Nullsystem auf eine zur Axe senkrechte Ebene, 
so ist die orthogonale Parallelprojection der Geraden auf die näm- 
liche Projectionsebene — zu der ersteren senkrecht, zu der letzteren parallel. 


$ 4. 


Die reciproken Figuren der graphischen Statik. 
Zwei ebene Figuren, von denen die eine ein ebenes Stabnetz **), 


*) Von besonderem Interesse erweist sich die Beziehung zwischen dem Nullsystem 
und dem Polarsystem eines Rotationsparaboloids. Vgl. hierüber meinen Aufsatz: 
„Ueber die Beziehung des Nullsystems und linearen Strahlencomplexes zum Polarsystem 
des Rotationsparaboloids“, in der Zeitsehrift für Math. u. Phys. 31. Jahrg., S. 362. 

**) Unter der Bezeichnung Stabnetz mag hier und im folgenden stets verstanden 
werden: das eigentliche Stabnetz mit Inbegriff der Actionslinien der an seinen 
Knotenpunkten wirkenden äusseren Kräfte. . 
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die andere sein zugehöriges Kräftenetz vorstellt, stehen erfahrungsgemäss 

in gestaltlicher Hinsicht genau in derselben gegenseitigen Beziehung, wie 

sie im vorigen Paragraphen besprochen und durch Fig. 1 illustrirt wurde. 
Wir werden daher folgende Sätze aussprechen können: 


Ein ebenes Stabnets und sein sugehoriges Kräftenelz können 
aufgefasst werden als orthogonale Parallelprojection und Neumann sche 
Projection eines und desselben Polyedergebildes auf die nämliche Pro- 
jectionsebene; 
oder auch: 

Ein ebenes Stabnets und sein zugehöriges Kräftenelz können 
angesehen werden als Projeclionen zweier reciproken Polyedergebilde 
im Polarsystem einer Kugel oder einer Rotationsfläche zweiter Ord- 
nung auf die nämliche Projectionsebene, welche senkrecht zur Ro- 
tationsaxe steht; und zwar das Stabnets als orthogonale Parallel- 
projection, das Kräftenetz als Centralprojection vom Mittelpunkt des 
Polarsystems aus. 


Es handelt sich nun des weiteren darum, diese zunächst auf empi- 
rischem Wege gefundenen Sätze direct statisch zu begründen. Dabei 
genügt es, den Beweis auf das Polarsystem der Kugel zu beschränken, 
da die reciproke Projection in Beziehung auf dieses gemäss $ 3 stets auch 
als reciproke Projection in Beziehung auf eine beliebige Rotationsfläche 
zweiter Ordnung aufgefasst werden kann. 


§ 5. 
Satz von der Kräftepyramide. 

Hat man in einer Ebene ® ein statisch bestimmtes ebenes Stab- 
netz von & Knotenpunkten (vgl. Fig. 3a), so miissen die in den Knoten- 
punkten angreifenden äusseren Kräfte und die in den Stäben wirkenden 
Spannungskräfte die Bedingung erfüllen, dass für jeden einzelnen Knoten- 
punkt die in demselben zusammenstossenden Kräfte im Gleichgewicht sind. 
Dabei ist bezüglich der Spannungskräfte zu beachten, dass jede dersel- 
ben auf die zwei Knotenpunkte an den Enden des betreffenden Stabes in 
entgegengesetztem Sinne wirkt *). Das Stabnetz repräsentirt also eine 


*) Erleidet z. B. der Stab 1 in Fig. 3a eine Zugspannung, so werden um- 
gekehrt von ihm auf die Knotenpunkte I und II zwei Kräfte s, und s^ ausgeübt, deren 
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Combination von & Kräftebüscheln, von denen jedes im Gleich- 
gewicht ist. 

Betrachtet man nun das ebene Stabnetz als orthogonale Parallel- 
projection eines entsprechenden räumlichen Stabnetzes *), so stellt jedes 
der genannten Krüftebüschel die Projection eines räumlichen Kräftebtindels 
vor. Da das Projectionsbüschel im Gleichgewicht sein soll, so muss das 
entsprechende räumliche Kräftebündel eine Resultante besitzen, die senk- 
recht zur Projectionsebene gerichtet ist. Demgemäss repräsentirt das räum- 
liche Stabnetz eine Combination von Ak Krüftebündeln, von denen 
jedes eine Resultante senkrecht zur Projectionsebene besitzt, oder 
auch — wenn die Resultante mit umgekehrtem Richtungspfeil dem Bündel 
zugerechnet wird —: eine Combination von k Kräftebündeln, von 
denen jedes im Gleichgewicht ist und jedes eine zur Projections- 
ebene senkrechte Kraft enthält. 


Wir haben hiernach (entsprechend der ersteren Auffassung) zunächst 
die Bedingung zu untersuchen, welcher irgend eines jener Kräftebündel 
genügen muss, damit seine Resultante V senkrecht zur Projectionsebene % ist. 

Der betrachtete Knotenpunkt sei K (vgl. Fig. 2), die in ihm an- 
greifenden Kräfte seien Q,, Q., ... Q,. 

Wir denken uns um einen beliebigen Punkt O des Raumes eine 
Kugel mit Halbmesser r beschrieben und betrachten das Polarsystem der- 
selben. Die von O auf die Projectionsebene ® gefällte Senkrechte sei A; 
auf ihr liegt der Pol P der Projectionsebene 9B, den wir schlechtweg als 
Pol bezeichnen. 

Wir verschieben nun das Bündel Q,Q,... parallel mit sich selbst 


in den Pol P, in welcher Lage die Actionslinien durch Q,, Q,, ... be- 
zeichnet werden mögen, und führen in dieser Lage die betreffende Unter- 
suchung aus. 

Construiren wir zu dem Ende die Polarfigur des Bündels, so müssen, 


da 0, Q,, ... durch P gehen, die Polaren q,, 9, ... in der Ebene ® liegen. 
d, da ... repräsentiren also zugleich die Neumann’schen Projectionen von 


gemeinschaftliche Actionslinie die Linie 1 ist und welche gleiche Intensitäten mit gegen 
einander gekehrten Pfeilrichtungen haben. Wäre dagegen der Stab gedrückt, 
so würden die Pfeilrichtungen aus einander gekehrt sein. 


*) Dasselbe ist als offenes, nicht starres Polyedergebilde zu denken. 
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Qu Q2, ... auf die Ebene $. — Gemäss den Eigenschaften des Polarsystems 
der Kugel kreuzen sich je zwei conjugirte Linien Q, und q, rechtwinklig; 
die durch O und q, gelegte Ebene steht senkrecht zu Q,, wie auch die 


durch O und Q, gelegte Ebene senkrecht zu q, steht; das Product der Ab- 
stände beider Linien von O ist gleich dem Quadrat des Kugelhalbmessers. 


Bezeichnet man also die Abstände der Linien Q,, Q,, ... von O bezw. durch 
€, €» ..., desgleichen die Abstände der Linien q, q, ... von O durch e, 
€» ..., 80 ist: | 

(1) ee, = r°. 


Setzt man zwischen den s Kräften Q,, Q,, ... eine bestimmte Reihen- 
folge fest und bringt in Gemässheit dieser Reihenfolge von den entsprechen- 
den Polaren q,, 42, ... jede mit der nächstfolgenden zum Schnitt, so erhält 
man in der Ebene B ein geschlossenes n-eck, dessen Seiten auch hinsicht- 
lich ihrer Länge durch q, 9, ... bezeichnet werden mögen. Dieses n-eck 
bildet die Grundfläche einer Pyramide, deren Spitze O ist und deren Seiten- 
flächen bezw. senkrecht zu Q,, O,, ... sind. In den Seitenflächen stellen 
€, ©, ... die zu den Grundlinien qi, 9, ... gehörigen Höhen vor. Be- 
zeichnet man also die Inhalte der Seitenflächen durch Z, 2. ..., 80 ist: 


(2) 24; = qe. 


Sollen nun die » Kräfte Q,, Q,, ... eine Resultante senkrecht zur 
Ebene ®, also in der Richtung PO besitzen, so muss die Summe ihrer 
Drehungsmomente um einen beliebigen Punkt dieser Linie, z. B. um O, 
gleich Null sein. Stellen wir die Drehungsmomente durch ihre Momenten- 
axen dar, so müssen sich diese zu einem geschlossenen Polygon zusammen- 
setzen lassen. Da aber die Momentenaxen senkrecht sind zu den Ebenen, 
welche die Kräfte Q,, Q,, ... von O aus projiciren, so sind sie parallel zu 
den Polaren q, 9, ... Das #-eck q,q,... kann somit als das Axenpolygon 
angesehen werden. Das heisst: Sind die Momente von Q,, Q, ... in Be- 
ziehung auf den Punkt O proportionirt den Strecken q,, q, ..., 80 ist die 
Resultante von Q,, Q, ... senkrecht zu %. 

(Die directe Umkehrung dieses Schlusses ist zunächst nur für ein 
Bündel von drei Kräften zulässig. Bei mehr als drei Kräften würde die 
Umkehrung lauten müssen: Ist die Resultante senkrecht zu B und stellen 
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n—2 Seiten des n-ecks 4,9... die Momente der entsprechenden Kräfte in 
Beziehung auf O vor, so gilt dies auch von den zwei übrigen Seiten.) 

Acceptiren wir q, 4, ... als Momentenwerthe, so ist, wenn unter 
Q,, Q, ... zugleich die Intensitäten der Kräfte verstanden werden: 


Q,e, = 4, oder (wegen (1.)): 
0, — = Vis oder: 


0; = M. oder (wegen (2.)): 
3) QO = 24. 


Sind a,, a, ... die Winkel, welche Q,, Q,, ... mit der Senkrechten 
zur Projectionsebene machen, so sind auch die Grundneigungswinkel der 
entsprechenden Seitenflächen der Pyramide gleich e, e, ...  Bezeichnet 
man also den Flächeninhalt der Grundfläche der Pyramide durch 77, so ist 


die Resultante der Kräfte Q,, Q, ...: 
V = Q,cosa,+ Q,cosa;---:, oder (wegen (3.)): 
= À (4,c080,+ 4,0080, +) oder: 
4) Y-2m. 


Aus (3.) und (4.) ergiebt sich der Satz: Die Kräfte Q,, Q., ... und 
deren Resultante V sind den zu ihnen senkrechten Pyramidenflächen 
proportionirt. 

Da 4, 95 ... als Seiten des Axenpolygons tibereinstimmenden Sinn 
haben, so missen auch die Kräfte Q,, Q,, ... gegen die Flächen 4,, 4,, .. 
in tibereinstimmendem Sinne gerichtet sein, das heisst: entweder alle in 
Beziehung auf die Pyramide von innen nach aussen, oder alle von aussen 
nach innen, während die Resultante V gegen die Grundfläche 77 in entgegen- 
gesetztem Sinne gerichtet ist. — Für den Fall, dass die Grundkanten und 
demgemäss auch die Seitenflächen der Pyramide sich selbst durchschneiden, 
ist der Inhalt der Grundfläche /7 in Möbius’schem Sinne zu bestimmen. 
Markirt man dann beim Umlaufen der Grundfläche in positivem Sinn für 
jede Grundkante deren Aussenseite und Innenseite, so ist damit auch be- 
stimmt, was als Aussenseite und Innenseite der an die betreffende Grund- 
kante anstossenden Seitenfläche zu verstehen ist, und demgemäss auch, 
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welche zu der Seitenfläche senkrechte Pfeilrichtung als von innen nach 
aussen oder von aussen nach innen zielend — aufzufassen ist. 

Wir gehen nunmehr über zu dem ebenen Kräftebüschel q,4...., 
welches die orthogonale Parallelprojection des Bündels Q,Q.... bildet. Die 
Actionslinien von q,, qs ... stehen (nach $3) senkrecht zu q, q, ... Ihre 
Grössen sind gleich Q,sino,, Q,sino, ... Beachtet man also, dass in dem 


von e, und ^ gebildeten rechtwinkligen Dreieck: sine, = E ist, 80 hat man: 


q = Q;.sine;, oder (wegen (3.)): 


— Ee A, oder (wegen (2.)): 
Ax oder: 
(.) Qi = 54: 


Das heisst: die Kräfte q,, g., ... sind den zu ihnen senkrechten Strecken 
Qi, do ++. proportionirt. Das n-eck q,q.... kann somit als Kräftepolygon 
für das ebene Kräftebüschel angesehen werden. 

Fügen wir dem Kräftebündel Q,Q,... noch die Kraft V mit umge- 
kehrtem Richtungspfeil hinzu, so erhalten wir ein im Gleichgewicht 
befindliches Bündel, in Beziehung auf welches wir das Gesammtresultat 
der vorstehenden Betrachtung folgendermassen formuliren kónnen: 

Sind die Actionslinien der n-- 1 Kräfte eines Kräftebündels einzeln 
senkrecht su den n+1 Flächen einer n-seitigen Pyramide, mit Pfeil- 
richtungen, die entweder alle von innen nach aussen — oder alle 
von aussen nach innen zielen, und sind die Grössen der Kräfte pro- 
portionirt den Inhalten der zu ihnen senkrechten Flächen, so ist das 
Kräftebündel im Gleichgewicht. 

Projicirt man das Bündel orthogonal auf die Grundfläche der 
Pyramide, so ist das die Projection vorstellende ebene Kräftebüschel 
ebenfalls im Gleichgewicht, und sind die Grössen seiner n Kräfte 
proportionirt den su ihnen senkrechten n Grundkanten der Pyramide. 

Wir bezeichnen diesen Satz, (über dessen Umkehrung das Nämliche 
gilt, was oben über das Polygon der Momentenaxen gesagt wurde), als 
„Satz eon der Kräftepyramide“ *). 


*) Der erste Theil unseres Satzes lässt sich leicht für ein beliebiges Polyeder 
verallgemeinern, wie sich unschwer ergiebt, wenn man das Polyeder von einem be- 
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Bezüglich unserer Fig. 2 sei schliesslich noch folgendes erinnert: 
Das Polygon q,9.... reprüsentirt die Neumann'sche Projection des räumlichen 
Kräftebündels ebensowohl in seiner ursprünglichen, als in seiner parallel 
verschobenen Lage. Als directe Polarfigur entspricht es aber nur dem 


nach P parallel verschobenen Bündel Q, Q,... Würden wir für das Kräfte- 
bündel in seiner ursprünglichen Lage Q,@Q,... die Polarfigur construiren, 
so würde diese eine andere Gestalt und Lage 0,%,... haben. Die ein- 
zelnen Polaren würden aber in den nämlichen projieirenden Ebenen liegen 
wie Qu, %, ... Daher stellt das Polygon q,9.... die Projection der Polar- 
figur 0,0.... dar in Beziehung auf O als Projectionscentrum. 


§ 6. 


Das Stabnetz. 


Wir betrachten nun ein statisch bestimmtes ebenes Stabnetz 
(vgl. Fig. 3a), dessen & Knotenpunkte durch I, II, .... dessen 24—3 Stäbe 
durch 1, 2,... bezeichnet seien. In den Knotenpunkten mögen die äusseren 
Kräfte p,, p,» ... angreifen; die Spannungen in den Stäben seien sj s, ... 

Wir fassen dus Stabnetz auf als orthogonale Parallelprojection eines 
entsprechenden räumlichen Stabnetzes, in dessen Knotenpunkten die äusseren 
Kräfte P,, P, ... — und in dessen Stüben die Spannungskrüfte S, S, ... 
wirken. p,, p; ... und s, $,... seien bezw. die Projectionen von P, 
P,...und S, S, ... 

Das räumliche Stabnetz repräsentirt eine Combination von k Krüfte- 
bündeln, von denen jedes eine Resultante senkrecht zur Projectionsebene 9f 
besitzt. Mit jedem dieser & Krüftebündel führen wir genau dieselbe Operation 
aus wie im vorigen Paragraphen mit dem Bündel Q,Q,... Wir construiren 
also für sümmtliche Bündel die Neumann'schen Projectionen in Beziehung 
auf das Projectionscentrum O und die Projectionsebene $3. Wir erhalten 
dann eine Projectionsfigur (s. Fig. 35), welche zugleich die Centralprojection 
der Polarfigur des räumlichen Stabnetzes in Beziehung auf die Kugel O 
vorstellt, und welcher folgende Eigenschaften zukommen: 

Jeder Linie p,, po, ... 8, 82, ... des ebenen Stabnetzes entspricht 











liebigen Punkt O aus in Pyramiden zerlegt, oder noch einfacher auf hydrostatischem 
Wege, indem man sich das Polyeder in eine Flüssigkeit von constantem Druck ein- 
getaucht denkt. (Vgl. Poisson, lraité de Mécanique, 2"* éd., L. V, No. 577 und 580. 
Ferner: Mazwell, in dem dritten zu Anfang citirten Aufsatz, p. 23.) 


380 Hauck, über die reciproken Figuren der graphischen Statik. 


und c) das Dreieck abg, der Kraft s, entspricht die Strecke bg =3,. Geht 
man nun zu Knotenpunkt II über, so wird in dem diesem Knotenpunkt 
entsprechenden Polygon die der Kraft s, zugehörige Strecke 3, eo ipso 
in die Linie bg fallen. Auch der eine Endpunkt wird mit g zusammen- 
fallen; (denn da im räumlichen Stabnetz der Stab 3 in derselben Ebene 
mit 1 und 2 liegt, so muss die Neumann'sche Projection von 3 durch 
den Sehnittpunkt der Projeetionen von 1 und 2 gehen. Dagegen muss 
der andere Endpunkt — wenigstens gemäss den bisher für das rüum- 
liche Stabnetz von uns gemachten Voraussetzungen — nicht nothwendig 
mit b zusammenfallen; vielmehr würde als Polygon für den Knotenpunkt 
II etwa das Viereck gb’c’h’ (Fig. 3c) auftreten können, wo gb’ = @ ist. 
Soll sich für s, und s, beidemal derselbe Werth 3, — à, ergeben, so muss 
b' mit b zusammenfallen, oder: p, muss durch den Schnittpunkt der Linien 
p, und 1 gehen. Dies ist aber nur dann möglich, wenn im räumlichen 
Stabnetz die Actionslinie von P, in der Ebene von P, und Stab 1 liegt. 

Betrachtet man in derselben Weise die übrigen Knotenpunkte, so 
ergiebt sich allgemein die Bedingung, dass in dem rüumlichen Stabnetz 
die einzelnen Stäbe und Actionslinien der äusseren Kräfte lauter ebene 
Flächen umschliessen müssen. Für die Stäbe trifft dies in unserem Bei- 
spiel zu. Für die äusseren Kräfte können wir die Bedingung kurz dahin 
formuliren: Die Actionslinien je zweier auf einander folgenden 
Kräfte müssen in einer Ebene liegen, so dass die Actionslinien 
im allgemeinen ein geschlossenes räumliches Polygon bilden, 
(von welchem übrigens einzelne Ecken sehr wohl ins Unendliche fallen 
können). 

Es folgt hieraus gemäss der polaren Beziehung unmittelbar, dass auch 
im Kräftenetz die äusseren Kräfte in einem geschlossenen Polygon an ein- 
ander gereiht erscheinen müssen. 

Greifen nicht in sämmtlichen Knotenpunkten äussere Kräfte an, so 
müssen im räumlichen Stabnetz die den freien Knotenpunkten zugehörigen 
Gurtungsstäbe mit den zwei äusseren Kräften, zwischen denen sie liegen, 
in einer Ebene liegen. (Würden z. B. in Fig. 3a in den Knotenpunkten 
V und VI keine äusseren Kräfte angreifen, so müssten die Stäbe 2, 6, 9 
mit P, und P, in einer Ebene liegen.) 

In dem Beispiel der Fig. 3a befinden sich die Knotenpunkte nur an 
den Gurtungen. Es kann jedoch sehr wohl ein Knotenpunkt auch ins 
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Innere des Stabnetzes fallen. Nur darf dann keine äussere Kraft in dem- 
selben angreifen, da dies der obigen Bedingung widersprechen würde. 

Das räumliche Stabnetz, als dessen Orthogonalprojection ein ebenes 
Stabnetz betrachtet wird, ist also in der Art aufzufassen, dass sich an die 
Gurtungsstäbe noch weitere ebene Flächen ansetzen, deren äussere Rand- 
linien von den Actionslinien je zweier äusseren Kräfte gebildet werden, so 
dass die Gesammtfigur ein einfach zusammenhängendes, (eventuell 
ins Unendliche sich erstreckendes) polyedrales Flächenstück vor- 
stellt, dessen Rand von den Actionslinien der äusseren Kräfte ge- 
bildet wird. — | 

Unterwerfen wir das räumliche Stabnetz den genannten Bedingungen, 
so genügt nunmehr die Neumann’sche Projection desselben allen an das 
Kräftenetz zu stellenden Ansprüchen. 

Damit sind die in $4 empirisch aufgestellten Sätze bewie- 
sen, soferne die dort gebrauchte Bezeichnung Polyedergebilde im Sinne der 
vorstehenden Erörterungen verstanden wird. 


$ 7. 


Specialfall des Seilpolygons. 


Man kann die Linien des ebenen Stabnetzes betrachten als die Actions- 
linien eines zerstreut in der Ebene wirkenden Kräftesystems im Gleichge- 
wicht. Da sich dann von den Spannungskriften je zwei entgegengesetzt- 
gleiche aufheben, so repräsentiren die äusseren Kräfte für sich allein ein 
Gleichgewichtssystem. 

Umgekehrt lässt sich das Gleichgewicht eines ebenen Kräftesystems 
stets leicht verificiren mit Hülfe eines in die Kräfte eingeflochtenen belie- 
bigen Stabnetzes und des für dasselbe construirten Krüftenetzes. Die be- 
zügliche Construction kann indessen durch Specialisirung des Stabnetzes 
wesentlich vereinfacht werden. 

In Fig. 3a ist das ebene Stabnetz so angeordnet, dass die Stäbe 
lauter Dreiecke bilden, dass also das Stabnetz ein starres ist. Dies ist 
jedoch nicht unbedingt erforderlich. Denken wir uns z. B., die zwei Drei- 
ecke % und i lägen im räumlichen Stabnetz in derselben Ebene, dann 
müssten die Neumann'schen Projectionen der vier Seiten 3, 4, 7, 6 des 
ebenen Vierecks 4+é —, also die vier Linien 3, 4, 7, 6 des Krüftenetzes 
(Fig. 35) sich in demselben Punkte (dem Flächenorte des Vierecks) schnei- 
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den; was zur Folge hätte, dass die Linie 5, welche die Spannung im 
Stab 5 vorstellt, Null würde. Dieser Stab könnte also als gegenstandslos 
ganz weggelassen werden. Ebenso könnten auch die übrigen Füllungs- 
stäbe eliminirt werden: Würden nämlich im räumlichen Stabnetze (Fig. 3«) 
die fünf von den Stäben gebildeten Dreiecke alle in dieselbe Ebene fallen, 
so würden sich in Fig. 36 die den sechs Gurtungsstäben entsprechenden 
sechs Linien 1, 2, 4, 6, 8, 9 in einem Punkte, nämlich dem Flächenort 
jener Ebene, schneiden müssen. Die Spannungen in den Füllungsstäben 
3, 5, 7 würden Null werden, die Füllungsstäbe könnten also wegbleiben. 
Dieser Fall ist durch Fig. da und 45 illustrirt. (Das System der äusse- 
ren Kräfte sowie das Dreieck IIIII VI stimmen mit Fig. 3a überein, die 
drei übrigen Dreiecke sind aber in der Art geändert worden, dass man 
die Knotenpunkte I, IV, V auf den Actionslinien ihrer Kräfte fortrücken 
liess, bis im räumlichen Stabnetz die Dreiecke in die Ebene des Drei- 
ecks II III VI fielen. In Fig. 46 ist demgemäss die Lage des Flächenortes 
f identisch mit Punkt f in Fig. 35.) 

Man erkennt, dass jetzt das ebene Stabnetz niehts anderes als ein 
Seilpolygon reprüsentirt, das dem Kräftesystem eingeflochten ist —, derart, 
dass seine Seiten senkrecht sind zu den vom Pol f nach den Ecken des 
Krüftepolygons gezogenen Strahlen. Es kann somit ein einem ebenen 
Krüftesystem eingeflochtenes Seilpolygon stets aufgefasst werden 
als die Orthogonalprojection eines ebenen Schnittes des räum- 
lichen Krüftesystems, als dessen Projection das ebene Kräfte- 
system figurirt. 

Hieraus ergiebt sich dann unmittelbar der Satz, dass, wenn einem 
ebenen Krüftesystem zwei Seilpolygone eingeflochten werden, die Schnitt- 
punkte je zweier entsprechenden Seilpolygon-Seiten auf einer geraden Linie 
liegen, welche als Projection der Schnittlinie der zwei Seilpolygon-Ebenen 
aufzufassen ist und demgemäss senkrecht zur Verbindungslinie der zwei 
zugehörigen Flächenorte im Kräftenetz steht. 

Hiermit sind wir in unserer Betrachtung an den Punkt gelangt, wo 
dieselbe mit den analogen Untersuchungen des Herrn Cremona zusammen- 
trifft. — 

Es dürfte aus der vorgetragenen Theorie kaum die Consequenz zu 
ziehen sein, dass es sich für praktische Constructionen empfehle, die Linien 
des Kräftenetzes nicht mehr parallel, sondern senkrecht zu den ent- 
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sprechenden Linien des Stabnetzes zu legen. Zwar treten bei senkrechter 
Lage die Detailbeziehungen zwischen Stabnetz und Kräftenetz in der Regel 
deutlicher hervor; wie sich denn z. B. auch das Schema für die allgemeine 
Configuration des Kräftenetzes am einfachsten von der senkrechten Lage 
aus ergiebt, indem man eine bezügliche Netzfigur direct in das Stabnetz so 
einzeichnet, dass die Flächenorte womöglich alle innerhalb der betreffen- 
den Flächen des Stabnetzes fallen, während ihre Verbindungslinien die 
bezüglichen Trennungslinien der Flächen rechtwinklig durchschneiden, — 
wie dies durch Fig. 5 (oder auch Fig. 1) näher illustrirt ist. Auch hat 
die senkrechte Lage von rein theoretischem Standpunkt aus insoferne ganz 
dieselbe Berechtigung wie die parallele Lage, als die erstere der Theorie 
der Zusammensetzung von Drehungsmomenten —, die letztere der Theorie 
der Zusammensetzung von Einzelkräften entspricht. Gleichwohl dürfte man 
gut thun, bei praktischen Constructionen an dem bewährten Schematismus 
festzuhalten, welchen Herr Cremona in seiner trefflichen Schrift eingeführt hat. 


§ 8. 


Die Kräfte am räumlichen Stabnetz. Der Rankine’sche Satz. 

Es erübrigt noch, die am räumlichen Stabnetz wirkenden Kräfte 
einer kurzen Betrachtung zu unterziehen. 

Aus den Erórterungen des § 5 (Satz von der Krüftepyramide) folgt 
unmittelbar, dass die in den. Knotenpunkten des räumlichen Stabnetzes 
angreifenden äusseren Kräfte P,, P,, ... und die in seinen Stüben wirken- 
den Spannungskräfte S,, S,, ... dargestellt werden durch die Flücheninhalte 
der Dreiecke (Pyramiden-Seitenflächen), welche die entsprechen- 
den Linien des Kräftenetzes (Fig. 35) vom Punkt O aus projiciren. 

Die Kräfte befinden sich am räumlichen Stabnetz zunächst nicht im 
Gleichgewicht. Das Gleichgewicht kann aber hergestellt werden dadurch, 
dass man in jedem Knotenpunkt eine Kraft V, hinzufügt, deren Actionslinie 
senkrecht zur Projectionsebene — und deren Grösse gleich dem Flächen- 
inhalt des dem Knotenpunkt entsprechenden Polygons im Kräftenetz (Pyra- 
miden-Grundfläche) ist. 

Vereinigt man die zwei äusseren Kräfte P; und V,, welche nunmehr 
in jedem Knotenpunkt angreifen, zu einer Resultanten R,, so bildet die 
Gesammtheit der Kräfte H, ein allgemeines räumliches Gleichgewichts- 
system, (insoferne von diesen Kräften sich je zwei auf einander folgende 
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im allgemeinen nicht schneiden). Da aber die Projectionen der Kräfte 
R,, R,, ... identisch sind mit den Projectionen p,, p, ... der Kräfte P,, P,,..., 
so ist damit das am ebenen Stabnetz wirkende ebene Gleichgewichtssystem 
dargestellt als Projection eines am räumlichen Stabnetz wirkenden all- 
gemeinen Gleichgewichtssystems. 

Liegt demgemäss die directe Aufgabe vor, ein ursprünglich gegebenes 
räumliches Stabnetz zu berechnen, dessen äussere Kräfte R,, R,, ... 
ein ganz allgemeines räumliches Gleichgewichtssystem bilden, während im 
übrigen das Stabnetz den Bedingungen des $ 6 entsprechen möge, so kann 
dies umgekehrt in folgender Weise geschehen: 

Man zerlegt zunächst jede äussere Kraft R, in zwei Componenten, 
von denen die eine V; senkrecht zu einer beliebig gewählten Projections- 
ebene ® ist, die andere P, die Componente P, der nächstfolgenden Kraft 
R, schneidet. Zu dem Ende legt man durch jede äussere Kraft R, eine 
Ebene senkrecht zur Ebene 9$, markirt die Schnittkanten je zweier auf 
einander folgenden Ebenen und zeichnet ein rüumliches Polygon, dessen 
Ecken auf den Schnittkanten liegen und dessen Seiten durch die Angriffs- 
punkte der äusseren Kräfte gehen. Hierauf zerlegt man jede äussere Kraft 
R, in zwei Componenten — V, senkrecht zur Projectionsebene und P, längs 
der durch ihren Angriffspunkt gehenden Polygonseite. Damit sind jetzt die 
nümlichen Verhültnisse hergestellt, wie sie zu Anfang dieses Paragraphen 
vorausgesetzt waren. Es kann also nunmehr die Berechnung auf die oben 
 erürterte Weise erfolgen, indem man die Neumann'sche Projection des räum- 
lichen Stabnetzes von einem beliebigen Projectionscentrum O aus auf die 
Ebene $5 herstellt und dann die Spannungen S, S, ... in den einzelnen 
Stäben als Flächeninhalte der bezüglichen projicirenden Dreiecke erhält. — 

Auch auf solche räumlichen Stabnetze, deren Anordnung nicht den 
Bedingungen des $ 6 genügt. wie z. B. Stabnetze, deren Stäbe die Kanten 
eines geschlossenen Polyeders bilden, kann unser Salz von der Kräfte- 
pyramide angewendet werden. Z. B. ergiebt sich aus demselben leicht der 
Beweis — sowie die (meines Wissens bisher nicht beachtete) Determination 
für die Umkehrung — des Rankine’schen Satzes: 

Liegt nämlich ein räumliches Stabnetz vor, dessen Stäbe die Kanten 
eines geschlossenen Polyeders von beliebiger Gestalt bilden, und in dessen 
sämmtlichen Knotenpunkten äussere Kräfte angreifen, so würde man auf 
die Kräftebündel an den einzelnen Knotenpunkten den Satz von der Kräfte- 
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pyramide anzuwenden haben, indem man für jeden Knotenpunkt eine 
Pyramide construirt, deren Spitze stets in demselben Punkt O liegt, deren 
Seitenflächen senkrecht zu den zugehörigen Stäben sind und deren Grund- 
fläche senkrecht zu der in dem Knotenpunkt angreifenden äusseren Kraft 
‘ist, und zwar in der Art, dass immer zwei solche Pyramiden, welche 
zweien durch einen Stab verbundenen Knotenpunkten entsprechen, ihre zu 
diesem Stabe senkrechten Seitenflächen gemeinschaftlich haben, so dass also 
die zugehörigen zwei Grundflächen mit einer gemeinsamen Grundkante an ein- 
ander liegen. Es würden dann die sämmtlichen Grundflächen in ihren Kanten 
zusammenhängen und folglich in ihrer Gesammtheit die Oberfläche eines Poly- 
eders constituiren, — ganz so, wie es der Rankine’sche Satz ausspricht. 

Indessen erkennt man leicht, dass dies nur ausführbar ist, wenn die 
äusseren Kräfte gewissen Bedingungen genügen. Denn durch die — zweien 
Grundflächen gemeinsame Kante würden dann drei Flächen gehen, nämlich 
die zwei Grundflichen und die den zwei Pyramiden gemeinsame Seiten- 
tläche. Folglich müssten die drei Linien, zu denen diese Flächen senkrecht 
stehen, — nämlich die zwei äusseren Kräfte und der ihre Knotenpunkte 
verbindende Stab — in einer Ebene liegen, die senkrecht zu der gemein- 
samen Grundkante ist. Somit ergiebt sich: 

Ein Rankine'sches Kräftepolyeder ist nur dann construirbar, 
wenn je zwei äussere Kräfle, deren Knotenpunkte durch einen Stab 
verbunden sind, in einer Ebene liegen. 

In dem besonderen Fall, wo die Stäbe des Netzes lauter Dreiecke 
bilden, specialisirt sich diese Bedingung dahin, dass die äusseren Kräfte alle 
durch einen Punkt gehen müssen. 

Die in dieser Beschränkung begründete Schwierigkeit wurde beim 
offenen räumlichen Stabnetz von uns umgangen durch die Zerlegung der 
Ziusseren Kräfte R; in die Componenten V, und P, Es leuchtet ein, dass 
unsere Fig. 36 mit ihren projicirenden Pyramiden, wie sie zu Anfang 
dieses Paragraphen betrachtet wurde, nichts anderes als ein Rankine’- 
sches Polyedergebilde vorstellt; nur ist das Kräftepolyeder nicht ge- 
schlossen, sondern besitzt in dem Polygon abcbej einen offenen Rand, 
und seine Flächen liegen alle in der nämlichen Ebene. 

Damit ist die Theorie der reciproken Figuren der Grapho- 
statik in gewünschter Weise in Beziehung gesetzt zu dem Rankine’- 
schen Satze. 
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§ 9. 


Praktisches Beispiel. (Vgl. Fig. 6.) 


Die Art und Weise, wie das räumliche Stabnetz, als dessen Projec- 
tion ein ebenes Stabnetz aufgefasst wird, realiter construirt und für die Er- 
mittelung der Specialeigenschaften des zugehörigen Krüftenetzes verwerthet 
werden kann, mag schliesslich noch an einem einfachen praktischen Beispiel 
illustrirt werden. Dasselbe betrifft einen englischen Dachstuhl (s. Fig. 6, 
unten) in dessen oberen Knotenpunkten I, II, ... IX ein System von pa- 
rallelen Kräften in senkrechter Richtung angreift. Die Kräfte p, p; ... ps, 
welche eine gleichmässige Belastung vertreten, sind gleich gross; von den 
zwei Auflagerreactionen p, und p, ist jede gleich der halben Summe von 
Pas psp 

Wir führen die Construction in Grund- und Aufriss aus, wobei die 
Grundrissebene als die seither mit ® bezeichnete Projectionsebene dient. 
Die Projectionsaxe sei A. 

Das gegebene Stabnetz N wird als Grundriss eines räumlichen Stab- 
netzes betrachtet, dessen äussere Kräfte in Ebenen senkrecht zur Projections- 
axe A liegen und je in zwei Componenten — V, senkrecht zur Grundriss- 
ebene und P; parallel zur Grundrissebene zerlegt gedacht werden. Die Com- 
ponenten P, projiciren sich im Grundriss N in wahrer Grüsse als p,, im 
Aufriss N' — als Punkte. Die Componenten V, kommen für die Berech- 
nung des ebenen Stabnetzes nicht weiter in Betracht und sind daher auch 
in Fig. 6 nicht weiter angedeutet. 

Wir denken uns zunächst den Aufriss N’ als bekannt. Das zu N 
gehörige Kräftenetz N ergiebt sich dann als Neumann’sche Projection des 
räumlichen Stabnetzes (N, N auf die Grundrissebene. Wir wählen das 
Projectionscentrum O für die Neumann'sche Projection in der Aufrissebene. 
Um dann die Neumann'sche Projection irgend einer Linie — z. B. des Stabes 
(1,1) — zu finden, legen wir dureh O eine Ebene senkrecht zu (1,1). 
Die Spuren derselben müssen senkrecht zu den bezüglichen Projectionen 
1 und 1' sein, und die Aufriss-Spur muss durch O gehen. Zieht man also 
Oa, senkrecht zu 1' bis zur Projectionsaxe A, und zieht durch a, eine Senk- 
rechte zu 1, so stellt diese die Neumann'sche Projection von (1, 1’) vor; sie ist 
ebenfalls durch 1 bezeichnet. Das Gleiche wird mit sümmtlichen Linien des 
Stabnetzes ausgeführt. Die Neumann'schen Projectionen p;, p:, ... der äusse- 
ren Kräfte P,, P,, ... fallen dabei in die Projectionsaxe, denn ihre reciprok- 
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projicirenden Ebenen fallen mit der Aufrissebene zusammen. Um die Pro- 
jectionen der zur Projectionsaxe senkrechten Stäbe 5, 9, 13, 17, 21 zu 
erhalten, könnte man eine durch O gelegte Seitenrissebene benützen, was 
jedoch in Fig. 6 nicht besonders markirt ist. 

Die drei Figuren N, N’, N repräsentiren nun drei ungleichartig- 
trilineare Figuren in dem Sinne des $ 2. Von denselben ist aus zweien 
stets die dritte vollkommen bestimmt. So kann, wie eben geschehen, 9t 
aus N und N’ ermittelt werden, oder auch umgekehrt — N aus N und 9f. 
Zu letzterer Construction reicht jedoch mit Rücksicht auf die Eigenschaften 
des räumlichen Stabnetzes (s. $ 6) die Kenntniss nur eines Theiles von 9, 
und zwar des blossen Polygons der äusseren Kräfte, aus. Ist also 
ursprünglich nur N gegeben, so kann man folgendermassen verfahren: Man 
zeichnet zunächst von der Figur 3t nur das Polygon der äusseren Kräfte, 
construirt dann zu den beiderseits vorhandenen Linien von N und $t die 
entsprechenden von N’, vollendet mit ihrer Hülfe N’ und bestimmt schliesslich 
die noch fehlenden Linien von N aus den entsprechenden von N und N‘. 

In unserem speciellen Beispiel würde man demgemäss damit be- 
ginnen, auf der Projectionsaxe die gegebenen äusseren Kräfte zum Kräfte- 
polygon p,p....p, an einander zu reihen. Führt man dann nach den Ecken 
desselben von O aus Strahlen und zieht — nachdem Punkt I’ auf dem 
Projectionsloth durch I willkürlich festgesetzt ist — I'II' senkrecht zum 
Strahl Oa, bis zum Projectionsloth durch II, ferner II'III' senkrecht zum 
nächsten Strahl Oa, bis zum Projectionsloth durch III, u.s.f.: so erhält 
man die einzelnen Knotenpunkte, welche in derselben Weise wie im Grund- 
riss durch Stäbe verbunden werden. Man bemerke dabei, dass nach den 
Erörterungen des $ 6 die Gurtungsstäbe 2, 6, 10, 16, 20, 24 des räumlichen 
Stabnetzes, in deren Zwischen-Knotenpunkten keine äusseren Kräfte an- 
greifen, mit P, und P, in derselben Ebene liegen müssen; was zur Folge 
hat, dass diese Stäbe sich im Aufriss in eine gerade Linie projieiren. — 
Ist solehermassen N’ ermittelt, so erfolgt schliesslich die Construction von 
9t in der oben erörterten Weise *). 

Hierzu mögen noch folgende Bemerkungen Platz finden: 

Da die Gurtungslinien von N’ senkrecht sind zu den von O nach den 


. *) In der Figur 9t sind die Druckspannungen — und ebenso in den Figuren N 
und N' die gedrückten Stábe durch Doppelstriehe markirt. 
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Ecken des Kräftepolygons ),p,....p) geführten Strahlen Oa,, Om, ..., und 
da ferner die Knotenpunkte von N' auf den -Actionslinien von p,, p, ... 
liegen, so kann die Gurtung von N' aufgefasst werden als ein in die 
äusseren Kräfte p, pj ... eingeflochtenes Seilpolygon (für Punkt O als 
Pol). Somit ergiebt sich: Sind die äusseren Kräfte P,, P,, ... senkrecht 
zur Aufrissebene gerichtet, so ist die Gurtung des Stabnetzes im Auf- 
riss N' stets identisch mit einem in die Krüfte p,, p,, ... einge- 
flochtenen Seilpolygon, wie auch sonst das gegebene Stabnetz 
N gestaltet sein mag. — In unserem Specialfall einer gleichmässigen 
Belastung projicirt sich dementsprechend das Stabnetz im Aufriss als Parabel- 
tráger. — 

Würden die äusseren Kräfte p,, p,, ... nicht — wie in unserem 
Beispiel — unter sich parallel sein, sondern ein allgemeines ebenes Gleich- 
gewiehtssystem bilden, so würde man zur Ermittelung der Aufrissfigur N’ 
folgendermassen verfahren: Man würde wieder mit der Zeichnung des Poly- 
gons der äusseren Kräfte p,p,... in der Grundrissebene beginnen, die ein- 
zelnen Seiten desselben mit der Projeetionsaxe zum Schnitt bringen und 
nach den Schnittpunkten Strahlen von O führen. Bestimmt man dann die 
Schnittpunkte der Actionslinien je zweier auf einander folgenden Kräfte p,, 
p,, zieht durch diese Schnittpunkte Projectionslothe senkrecht zu A, und 
führt (unter willkürlicher Wahl des Anfangspunktes) von Projectionsloth zu 
Projectionsloth Senkrechte zu den entsprechenden Strahlen des Büschels O, 
so erhält man die Actionslinien der äusseren Kräfte im Aufriss, auf welche 
man schliesslich die Knotenpunkte des Stabnetzes vom Grundriss aus hin- 
aufprojicirt. 

Hieraus ergiebt sich zugleich die allgemeine Bemerkung, dass, wenn 
das ebene Stabnetz (inclusive der in seinen Knotenpunkten angreifenden 
äusseren Kräfte) gegeben ist, die Form des zugehörigen räumlichen Stab- 
netzes lediglich von der Lage des Projectionscentrums O abhängig ist. Aus 
der Gestalt des ebenen Stabnetzes und der Lage des Projections- 
centrums Q ist die Gestalt des räumlichen Stabnetzes vollkommen 
bestimmt. — 

Hinsichtlich der Specialeigenschaften des Kräftenetzes in dem 
oben behandelten Beispiel sei schliesslich noch folgendes bemerkt: 

Im Kräftenetz N liegen die Ecken t, u, vo (s. Fig. 6) in gerader 
Linie, und zwar in der Verlängerung der Linie 3. Ferner geht die Linie 
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4 durch die Ecke w. Dies ist dadurch bedingt, dass im räumlichen Stab- 
netz die den genannten Ecken entsprechenden Flächen (t, t^), (u, w^, (*, 0’) 
parallel zum Stab (3, 3’) sind, und dass die Fläche (t, w') parallel zum 
Stab (4,4^ ist. Folgerichtig müssen (8. $2, Satz 4) in der Neumann'schen 
Projection die zugehürigen Flüchenorte auf den betreffenden Zonenlinien 
liegen. Von den erwähnten Parallelitäten ist die erste unmittelbar ersicht- 
lich. Die drei andern beweisen sich dadurch, dass in den Dreiecken # und 
wu die Seiten 13 und 13' von den durch die gegentiberliegenden Ecken IV 
und IV’ parallel zu 3 und 3' gezogenen Linien im nämlichen Verhältniss 
1:1 geschnitten werden; ebenso schneiden in den Dreiecken e und *' die 
durch III und II’ zu 3 und 3' gezogenen Parallelen die Seiten 9 und 9' 
beiderseits im Verhältniss 1:2; endlich werden in den Dreiecken w und w' 
die Seiten 9 und 9' von den durch die gegenüberliegenden Ecken parallel 
zu 4 und 4' gezogenen Linien beiderseits im Verhültniss —1 : 4 geschnitten. 
Im Aufriss bemerke man zum Beweis, dass die auf die Horizontale durch 
V' (Scheiteltangente) als Abscissenaxe bezogenen Ordinaten der Parabel- 
punkte IV’, IIT, II’, I' sich verhalten wie 1:4:9:16. 


Berlin, April 1886. 
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Anwendung einer gewissen Determinantenrelation auf 
die Integration partieller Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Hamburger.) 


Aus dem System von p(p+n) Elementen 
fü My ... Mi p+n 


M1 Mn eee Me pins 


fh, fh, ... My pms 
das aus p Zeilen und p+mn Colonnen besteht, bilde man durch Combination 
von beliebigen p Colonnen die Determinante pten Grades 


fh, f fh, és . e. . th, ip 





Ma, t I fh» i soe e 1, ip 





| Mp, à fou + 0 fh, i. 
wo i, ... i, p Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... p+n bedeuten. Führt man 
ferner zur Abktirzung die Bezeichnungen 

M=M,,., und M,; = M, 2... k—-1,i,k4+1,..p (F=1, 2... pi i=l 2, ... pte) 
ein, so dass M,,=M und M,,—O ist, wenn i — p--1 und k von i ver- 
schieden ist, dann lässt sich unter der Voraussetzung, dass M von Null ver- 
schieden ist, der Quotient M, : M durch die Quotienten M,,: M in nach- 


stehender Determinantenform ausdrücken: 





M, i, Mi, Mi, | 
—M o7 H 
M, s Mi, ny 00 M, 
(1.) —W- — M ^ M ^C M 
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Zum Beweise bemerken wir, dass nach der Definition der Grössen M, ; 











oM oM oM 
M, ; = Omi. f^, s+ “Oma, M id 4 Om, à fh, i; 
folglich nach dem Productensatze 
0M OOM 

M, , ... M, | Om. Omy,p | | Mrs, «| 

. : — : |: : — MM . 

° ° . e . . i1 ae 1p 
M,, ,... My, i, oM u oM Mi, 

| Om,, 1 Om, p | 


ist. Dividirt man das erste und letzte Glied vorstehender Gleichung durch 
Mr, so erhält man die Formel (1.). 

Die Anzahl aller Grössen M,,, die von Null und M verschieden 
sind, ist pn und wird erhalten, wenn i die Werthe p+1, ... p+n durchläuft. 


Die Quotienten M, ME M, an Zahl - a =e " — 1 = C )-1, lassen sich 


also simmtlich durch pn unter ihnen als ganze rationale Functionen aus- 
drücken. Die Zähler dieser pn Quotienten gehen aus dem Nenner M her- 
| vor, wenn man in der aus den p ersten Colonnen des ursprünglichen Systems 
gebildeten Determinante für M je eine Colonne der Reihe nach durch die 
(p--1)*, (p--2)t* u. s. f. bis zur (p-+n)ten Colonne ersetzt. 
An die Gleichung (1. knüpfen wir noch folgende Bemerkung: 
Setzt man in ihr i, = k, so verschwinden die Elemente der ersten Colonne 
der Determinante auf der rechten Seite bis auf das Element M, , : M, welches 
gleich 1 wird, folglich ist Mi, : M gleich dem Coefficienten von M,; : M 
in der nach den Elementen der ersten Colonne entwickelten Determinante. 
Hieraus ergiebt sich: 
M 








M i, M, ., u. ip M,, i, M, 
tet a 


fy, ete íp 


M; MN, ,,.. ip 
M 84M M + 


* i, ese ip 


M 











oder, indem man mit M^ multiplicirt und für M und M,, ihre Ausdrücke 
einführt: - 
MM i M, usi Mi + My ius Mau be + Mo 9-1, il, 


by, ip Ps tn m ip° 
Statt 1, 2,... p können offenbar beliebige p Indices 4,, 4,,...4, gesetzt werden. 
Diese Relatipnen sind bekannt. (Vgl. Baltzer, Theorie der Det. 2. Auflage, 
$ 3, 11). Aus dem Vorhergehenden erkennt man aber, wie viele derartige 
Relationen von einander unabhängig sind. Denn da nach (1.) alle Deter- 
50* 
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$1; es | 


minanten M, , durch pn+1 von ihnen (M mit einbegriffen) ausgedrückt 
werden kónnen, so kónnen zwischen ihnen, allgemein gesprochen, nur 


C )—np— 1 von einander unabhingige Relationen stattfinden, alle tibrigen 


miissen Folgen von ihnen oder identisch sein. Hat man z. B. das System 
von zwei Zeilen und 2+2 Colonnen 


a, ay eee 0515, 


b, b, ... Dasa, 
so bestehen bekanntlich die Relationen 


(A, Ay) (i, &) = (f, hy) (A, à) + (A, i) (Ay i.) ! 








. aj, 0;, . 
wo (4,4; us.f. für bib; ,| & 8. f. gesetzt ist. 
Von diesen sind nur ("1^5- On — 1 — = von einander unabhängig, 


wie in der Abhandlung: „Zur Theorie der Integration eines Systems von » lin. 
part. Diffgl.“ in diesem Journ., Bd. 81, p. 265 speciell nachgewiesen ist. 


Es seien umgekehrt wu  Grüssen M,,..;, gegeben, wo mit i, ... ¢ eine 


beliebige Combination von p Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... n+p be- 
zeichnet wird, und es finden zwischen denselben die Beziehungen (1.) statt, 
wo M und M,; die Bedeutung von resp. M,,.., und M,,., ,,;,,,., haben, 
dann lassen sich p(n+p) Grössen m,,(k = 1, 2, ... p; $—1,2, ... n+p) 
bestimmen, von der Beschaffenheit, dass 


Mise. My in 
M,, . ip — : 
m, mere M,, ip 


ist. Zu dem Ende wähle man p' Grössen m,,, wo k und A die Werthe 
von 1 bis p durchlaufen, derart, dass ihre Determinante gleich M ist, im 
Uebrigen ganz beliebig und bestimme die anderen Grössen m,;, worin k 
wiederum die Werthe von 1 bis p, i aber die Werthe von p+1 bis s an- 
nimmt, durch die Ausdrücke 


M i M, ; M, ; 
" mt et d Tape f 





m,; = 


Dann ist nämlich unter Voraussetzung der Beziehungen (1.) 


Hamburger, zur Integration partieller Differentialgleichungen. 393 








Mi, Mi 
Mise Mis, M M LORS M 
|: [2| : TEM : fa Te, 

e M | . . — M M = M... 
My, ies +My, i, Ms Pip | [Mie Mn 

M M 








Somit ist M, , in der verlangten Determinantenform ausgedrtickt. 


Im Vorhergehenden war vorausgesetzt, dass M — M,, , nicht ver- 
sehwinde. Im anderen Falle hat man in der Formel (1) die Zahlen 
1, 2, ... p mit solchen Indices 4, ... A, zu vertauschen, für die M, i, Von 
Null verschieden ist. Verschwinden mit #, , , noch die » Determinanten 
M, ss pi party Boso pen ce Mh, 2, oi p+ns 80 verschwinden sämmtliche 
Determinanten pte? Grades M, da dann zwischen den Elementen m,, die 
Relationen bestehen 


(I.) Mi = A,m, ;+ A;m, ; + °°° + À,_im,_,;, (i=1, 2, ... p+n) 


wo die Grössen A vom Index $ unabhängig sind. Was für diesen Fall die 
Beziehungen zwischen den Unterdeterminanten (p — 1)ten Grades betrifft, so ist 


zunächst zu bemerken, dass, wenn man mit M, soa die Determinante 


th i, nm, i, ees m, ia 








1.) f, mM ty eee m. 
|: 


M, —1, i, 1H 1, ig e 9 M,-ı, ip—1 


. 
| 








und mit Mi, diejenige Determinante bezeichnet, die aus der vorstehenden 
hervorgeht, wenn man die Elemente der aïe Zeile durch 


m, iy) Hy, iy tt Ms i, 


ersetzt, sich mit Rücksicht auf (1.) die Relation 
Mii, = AM, 


—1 d p—1 


ergiebt, wo i,...i, , eine beliebige Combination von p—1 aus den Zahlen 
1, 2, ... p+n bedeutet, so dass die Proportion 


besteht. Man hat demnach, um alle Beziehungen zwischen den Unter- 
determinanten (p—1)'*" Grades zu erhalten, nur die zwischen den M,., , 
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unter einander zu betrachten, und hier sind wir in dem Eingangs behandelten 
Falle, nur dass statt des ursprünglichen Systems das um die letzte Zeile 
verkürzte System 


1741 M2 eee f, pin 
M M eee Mr p+n 
M,-ı, ıM,-ı, Qeee Wf, ips 


zu Grunde zu legen ist. Es gelten also die Beziehungen (1.) mit der Ab- 
änderung, dass in den Indices überall p—1 statt p zu setzen ist. 

Es ist leicht ersichtlich, wie zu verfahren ist, wenn auch sämmt- 
liche Unterdeterminanten (p—1)'", oder überhaupt (p—#)ten Grades ver- 
schwinden, wovon das gleichzeitige Verschwinden aller Unterdeterminanten 
höheren Grades eine unmittelbare Folge ist. 

Anwendung auf die Integration partieller Differentialgleichungen. 

Es seien #,, ... #, » Functionen der p unabhängigen Veränderlichen 
Zu ... &,, die der Gleichung 


(2) plfılzı ... m, Un. Wu) Plane m ees) vee fme my, 9, 8| = 0 


genügen, worin fi, ... f, p gegebene Functionen der n+p Variablen x,, ... z,, 
% ... €, sind und @ eine willkürliche Function bedeutet; dann muss nach 
einem bekannten Satze die Functionaldeterminante der f in Beziehung auf 
2, ... Zp, Wenn bei der Differentiation «,, ... s, als Functionen der x ausge- 


drückt werden, verschwinden, also 





af... df 
dz, dz, 
G) |:  r|-0 
af, df 
dr, dz, 
sein, wo zur Abkürzung 
dí. Of. Of. Om à. Of. On. 
dx, Om Ou, Or, Ou, Oz, 


gesetzt ist. 
Nach dem Multiplicationssatz kann diese Determinante als Summe 


aller méglichen C" ) Producte dargestellt werden, die man erhält, wenn 


man in den beiden folgenden Systemen 
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of, of, Of, : of, Ou, Ou, 
zat E" 10...0 











Oz, Or, Ou, Us Oz, Or 
a, ah | ly. 9 2. Ot 
OT, Of, Ou, Qu, Oz, Oz, 


Sf fp fe Fe | |o, 1 Om... Ove 


99 9 ie "= @ 5 € 


1 OL, Ou, Qu, "5 Oz, Oz, 











die entsprechenden aus je p Colonnen gebildeten Determinanten pt Grades 
mit einander multiplicirt. Es ergiebt sich alsdann eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung für w,, ... v, als abhängige und z,,... 2, als unab- 
hüngige Veründerliche. Da diese Gleichung mit (3.) identisch ist, so er- 
fordert umgekehrt das Bestehen. derselben, dass die Functionen f, ... /„, wenn 
für &, ... #, Ausdrücke in z,, ... z, substituirt werden, die der partiellen Diffe- 
rentialgleichung genügen, nicht unabhängig von einander sind; und da hier- 
bei die Form der Beziehung zwischen den Functionen f, ... f, nicht näher 
bestimmt wird, so folgt daraus, dass die Gleichung 


(B) (fs... f) = 9, 


wo q eine ganz willkürliche Function bezeichnet, das allgemeine Integral 
der in Rede stehenden partiellen Differentialgleichung ist. Diese lautet in 














ausgeführter Gestalt, wenn die Functionaldeterminante Z+ oh m. mit 
O(y,---9») He) 
(m.m bezeichnet wird: 
O(f, fs) i ff) Ou 
O(a, ... m) +2 O(z,...Z& iUjTkqi... TQ) OL 
O(f,...fp) I, Hig) 














(4.) TE, O(z,...Zk, 1 Uj, Venti: Th, Tk,+1 °° y) O (xx, Zz, ) 
u Of, ---fp) Ou. 4) 
| UE Bo) mw) — À 
Die Summen erstrecken sich für die k auf alle Combinationen aus der 


Reihe 1, 2, ... p und für die $ auf alle Combinationen aus der Reihe 
1, 2, ... v. Die Zahl der Glieder ist 


L0) 0) = C; 


Die Derivirten der # erscheinen ausser in linearer Form noch in Form von 
Functionaldeterminanten 2ten, 3ten bis pten Grades, wenn s — p; bis n'en 
Grades, wenn s — p, während die Coefficienten Determinanten pt Grades 
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sind, gebildet aus je p Colonnen des Systems 


| of... 0 of... Of, | 
Or, Oa, Ou, < 





fe... Ole fe... hy 
Oz, Or, Ou, Ou, 
Nach dem Eingangs bewiesenen Satze müssen zwischen ihnen Relationen 
der Art bestehen, wie sie die Gleichung (1.) angiebt. Ist z. B. die Deter- 


O (f, ...f») 


minante TG.) von Null verschieden, so lassen sich die Verhältnisse 
poo Ep 








sämmtlicher Coefficienten in (3.) als ganze rationale Functionen der np Ver- 


hältnisse 
O(f,...fy) _ OF, .-- fe) 


(zZ ...Lp—-1UjLez1-..Lp) Ol, ...2,) 
ausdrücken, in denen nur das von den Derivirten freie Glied und die Coef- 
ficienten der in den Derivirten linearen Glieder vorkommen. 

Wir nehmen jetzt an, dass eine partielle Differentialgleichung in 
der Form 


(k= 1,2,..p; #=1,2,..9) 


Ou; O(u,,, Ui.) 
M+ = M, i+? Oz, + E Mio, d p, Eb Lus El Gt p, ket], p dc, v.) zx.) mee 


i i, ky ke 
2.) lu; ...1%:,) 
URBE M, eser agar) - 09 


tin 


gegeben sei, zwischen deren Coefficienten die in (1.) angegebenen Relationen 
stattfinden. Ist M von Null verschieden, und sind p Functionen f,, ... f, 
ermittelt von der Beschaffenheit, dass 

(6.) M, psi — O(F, fn) . o(f,...f»). 


M O(z,...d4-1U;Z441...$5) ^ O(r,...my) 
ist, also die »p+1 ersten Coefficienten in (5.) den entsprechenden Coef- 
fieienten in (4.) proportional sind, dann werden offenbar auch die übrigen 
Coefficienten in (5.) den entsprechenden in (4.) proportional sein, die par- 
tielle Differentialgleichung (5.), als mit der Gleichung (4.) identisch, wird 
demnach die Gleichung 

2) pl: fh) = 0 
zum allgemeinen Integral haben. 
Die Functionen fi, ... f,, die obigen Bedingungen genügen, lassen sich 
nun als Integrale von totalen Differentialgleichungen, unter Voraussetzung 


——— —— — 





(für £— 1,2... ^; k— 1,2,... p) 





*) Wir bemerken, dass Herr Tanner in den Proc. of the London Math. Society 
IX p.41ff. partielle Differentialgleichungen erster Ordnung von ähnlicher Form be- 
handelt hat. | 
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ihrer Integrabilität, oder auch als gemeinsame Lösungen eines Systems 
simultaner linearer partieller Differentialgleichungen mit einer abhängigen 
Variablen durch folgende Betrachtung bestimmen. | 

Die in z,, ... z,, €, ... u, totalen Differentialgleichungen 


= 5 dz, + 3 dz, 5 du, +. Fab du, = 0, 








(7) : 
df, = FE da, E gl da, + P du ++ Sle du, = 0 


haben offenbar die Integrale 
fi = const, ... f, = const. 
List man die vorstehenden Differentialgleichungen nach da, ... dz, 
erhält man 
adf ar ze) art Ze du = 0 








O(z,...2,) (u, T ( ..2p) 

O(f, ---fy) .. O(f,...f, fe) o(f, .. e _ 
(8.) O(z, en Ly) dr. t 5er uoa... O(r, u, &, . .. zy) du ++ O(a, uz, ... 2p) du, = 0, 

EUNDI Oel) aues PM du = 0. 


(x...) dz, PNR O(z, ...zp 10) L,...Lp—1 Un) 
Dieses System geht aber unter der Annahme, dass die Gleichungen (6.) 


erfüllt sind, in das folgende über . 
ne M, pr du, Te + M, pnd = 0, 
(9.) Mdx.+ M, pti dy d -+M, pad = 0, 


= 0. 
Ist nun dieses System totaler ierentialgleichungen integrirbar und sind 
fia, ... f, = a, seine vollständigen Integrale, so muss jede der Gleichungen 
(7.) eine identische Folge des Systems (9.) und mithin jede der Gleichungen 
(8. mit der entsprechenden des Systems (9.) einzeln identisch sein, wenn 
für fi, ... f, die Integrale der Gleichungen (9.) genommen werden. Hier- 
aus aber ergeben sich die Relationen (6.), aus denen, wie oben nachge- 
wiesen, die Identität der gegebenen partiellen Differentialgleichung (5.) mit 
der partiellen Differentialgleichung (4.) eine unmittelbare Folge ist. Das all- | 
gemeine Integral von (5.) ist also (fi, ... f,) = 0. 
Die Lósung der vorgelegten partiellen Differentialgleichung ist hier- 
mit auf die Integration des Systems von p totalen Differentialgleichungen (9.) 
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Mdz,+M, pe dt tet M, 


D, pind 
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zwischen den n+p Veränderlichen z,, ... 7,, %ı, ... %, zurückgeführt. Dieses 
System kann ersetzt werden durch das simultane System von » linearen 
partiellen Differentialgleichungen 


of O Ó 

ou, — M, p41 AL tec M, p+1 2 

of _ öf öf 
Ma. — M, +n Oz, Tee M, pn Or, 


Die partielle Differentialgleichung (5.) kann, bei der gemachten An- 
nahme, dass zwischen ihren Coefficienten die Beziehungen » stattfinden, 


i i— 1, 2, .. 
durch geeignete Wahl von p(n+p) Grössen m,, C= 12 in op) nach 
dem im Eingang p. 392 bewiesenen Satze auch in der Form geschrieben 


werden 




















100...0 = u Dun | 
ff, | ecc "n, f, 541 eve f/, n+p 5 j 1 
u, Un 

(0) 0 = Ma em, TH tr Plante .|010...0 Urs Oa, | 
i ve My yp My, p41 ve Mpn+p 000.. ou 2 on. 

Tp Th | 


wo. auf der rechten Seite die Summe der Producte zu nehmen ist, die man 
erhält, wenn man alle aus je p Colonnen gebildeten Determinanten pt 
Grades des einen Systems mit den entsprechenden des anderen multiplicirt, 
oder indem man die rechte Seite in bekannter Weise zu einer Determinante 


zusammensetzt, in der Form: 


0 1 O n Ou, Ô 4 
Mat Mp gg t+ Rear My yt m t+ Minen 


(11.)0 = 
Ou, Ou, 
| Mm, tm -— + +m Mont CU a per, E Mate ae 
Das System totaler Differentialgleichungen, auf dessen Integration die Lösung 


der vorgelegten partiellen Differentialgleichung zurückgeführt werden kann, 
lautet dann: 


(12.) 


m, dz, ++ Ma , dz, + m, , adu T d m, px d, — 0, 


m, dx,++-+m, de, Tm fh, , 104 4 Im M, ,p+ndU, = 0, 
dessen Auflösung nach dz,,... dx, das System (9.) ergiebt. Die Darstellung 
(10.) oder (11.) für die in Rede stehende partielle Differentialgleichung 
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lässt unmittelbar erkennen, welches System totaler Differentialgleichungen 
an die Stelle von (9.) zu treten hat, falls die Voraussetzung, dass M von 
Null verschieden ist, nicht erfüllt ist. Man wird dann das System (12.) 
statt nach den ersten p Differentialen dz,, ... dr, nach p solchen Differentialen 
auflösen, für welche die zugehörige Determinante nicht verschwindet. Die 
so hervorgehenden Gleichungen haben dann das System (9.) zu ersetzen. 

Das Resultat der vorhergehenden Betrachtungen können wir nun 
folgendermassen zusammenfassen. 

Damit eine partielle Differentialgleichung zwischen p unabhängigen 
2,,... t, und beliebig vielen abhängigen Variablen «,, %, ... die allgemeine 
Lösung 

qf. fas oe fy = 0 
habe, wo die f bestimmte Functionen der Variablen z,, ... z,, %ı, te, ... sind, 
und y eine willkürliche Function bedeutet, ist nothwendig und hinreichend, 
dass die partielle Differentialgleichung die Form (10.) oder (11.) habe, wo 
die m Functionen der z und w bedeuten, und das System totaler Differential- 
gleichungen (12.) unbeschränkt integrabel sei *). 

Für den Fall einer einzigen abhängigen Variablen (n = 1) erhält 
man den bekannten Zusammenhang einer linearen partiellen Differential- 
gleichung mit einem vollständigen System totaler Differentialgleichungen. 
Damit die Gleichung (10.) überhaupt zu einer linearen partiellen Differential- 
gleichung führe, also die Functionaldeterminanten der # nach den x vom 
zweiten Grade an nicht vorkommen, ist nothwendig und hinreichend, dass 

My rte = CoM Cof, o nd C 41M, p41 
(fü k= 1, 2,... p, $—2,3, ... 9) 


- . Q 
Ast; da dann der Coefficient von D 
k 


. l 
"m, 1 ene Mm, x—ı fh, sí Ms k+1 eee Mp | 
M, 1; =]: 7 t= C, 41M, pri 


m1 ees My e—1 My psi "m, ki ... n, p | 


Ast, so lautet die lineare partielle Differentialgleichung: 


*) Es ist bemerkenswertli, dass, wie einem vollständigen System von p totalen 
Differentialgleichungen zwischen p+ 1 Veründerlichen eine lineare partielle Differential- 
gleichung für eine abhängige und p unabhängige Veränderliche entspricht, so jedem 
unvollständigen System von p totalen Differentialgleichungen (12.) zwischen p-+n Ver- 
änderlichen eine partielle Differentialgleichung von der Form (10.) oder (11.) für n 
Functionen von p unabhängigen Variablen zugehürt. 
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(13) enim ou +. e ge 





ia, [e te oa tete óc = 0, 











wo in den M der Kürze wegen der zweite Index fortgelassen ist. 
Das System totaler Differentialgleichungen (9.), auf dessen Integration 
die der partiellen Differentialgleichung zurückgeführt wird, geht dann über in: 


Maz,+ M,}\du,+c,du,+---+c,du,| = 0, 
Mdz,+M,\du,-+c,du+---+e,du,| = 0 
oder in 
M,dz,—M,dz,— 0, M,dz,—M,dz,— 0, ... M,dx,—M,dz, = 0, 


Mdx,+ M,'du, + c, du, + e c, du, | = 0. 
Das erhaltene Resultat kann man in folgender etwas allgemeinerer Fassung 
aussprechen: Ist eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
mit z,,... r, als unabhängigen und #,, ... #, als abhängigen Veründerlichen 


in der Form 
= 





(14) Ac ZB = 0 


vorgelegt, wo A und B,, Functionen der nip Veründerlichen z,, ... c 
8j... %, sind, welche die (n—1)(p—1) Bedingungen 
B;1 _ Bi» B, 


Ze hp (für i—2,3,...n) 


| B, B. B,, 
erfüllen, so bilde man das System totaler Differentialgleichungen 
Adz,+B, ,du,4- B, ,du, - ----- B, du, = 0, 
(15) | Ader+ ByiducE B, idu, 4-4 Bi du, = 0, 








Adz,+B, ‚du,+ D, , du; +--+B,,du, = 0, 
oder, indem man B,,:B,,— B;,,:B,, = —1, setzt, das System 
dz,-4dz,— 0, dr,-4,dz, — 0, ... dat A, dz, — 0, 
Adz,+B, ,du,4- B, ,du,4---- - B, du, = 0. 
Ist dieses System unbeschrünkt integrabel und sind 
fh, =, ... 7% 
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wv 


seine vollständigen Integrale, so hat die Gleichung (14.) zum allgemeinen 
Integral | 
P Vis fo --- Fl = 0, 

wo q eine willktirliche Function bezeichnet. 

Hat man zur Bestimmung der s Functionen u, s lineare partielle 
Differentialgleichungen von der Form 

16) A+ EB, Ae = 0 (12.9), 

so multiplicire man die » Gleichungen der Reihe nach mit 4, ... /, und addire. 
Die resultirende Gleichung lautet dann 





e . 
(4) x CB.) = 0, 


wo zur Abkürzung 
lh A++ A" S AS Bit LB; = B.) 
gesetzt ist. Die Grössen 4,...4, bestimmen wir durch die Bedingung. dass 


die Relationen 
(IB,ı) _ (IB,:) (!B;.,) 


(17.) (IB...) dB.) m (1 Bs p) 


bestehen. Die Zahl derselben ist (» —51)(p—1); da aber die Zahl der zu 
bestimmenden Verhältnisse der / nur »—1 ist, so müssen zur Möglichkeit 
dieser Bestimmung die Coefficienten im System (16.) (n—1)(p—2) Bedin- 
rungsgleichungen erfüllen. Die Anzahl dieser letzteren reducirt sich auf 
‘ull, wenn # = 1, also im Falle einer einzigen partiellen Differentialglei- 
hung mit einer abhängigen und beliebig vielen unabhängigen Variablen, 
id wenn p=2, wo also die Zahl der abhängigen Variablen beliebig, die 
* unabhängigen gleich 2 ist. Mit dem letzteren Fall beschäftigt sich die 
n angeführte Abhandlung. Das erste System der Gleichungen (17.) 
(IB. — (IB?) (Bayz) _ 
(B3) (|) (B) " 
 zunüchst zu der Gleichung ste? Grades 
Bi;- u Bi, ... Bou Bi, 
E : = f(u) = 0 
ıB\,—uB!, ... B,-uB:, 
Jeder der » Wurzeln uw entspricht ein System der /, das durch 
e Gleichungen gegeben ist: 








(für (—2,3, ... €) 








ey Foams... ps we ofevy aw set sollos Aiffer cutaiajewipengen. 
FOUT Zu a) aan) 2 


2 12 Ss = 


ve mie Ger run ip ihr! zen a--. 9-2 'sleiebungen (17.) 

mn Se isbentener ‘ov -vaterend watrimmten | identisch befriedigt. Be- 

fectum wm we cen v or teren "V-haystem für die Gróssen 

ves (00 fmes fr xe rer tratem partieller Differential- 
ir fe^ Y nus . e ur ‘3% need 

4 rg » 7 | 
. t- = : E. = !} («— 1.2. ... "L 
. 7 FK. | 
° # "+ - "P. 'g . -6E,. = PB,,. 
mw unie toT ean A 4 (lat dann die Beschaffenheit von (14.). 
Site wam |ahe faa am rer Citferentialgieichangen 


"thie - (Kh «—  — PR, du, = 9, 
‘faz CR du — PR, de, = 0 


ar, 
‘2 7054 


er.— £ dr. = 6. 


dr,—i dr. = 0. 
244-128 de — PB,. de, = 0. 
nnd and in der witec-n Voranmetzins. dame dieses System unbeschränkt 
mreg-ahet aei. 
!=e. ... 6-6 
die Integrale desaeiben. ao haz die #° 'rieichunz in 18.) 
g. f. fef om 
wo 4, eine willkürziiehe Fanetion bezeichnet. zam allgemeinen Integrale. 
Sind nnn die Svateme “19. für s = 1. 2. ... = integrabel, so folgt hieraus, 
dass daa Syatem /15.,. also auch da» vorgelegte System (16.) die Gleichungen 
De fis Sn ufum vd. fy ++ MI 


WO ,,... 4 willkürliche Functionen bezeichnen, zur allgemeinen Lösung 
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hat. Aus diesen Gleichungen bestimmen sich die s Variablen «,, ... u, als 
Functionen von z,,... z,. In dem besondern Falle, dass für jedes r und i 
B;,: Bi, =m, wo m, eine beliebige Function von z,,... 7,, &, ... %, be- 
deutet, geht f(u) = 0 in 

Bi, ... Bi! 
: : (mu) = 0 








| Bi. Bi: 
über, und in dem Gleichungssystem (17*) zur Bestimmung der / werden 
fiir die n-fache Wurzel « =m, simmtliche Coefficienten gleich Null, folg- 
lich kann jede der Grössen 4, ... /, jeden beliebigen Werth annehmen. Es ist 
dann vermóge (17.) für jedes r und i 


B;,: B; , = m, 
und das vorgelegte System (16.) geht über in 


A! 4- Bi, (o Eme mna t E 








FB, 1 Sin me tem ge) = 0, 
(20.) 
A BuU Pm bm oe ane 
x Ou, Ou, 
BI, n tm T" 4m.) = 0. 


Die » Systeme (19.) totaler Differentialgleichungen für s = 1, 2, ... s 
fallen hier in ein einziges zusammen, das aus n+p—1 Gleichungen be- 
steht, da wegen der Willktirlichkeit der / die Coefficienten der / auf beiden 
Seiten der Gleichungen (19.) einzeln einander gleich zu setzen sind, und 
zwar erhült man 


dr —m,dz, = 0, 

(21.) dz, —m, ax, = 0, 
A' da, + Bl ,du,+---+ Bi ,du, = 0, 

A' dz, +B" ,du,4------ Bt du, = 0. 


Dieses System ist stets integrabel, da es nur eine Gleichung weniger als 
die Zahl der Variablen enthält. Sind die Integrale desselben 


fi = €, E = €» +. rv = C, 4 p-1: 
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so wird die allgemeine Lösung von (20.) durch die Gleichungen gegeben: 


qfi, kr) efus fuu m9... v as fur) 
worin q,, ... qv, willkürliche Functionen bedeuten. Dies Resultat ist bereits 
von Jacobi abgeleitet worden. Löst man nämlich die Gleichungen (20.) 
nach den Gróssen 





Hu. . 
+m — +... ! n ——— (6 — 1, 2, ... ») 
Oz, ? Oz, Tr Oz, 
auf, so erhält man 


fag tmag ms = Us 
(22.) 











Oz, Tf. TUE. = U, 


welches das von Jacobi integrirte System simultaner partieller Differential- 
gleichungen ist. In den Grössen U,,... U, ausgedrückt lautet das System 
totaler Differentialgleichungen (21.) 
du, _ du, |, Mn dr, _ dr, 
U U | — U, 1| wm, Mp 
mittelst dessen Jacobi bekanntlich das System (22.) in der oben angegebenen 
Form integrirt hat. 

Eine Reduction der Zahl der Systeme (19.) totaler Differential- 
gleichungen mit gleichzeitiger Vermehrung der Zahl der Gleichungen in 
einzelnen Systemen tritt jedesmal ein, wenn f(u) =0 eine vielfache Wurzel 
hat und in dem dieser Wurzel entsprechenden System (17^) linearer 
Gleichungen für 4,... 4 mehr Gleichungen als eine Folgen der übrigen 
werden. (Vgl. p. 2471f. der angeführten Abhandlung.) 


Berlin, 1885. 
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Ueber die Erzeugung algebraischer Raumeurven 
durch veränderliche Figuren. 
(Von Herrn F. Caspary.) 


Während die Erzeugung ebener algebraischer Curven durch ver- 
änderliche Figuren von Newton, Maclaurin, Braikenridge, Poncelet, Steiner, 
Chasles, Grassmann, de Jonquieres, Schröter, Reye u. A. eingehend behandelt 
worden ist, haben die Geometer das entsprechende Problem für Raum- 
curven bisher weniger in Angriff genommen. Ich will mir daher erlauben, 
im Folgenden einen ganz allgemeinen Satz über die Erzeugung algebraischer 
Raumeurven durch veränderliche Figuren mitzutheilen, der unmittelbar aus 
den einfachsten, der Anschauung entlehnten Principien hervorgeht. Um die 
Verwendung dieses Satzes zu zeigen, werde ich hier zunächst einige Erzeu- 
gungen der Raumcurven dritter Ordnung aus ihm ableiten und später weitere 
für Raumcurven höherer Ordnung folgen lassen. 

Die in der vorliegenden Arbeit in Anwendung gebrachten Principien 
stehen mit denjenigen in engster Beziehung, welche Grassmann im 49. Bande 
dieses Journals dargelegt hat; sie lassen sich auch gleich jenen analytisch 
begründen und vermitteln dann, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen 
werde, den Uebergang von synthetischer zu analytischer Geometrie in leich- 
tester Weise. 


$ 1. 


Bezeichnungen. Erklärung. Allgemeiner Satz. 

Die Elemente des Raumes, nämlich Punkte, Geraden und Ebenen 
mögen im Folgenden, wie in synthetischen Untersuchungen meist, durch 
grosse lateinische, kleine lateinische und kleine griechische Buchstaben 
bezeichnet werden. Durch Nebeneinanderstellung der die einzelnen Ele- 
mente bezeichnenden Buchstaben werde dasjenige Element dargestellt, welches 
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durch die Verbindung oder den Schnitt der ursprünglichen Elemente ent- 
steht. Bezeichnen also P, Q, R, S Punkte, p, q, r Geraden und z, z, o, o 
Ebenen, so stellt dar: 
PQ die Gerade, welche die Punkte P und Q verbindet, 
nx die Gerade, in welcher die Ebenen x und x sich schneiden, 
pQ die Ebene, welche die Gerade p und den Punkt Q verbindet 
px den Punkt, in welchem die Gerade p die Ebene x schneidet. 


I 


Demgemäss wird dargestellt durch: 
| POR die Ebene, welche die Punkte P, Q, R verbindet, 
azo der Punkt, in welchem die Ebenen x, x, o sich schneiden. 


In dem besonderen Falle, dass die Gerade p durch den Punkt Q geht, oder 
in der Ebene x liegt, werde pQ bez. px gleich 0 gesetzt. Daher bedeutet 


PQR — 0: dass die drei Punkte P, Q, R in einer Geraden liegen, 
azo = 0: dass die drei Ebenen 2, x, o sich in einer Geraden schneiden. 


Ebenso werde Px gleich 0 gesetzt, wenn der Punkt P in der Ebene x liegt; 
daher bedeutet 


PQRS — 0: dass die vier Punkte P, Q, R, S in einer Ebene liegen, 


71x90 = 0: dass die vier Ebenen 7, x, o, o sich in einem Punkte schneiden, 


pq = 0: dass die beiden Geraden p und q in einer Ebene liegen. 


Es seien nun A,, Ao, ...; @, 05, ...; €,, ©, ... gegebene feste Punkte, 
Geraden und Ebenen; X sei ein beweglicher Punkt. Dann stellt nach den 
eben gemachten Festsetzungen X A4,o, 4;o,... eine Gerade oder einen Punkt 
dar, je nachdem XA,c,A,c,... mit einem Punkte oder mit einer Ebene ab- 
schliesst. Ebenso stellt Xa,a,...a, eine Ebene oder einen Punkt dar, je 
nachdem p ungerade oder gerade ist. Setzt man aus den auf diese Weise 
hervorgehenden Elementen immer wieder neue Elemente zusammen, so will 
ich diese aus X abgeleitete Elemente nennen; zu ihrer Darstellung wird 
dabei X einmal oder mehrmals verwendet. Mit Hülfe dieser Erklürung lüsst 
sich nun folgender Satz aussprechen: 

Wenn die Lage eines beweglichen Punktes X dadurch beschränkt ist, 
dass eine aus ihm abgeleilete Gerade entweder durch einen aus ihm abgeleiteten 
Punkt geht, oder in einer aus ihm abgeleiteten Ebene liegt, so beschreibt der 
Punkt X eine algebraische Raumcurve. 
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Der Beweis dieses Satzes ist höchst einfach. Sei nämlich die aus 
X abgeleitete Gerade zunächst der Schnitt zweier Ebenen x und > und 
gehe durch den aus X ebenfalls abgeleiteten Punkt R, so muss R sowohl 
in x wie in x liegen. Aus zxH — 0 folgt also nR=0 und xR—0. Da- 
dureh aber werden nach Grassmann zwei Oberflüchen dargestellt. Wenn 
der bewegliche Punkt X in x, x, R bez. p-mal, q-mal, t- mal vorkommt, 
so sind die Ordnungen dieser Oberflächen p+r und q+r. Dadurch ist aber 
die Ordnung der Raumcurve bestimmt, in welcher die beiden Oberflächen 
sich schneiden. Ganz analog verhält es sich in dem dual entsprechenden 
Falle, wenn die aus X abgeleitete Gerade die Verbindungslinie zweier Punkte 
P und Q ist und in einer ebenfalls aus X abgeleiteten Ebene o liegt. Auch 
dann zerfällt PQo = 0 in Po = 0 und Qo = 0, und die hierdurch dargestell- 
ten Oberflächen sind von den Ordnungen p’+r’ und q’+r’, wenn in P, Q, o 
der bewegliche Punkt X bez. p'-mal, q'-mal, t'-mal vorkommt. Wenn da- 
gegen die aus X abgeleitete Gerade als Schnittlinie zweier Ebenen z und 
x in einer dritten, aus X abgeleiteten Ebene o liegt, oder als Verbindungs- 
linie zweier aus X abgeleiteten Punkte P und Q durch einen dritten aus X 
abgeleiteten Punkt R geht, so nehme man in dem ersten Falle zwei be- 
liebige feste Ebenen « und 6, in dem zweiten Falle zwei beliebige feste Punkte 
A und B zu Hilfe. Dann kann man nämlich in dem ersten Falle die Schnitt- 
linie der Ebenen x und x als die Verbindungslinie der Punkte azo und 
ax, und im zweiten Falle die Verbindungslinie der Punkte P und Q als 
die Schnittlinie der Ebenen PQA und PQB auffassen und dadurch auch diese 
beiden Fülle auf die vorigen zurückführen. 


2. 
Erzeugungen für "Ru dritter Ordnung. 

Ich gehe nun dazu über, aus dem eben bewiesenen Lehrsatze einige 
Erzeugungen für Raumcurven dritter Ordnung abzuleiten. Aus der reichen 
Fülle der gerade für diese Raumcurven sich ergebenden Erzeugungen will 
ich indess nur einige auswählen, welche besonderes Interesse darbieten. 
Es sei 

(1) (Xa,a,)(X6,b,)(Xe,) = 0. 


Dann liegt jeder der beiden Punkte Xa,a, und Xb,b, in der Ebene Xc.. 
Daher folgt aus (1.) 
52* 
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2) (Xa,a,)(Xe,)=0, (Xb,6,)(Xe,) = 0. 
Um die Natur dieser beiden Oberflichen zu ermitteln, werde fiir den Augen- 
blick Xa,a, durch P bezeichnet. Dieser Punkt P liegt dann auf der Ge- 
raden a, und in der Ebene Xa,; ausserdem aber wegen (Xa,a,)(Xc,) = 0 
auch in der Ebene Xe, Daher schneidet die bewegliche Gerade XP die 
drei festen Geraden a, a, c, und beschreibt also bei ihrer Bewegung, wenn 
G,, à; © ganz beliebige Lage im Raum haben, ein einschaliges Hyperboloid, 
auf welchem der Punkt X liegt und für welches a,, a,, c, Leitlinien sind. 
Daher werden durch (2.) zwei einschalige Hyperboloide dargestellt, welche 
die Leitlinie c, gemeinsam haben; ihr anderweitiger Schnitt ist also eine 
Raumcurve dritier Ordnung, und man erhält daher aus (1.): 

Wenn zwei Ecken eines beweglichen Dreiecks auf zwei festen Geraden 
sich bewegen, die von der dritten Ecke ausgehenden Seiten längs zweier 
anderen festen Geraden gleiten und die Fläche des Dreiecks sich um eine eben- 
falls feste Gerade dreht, so beschreibt die dritte Ecke eine Raumcurve dritter 
Ordnung. 

Da der Punkt P = Xa,a,, wie bemerkt, in den Ebenen Xa,, Xc, und 
auf der Geraden a, liegt, so schneiden die Geraden (Xa,)(Xc,) und a, ein- 
ander; ebenso schneiden sich die Geraden (Xb,)(Xc,) und b, Daher folgt 
aus (2.) 

(Xaj)(Xce,)a, 2 0, (Xb,)(Xe,)b, = 0. 
Es stellen aber die drei Ebenen Xa,, Xb,, Xe, die drei Seitenflächen eines 
veründerlichen Dreiflachs dar, dessen zwei Kanten (Xa,)(Xc,) und (X6,)(Xe,) 
bezw. von den festen Geraden a, und b, getroffen werden. Daher folgt: 

Wenn die drei Seitenflächen eines veränderlichen Dreiflachs bezw. durch 
drei willkürlich gegebene feste Gerade im Raum laufen und zwei Kanten des 
Dreiflachs zwei willkürlich gegebenen festen Geraden im Raum begegnen, so 
beschreibt die Ecke des Dreiflachs eine Raumcurve dritter Ordnung. 

Dieser Satz ist von Herrn Schroeter (Schlömilchs Zeitschrift, Bd. 26, 
S. 270) gegeben und noch auf das »-Flach erweitert worden; ich will ihn 
nach einer anderen Seite hin verallgemeinern. 

Wenn man nämlich statt der festen Geraden 


Gi, a; 5, b c 
drei Systeme von festen Geraden einftihrt: : 


G,, 06, eee dy; b., b, eee bom} Ci, C2, e 9 € C55 4.1 
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so stellt auch 
(3) (Xa, Aq...) (Xb, b,...b,,)(Xc,0,...0,,,1) = 0, 

woraus für /=m=1, n — 0 sich (1.) ergiebt, eine Raumcurve dritter Ord- 
nung dar. Um dies nachzuweisen, könnte man, den vorigen Ueberlegungen 
entsprechend, zeigen, dass die beiden Oberflächen, in welche (3.) zerfällt, 
nämlich 

(Xa,a,...a4)(X0,0,...0,,,1) = 0, (XO, b,... 024) (XC, C2... Cong 1) = 0 
ebenfalls zwei einschalige Hyperboloide mit der gemeinsamen Leitlinie c, 
darstellen. . Ich werde aber aus anderen Betrachtungen, die ich im Folgenden 
weiter verwenden will, die Natur der durch (3.) dargestellten Raumcurve 
entwickeln. 

Zunächst ist klar, dass, wenn eine Gerade PQ in einer Ebene Rg 
liegt, die Ebene POR durch g hindurchgeht. Daher folgt aus (3.): 


(4.) (Xa,a.. n a) (X b, b,. .. b) (Xo, Co Cn)9 = 0, 
wobei ich c,,, durch g ersetzt habe. Bezeichnet man nun die durch die 


drei Punkte Xa,a....a,, Xb,b,...b,,, Xc;c....c, hindurchgelegte Ebene mit 
x, 80 liegt jeder dieser drei Punkte in x. Daher folgt 


Xa,0....0,2=0, Xb,b...b,x-—0, Xe,c...0,,.% = 0, 
und hieraus ergiebt sich, wie die Anschauung unmittelbar zeigt: 
XD X = 0, xb, ... b, b, X = 0, XC... CC X = 0. 


Daher liegt der Punkt X in jeder der drei Ebenen xa,...a,a,, xb,,...b,b,, 
XC4,...C,€, und man erhält also: 


5.) X = (xay,...a,a) (xb, ... b, b.) (x e... 00). 
Da aber wegen (4.) die Ebene x durch die feste Gerade g geht, also 
| xg — 0 

ist, so stellt xg — 0 bei beweglichem x einen Ebenenbüschel mit der Axe 
g dar. Ebenso stellt xa, eine Punktreihe dar, welche auf dem Träger a, 
liegt und zu dem Ebenenbüschel mit der Axe g perspectivisch liegt; ferner 
stellt xa,a,_, einen Ebenenbüschel mit der Axe a, , dar, welcher zu der 
geraden Punktreihe xa, und zu dem Ebenenbüschel mit der Axe g per- 
spectivisch liegt. Schliesst man sa weiter, so erkennt man, dass xa,...a,a, 
einen Ebenenbüschel mit der Axe a, darstellt, der zu dem Ebenenbtischel 
mit der Axe g projectivisch ist. Das Nümliche gilt für die beiden Ebenen- 
büschel zb,,...b,b, und c,,...c,c, Da also diese drei Ebenenbüschel zu 
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einem vierten, nämlich dem mit der Axe g, projectivisch sind, so sind 
sie auch unter einander projectivisch, und für einen bestimmten Werth 
von x sind 
Z65...0;G,, Km D, D, ZC rq e+ C2 Ci 

drei entsprechende Ebenen. Daher beschreibt gemäss (5) X als Durch- 
schnitt entsprechender Ebenen in drei projectivischen Ebenenbüscheln eine 
Raumeurve dritter Ordnung. 

Wenn die Geraden a, a, ...; b, Bar ...; C1, ©, ... in ungerader 
Anzahl vorhanden sind, so geht aus (4.): 


(6) (X...) (Xb, b... Bam )(X60,...6,,)g = 0 
hervor. Bezeichnet man den Schnittpunkt der drei Ebenen 
Xa,0,..G5,1,  Xb,b,... Bangi, X66... Con 41 
durch Q, so folgt aus (6.): 


(I) X = (Od ana) (Qb,, ,,... 5; 06 (Q Congres 0,61). 
Da aber wegen (6.) Q auf g liegt, also bei der Bewegung eine Punktreihe 
auf diesem Träger beschreibt, so stellen 


Qa,,1...3504, QB rng bb, Qc, 06 
ebenfalls drei projectivische Ebenenbüschel dar, deren Projectivität durch 
die Punktreihe auf g vermittelt wird. Daher beschreibt X wegen (7.) auch 
in diesem Falle eine Raumeurve dritter Ordnung. 
Fasst man die dargelegten Betrachtungen zusammen, so erhält man: 
Es seien drei Systeme fester Geraden 


Ar On ...5 D, D... Cy, Cy... 
gegeben, jedes aus einer geraden oder ungeraden Anzahl bestehend. Man 


lege nun durch einen beliebigen Punkt X und a, eine Ebene, bestimme den 
Schnittpunkt mit a,, lege durch thn und a, eine neue Ebene und fahre so 


fort, bis man, bei einer geraden Anzahl von Geraden a,, a,, ... su dem auf 
der letzten liegenden Punkte P, oder bei einer ungeraden Anzahl von Geraden 
Gi, Gy, ... su der durch die letzte gehenden Ebene n gelangt. Diese Con- 


struction wiederhole man auch für die Geraden b,, b,, ...; €,, ©, ..., wodurch 
man die Punkte R, S oder die Ebenen o, o erhält. Wenn dann die Ebene 
PRS um eine fesie Gerade sich dreht oder der Punkt noo auf einer festen 
Geraden sich bewegt, so beschreibt der Punkt X eine Raumcurve dritter 
Ordnung. 
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Für {= m—n = 1 erhält man hieraus denjenigen Satz, welchen 
Chasles (Apergu historique; note XXXIII, 7.) ohne Beweis mitgetheilt hat. 
Zum Schluss will ich noch die durch 


(8) (XAa...a)(XB ßı...Bm)C = 0 
dargestellte Erzeugung der Raumcurven dritter Ordnung behandeln. Be- 
zeichnet man die durch die Punkte 


XA,0,...«,, XB,/3,...8,, 
gehende Gerade durch q, so folgt aus 
X4A4,0m...*,q -0, XB,/3,...7.g = 0 
‚auch 
q9,...€, 4,X —0, q/3,...3,B,X — 0, 
und daraus erkennt man, dass X der Schnittpunkt der durch die Punkte 
A, und B, gehenden Strahlen | 
q0,...€, A, qD,...p, B, 
ist. Da aber wegen (8) gC =0 ist, so stellt gC — O0 ein räumliches 
Strahlenbündel mit dem Mittelpunkt C dar. Dieses Strahlenbündel setzt 
die beiden durch 
q0,...€, Ay, gm -Bı D, 
dargestellten Strahlenbündel mit den Mittelpunkten A, und B, in Collineation. 
Daher beschreibt X als Schnittpunkt entsprechender Strahlen in diesen colli- 
nearen Strahlenbündeln die durch (8.) dargestellte Raumcurve dritter Ord- 
nung, und man erhält aus (8.): 

Drehen sich die Seiten eines räumlichen Polygons um feste Punkte und 
bewegen sich die Ecken, bis auf eine, in festen Ebenen, so beschreibt diese 
letzte Ecke eine Raumcurve dritter Ordnung. 

Diesem Satze entspricht in der Geometrie der Ebene das Maclaurin- 
Braikenridgesche Theorem, welches durch die schönen Untersuchungen des 
Herrn Hauck (dieses Journal Bd. 98, S. 329) eine erhöhte Bedeutung ge- 
wonnen hat. 


Berlin, den 21. Juli 1885. 
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Zur Theorie der binären Formen. 
(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.) 


In den Göttinger Nachrichten vom April 1883 habe ich eine Reihe 
von Sätzen aufgestellt, welche unter anderen besonders auch die Aufgabe 
lösen, für die binären Formen eine, in allen Fällen gültige ,canonische“ 
Darstellung zu geben. Die daselbst mitgetheilten Beweise sind rein alge- 
braischer Natur und an manchen Stellen im Hinblick auf die Weitläufig- 
keit der Rechnungen nur angedeutet. Im Folgenden soll gezeigt werden, 
dass mit Zuhülfenahme ganz elementarer Betrachtungen aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen die erwähnten Sätze ohne alle Rech- 
nung fliessen. Ein dabei angewandtes Lemma”) führt überhaupt die Lehre 
von den sogenannten Ueberschiebungen zweier binären Formen auf die 
Behandlung einer eigenthümlichen Gattung linearer Differentialgleichungen 
zurück, welche als specieller Fall in denjenigen enthalten sind, die Herr 
Fuchs im 66. und 68. Bande dieses Journals untersucht hat. 

Es lautet dieser Lehnsatz: 

Für irgend zwei binäre Formen U und V, resp. Nten und Mten Grades 
in Bezug auf die Veründerlichen x und y, gilt unter Anwendung der Zeichen 


OU AV sky OU OV 
k — — — oe ee ES eee 
(U, V) m Oz* Oy" (as Oy*-^ Oc + 
ky OU OV o*U OV 
ACI) adag ages t+ CD oe ae 


iU Yt = (QUA rn 


de tr 
Lf ıyf NN (Mkt hy dU dV My y dU 
HDG ( I / ds! dat t+ DG) i ar 


(1) g'(U, V) = kt TU, V. 


*) Dieses Lemma ist von mir schon seit längerer Zeit gekannt und den Herren 
Cayley und Fuchs im Jahre 1884 mitgetheilt worden. 
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die Identität: 
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Beweis. Man hat bekanntlich für jedes / — k: 


N—I\ dU k-i U 
(k=D! G= l/ da! = 3:05" Oztigyk-ii y 


M—k—I\ d*^V _ 
"( dat = z( er p 


und somit: 
: jy (^y (^7! (, = ov Hip 
EU VJ = 22 2(— ) ne ) Satay Gag 7 y. 
Setzt man: 
l--Hi-q, l-p=r, dh i+p=g-r, 
und berücksichtigt, dass: 
kvjk—l/lN kL (k—D! T 
GX i XQ) = WD! it(k—1—i)! pit 
_ k! 1 (1 ="), 
~ (k—4)Ir! itp! = gi 





so wird: 
OU OV 
! k 
k! [U, Vy = zc T Oxtdy*= 9 dry 


at y 1, 


worin q und r alle Werthe von 0 bis & annehmen können, und worin für 
ein bestimmtes Werthepaar q, r 


Nu k! 1 27 19T 
= CX a ae GEOG) 
also 
= 0, für q—r 6, 


o 
| 


e 
| 


k! 
v CU gg 
wenn q — r wird. Q. e. d. 


Anwendungen. 
I. Eine unmittelbare Folge des Lemmas (1.) ist das Theorem: 
Giebt es k linearunabhängige Formen V,, V,, ... Vi, Mir Grades, 


deren ke Ueberschiebungen über eine binäre Form U N' Grades identisch 
verschwinden, für welche somit: 
2)  (W,Uyz0, (VW, Uyfzz0, ... (Via, Uf 0, 


so ist jede andere Form V N' Grades, für die (V, Uy = 0, eine lineare 
Combination der Formen V, Vj, ... V, 4, und überdies ist die Determinante 
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op, Qt-iy, Q^, 
Oat QOx3y yt 
ay, amy, Qty, 
(9. | Oz  — óz0y ^ ^ ^  09y3 
Qt Vi or! Via of! V, 
Oz! ey yt 


bis auf einen constanten, nie verschwindenden Factor gleich U4)", 

Nach der Identität (1.) sagen nämlich die Relationen (2.) lediglich 
aus, dass die Functionen V,, V,, ... V, , linearunabhüngige Lösungen der 
Differentialgleichung [U, V]‘ = 0 sind, und dass sich also jede andere Lösung 
V nur auf eine einzige Art durch die Vj, V,, ... V, , ausdrücken lässt. 
(Cfr. Fuchs, dieses Journal, Band 66, pag. 126.) 

Setzt man ferner der Kürze wegen die Determinante in (3.) gleich 


(3*) IV. Vy... V4) 














und 
y, .4* dV, 
0 —dq— cc m 
y IL... d^ 
(4) DV, Va, ... Vi) = ' dz dzk-i |, 
y dV, —. — d'ÀW, 
Ki dz dz*—! 
so wird, wie Herr Pasch bewiesen (dieses Journal Bd. 80, pag. 179): 
k(k—1) 


(5) MM—1)...(M-k+1) "DV, ... Vu) = y * 4, M... Van). 
Nach einem bekannten Satze (cfr. Fuchs 1. c. p. 128) ist aber: 
f (= (H-k+1)U'(z) „, 
k—1 N 
D(V,, V, eee V,-ı) — e (v 


— n M—k4-1)k: N 
= const. U! EN 


also wegen (5.) 4(V,, Vi, ... Vis) selbst gleich U9'**?**, abgesehen 
von einem constanten Factor. Dass dieser letztere auch von y unabhingig 
ist, ergiebt sich sofort, wenn man zunächst y = 1 annimmt, x durch (a: y) 
ersetzt und schliesslich die ganze Gleichung mit yt’ multiplicirt. 

IL Im Kommenden werden wir nur den Fall ausführlicher be- 
handeln, in welchem & gleich dem Grade N der binären Form U wird, 
und in welchem die Gleichung [U, V] — 0 die besonders einfache Gestalt 

93* 
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erhält: 
ai Ge dU d*-iy (Mr au dy 
(6) i dz dat! a dx 5 
| M— à 1 
OD DET y = o. 
Nimmt man die Function U als gegeben an, etwa in der Gestalt: 
7)  Uz(z—Ay(z—uy(z—vy(z—ny... (rm npa mE), 


so sind offenbar die k Potenzen: 
(sx, (JG 9, (Ds- n7, ... (T) e ays, 
7 Je (Decio. (Di, C) ei 


sämmtlich particuläre Integrale der Differentialgleichung für V in (6.). 
Setzt man z.B. V = (x—4)'^"*', so enthält der so entstehende Ausdruck 
[U, (z—4)'-'*'F nach der Definition den Factor z—A mindestens zur Potenz 
M—k-+1, während er nach der Identität (1.) die Veränderliche z höchstens 
im Grade M—k—I+1 enthalten kann, also identisch Null sein muss *). 
Die & Functionen (8.) sind (von den Füllen M=k-2, k—3, 
3, 2, 1, 0 abgesehen) linear unabhängig, da ihre Determinante D nie ver- 
schwinden kann. Sie wird nämlich auf Grund des Theorems in I. gleich 
U” bis auf einen constanten Factor, der, mit Benutzung der Identität 
(5.) und unter Weglassung eines nicht verschwindenden Zahlenfactors, durch 
Vergleichung der Coefficienten von 2+ gleich der Determinante 


1 0 0 - 0 1 0 - 0 
A 1 0 . . u 1 . 0 
(9.) £o (D Los: w Wr 
aa QU At? i-i 17. i-i gk-i ut eta k-2, k— lan 


*) Man beachte die für andere Untersuchungen nicht unwichtige Thatsache, dass 
die Differentialgleichung für V in (6.) die k Potenzen (8.) auch dann noch als particuläre 
Integrale besitzt, wenn M einen beliebigen Werth hat. Durch eine kleine Rechnung 
überzeugt man sich beispielsweise, dass [U, («—4)*-!+!1] gleich dem Producte aus 
(z—2Ay)f-'*1-* in einen linearen homogenen Ausdruck von U(A), U’(A), ... U'1(2), 
also wegen (7.) Null ist. 
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gefunden wird, also nie Null *) sein kann. Jede Function V, welche die 
Differentialgleichung (6.) befriedigt, kann demnach nur auf eine einzige 
Weise in der Form dargestellt werden: 


‚= A(z— 1) (1) Ae KEIL... ( 4 JA (a — AH 
(10.) y " 
tB(z—uy (4) Bew) + Bau)" tt 


Speciell gehört dazu auch jede ganze Function vom Grade k—1. (Cfr. 
Stéphanos, Thèses presentées à la Faculté des sciences de Paris 1884 pag. 33). 

An Stelle der & Ausdrücke (8.) kann man auch irgend & Functionen 
der Gestalt: 

yo = AP(s- 1) (D) ARE 1744 (P. )48 (e 1r 
11. 
( ) + Bf? (a au (1 )BP@- uyr "(P BR Et 
(6 — 9, 1, 2, ... k—1), 
als Fundamentalsystem zu Grunde legen, wofern nur die Determinante 6, 
gebildet aus den k.k Grössen 
AO, AQ, ... AQ, BY, BO, ... BO, ... G= 0, 1, ... 1), 

nicht verschwindet. Denn die Determinante D(V,, V,,... Vis) der & Func- 
tionen (11.) ist gleich dem Producte aus d in die Determinante der Po- 
tenzen in (8.). 

III. Specialisirt man die Untersuchungen in II. noch weiter durch 
die Annahme M — k, so kann man im Hinblick auf die völlig willkürliche 
Annahme der Function U das Theorem aussprechen: 


*) In diesem Journal Bd. 83, pag. 65ff., zeigt Herr Franke durch Induction, dass 
die Determinante (9.) gleich 


(p —Ay" (»—Ay'(n—Ay*...(»— u)" (n— uy .... 


Man kann den Beweis auch direct führen, wenn man, 








q(z) = (A (z—u)"(z—»)* = = atr part + poaszt?- pp, 
gesetzt, die k—1 ersten Horizontalreihen in (9.) resp. mit p,, p,, ... ps» multiplicirt 
und zur k** addirt. Die Elemente dieser letzteren werden alsdann: 

y'(A) g''A) , "!(u) 
q (4), 100 777 Gey GH) pu), .-- (m—1)* ^^ 7 


somit bis auf gt) 0710! sämmtlich Null. Die Determinante (9.) ist also das 
i— 
Product aus (—1)'** F0 in eine Determinante wie (9.), nur dass darin k durch 


k—1 und | durch [—1 ersetzt sind. Indem man das gleiche Verfahren wiederholt 
anwendet, kommt man zu dem behaupteten Ergebnisse. 


418 Gundelfinger, zur Theorie der binären Formen. 


Jede Function ke" Grades (7.) kann als die Functionaldeterminante 


von k Funclionen V,, V,, ... Vi der Form (11.) dargestellt werden *). 
Sind umgekehrt & linearunabhüngige Formen Ate» Grades 
(12) V,= a.z4 (? )b; zy + gg" G — 0, 1, ... k-1) 

willkürlich vorgelegt, so befriedigt die Function 

By by Cy PNE go 

a, b, €, 0 fg 

(3) U= 
0,1 b, Cri . gi—i 


y -a +y "x ... Diet 
offenbar die k Gleichungen 
(Vv, UX 20, (Vi, Uf 20, ... Von =0, 
und ist also bis auf einen Zahlenfactor gleich der Determinante: 
AV, Vi, ... No) 


Nimmt man die Factorenzerlegung von U in (13.) wieder von der Gestalt 
(7.) an, so erhält man das von mir schon in den Göttinger Nachrichten 
1883 pag. 121 ausgesprochene Theorem: 

Wofern für k binäre Formen V,, Vi, ... V, , die Determinante 
A(V, Vy... Vi. 3) von der Gestalt der Function U in (7.) wird, lassen sich die- 
selben durch passende Bestimmung der Constanten AP, AO, ... A®,, BS, 
BO, ... B®,, ... in die Form (11.) bringen. 

IV. Auch die übrigen von mir l. c. pag. 116—120 entwickelten 
Sätze über die „canonische“ Darstellung einer Form W vom Grade P können 
nunmehr fast ohne Rechnung erhürtet werden. 

Schliessen wir zunächst den Fall aus, dass W eine allgemeine bi- 
nüre Form geraden, etwa 2Kten Grades ist, deren ,Katalecticante" 

K K K 
(13) 4c AT. na E As (Cfr. (3.) und (3*)), 
so kann man stets eine Zahl k annehmen, für welche wohl die Determinante 
(185) — .4,:— 0*9) 

nicht aber die Covariante 


—— — nn —— 


5 Cfr. Brill, Math. Annalen Band XX, pag. 336. 
**) Für jede Form ungeraden Grades ist k<4(P—1), für eine Form geraden 
Grades mit verschwindender Katalecticante k<}P, also stets P—2k+2 > 0. 
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, 1 k—1 —1 
19)' 4, = a(S, aaa " p 
identisch verschwindet. 

Nach einem bekannten Theoreme, von welchem Herr Pasch einen 
eleganten algebraischen Beweis gegeben hat (dieses Journal Band 80, 


pag. 177ff.) existirt alsdann zwischen den k--1 Functionen 


ew ew Ow ew 
“Ont? Ox)! “Oar yh? ccc Oy 
eine lineare Relation, welehe wir in der Gestalt annehmen 


ew oW ew 
(4) og "ayuu: t+ aa = 0, 


und die zeigt, dass unter der gemachten Annahme eine Function kten Grades 
(14^) U = pr ya y+ ng 
existirt, welche die Gleichung befriedigt: 
(14) (U, Wy = 0. 
Zur einfachen Bestimmung von U erwäge man, dass man aus der Gleichung 
(14.) durch wiederholte Differentiationen sofort auch für die Functionen 
OW y, | mW ôt-1W 
= Seer h- Om *Oy ’ Vii dye 
das System ableiten kann: 
(14) (U,Wy20, (U, Vy 0, ... (UV, y = 0. 
Nach dem Theoreme in I..ist also: 
(15) | D(V, V, ... Vi.) = 4-1 = const. US), 
Setzt man U wieder in der Form (7.) voraus, so zeigen die Entwickelungen 
in IL, dass W in die Form gebracht werden kann "5: 


W = Az 9) (1) (rà y""'y E, JA, (m—2y)*- ^t! y^ 


(16.) + Byo—ny)?+(7 )B, q— y) yt Bua p—ug) "ym 
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . + 


*) In der oben citirten Arbeit behauptet Herr Stéphanos pag. 41, dass ich das 
Theorem (15.) 1. c. nicht erhärtet hätte. Diese Behauptung kann doch wohl nur von 
rechnendem Beiwerke gelten; der Gang und die Principien des Beweises sind am 
angeführten Orte pag. 117—119 in aller Ausführlichkeit angegeben. 

**) Die homogene Form lässt sich aus dem Falle y= 1 immer leicht ableiten, 
indem man an Stelle von z den Quotienten (z: y) setzt und die ganze Gleichung mit 
y^ multiplicirt. 
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Wie man die Coefficienten A,, A, ... A, ete. am passendsten durch 
Partialbruchzerlegung bestimmen könne, ist von mir l. c. pag. 118 gezeigt 
worden. 

Man kann umgekehrt fragen, ob die (P—2k+2) Potenz jeder be- 
liebigen Function U kten Grades als die Covariante 4, , einer Form Pten 
Grades aufgefasst werden könne, für welche 4,=0. Es ist dies in der 
That der Fall. Giebt man nämlich in der Gleichung (16.) den Grössen 
A, M, V, ... Ay, Ay, ... Apa, Bo... Ba-ı, ... willkürliche (A4,,, Ban 
C, ,, ... nicht verschwindende) Werthe, so wird für eine solche Form W 
(16.) stets 4, = 0, 4,_, dagegen bis auf einen constanten, nie verschwindenden 
Factor gleich !(z—A)(z—4u)"(z—»)...^**, Der Beweis für 4,=0 er- 
giebt sich sofort aus dem Umstande, dass nach den Entwickelungen in II. 
für die Function U in (7.) die Relation (U, Wy —0 und daher auch das 


System (U, oo) — 0, «4-8 — k Statt hat. 


Um 4,_, zu bilden, gehe man davon aus, dass nach (16.) für belie- 
bige Werthe von 5 und 7 mit pd" der Zeichen à, u, ... Ag, Ug, ... 
an Stelle von z—4y, z—uy, ... $—àn, &—-un, ... die Identität besteht: 





1 OW Et 1 o-1W k—2 OW k—1 
PN Om «UC an re 
k—1 


= Apo kth AE + CD Aat AG” NA] 
(17) 
C via ak (KF Jat nt. *G a) Acta] 


NEM EH gi A v bp... 


worin rechter Hand die den Factoren «,, v,, ... entsprechenden Glieder mit 
den Coefficienten B, Bi, ... Bas, Cu, C, ... C,_1, ... noch hinzuzufügen 
wären. Setzt man der Kürze wegen 


À, = A, ew JA 44 ( h ) Ar: Ait 


u, = By (4 Bye pt (8B aun etc. 


(¢=0, 1, 2,... k—1), 


so ist nach (17.) 4,_,, d. h. die Determinante: 


(18.) 
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ot! Ww ot Ww Tr) 
Dat Gay? ya 

gleich dem Producte aus F+(A,u,r,7;...) in die Determinante 4 der & 

Functionen 


19) in, (PTET gray Lu. (Pot apy, am^ ete, 


Diese letztere Determinante ist nach den Ausführungen in IL. bis auf einen 
numerischen Factor gleich U’-**?, multiplieirt in die Determinante (9.), 
während der Ausdruck Z+(A,u,9,7;...) auf Grund von (18.) gleich dem 
Producte aus der Determinante (9.) in eine andere Determinante kten Grades 
ist, die man anschaulich bilden kann, indem man die Determinanten 


Ay A, A, ... An Au B, B, ... Ba Bas 
(20) |A AA... Aı 0 | |B Bee. Bor 0 i 
ida 0 0 ... 0 0 | B.,0 ... 0 0 | 


derart an einander legt, dass ihre Diagonalen in dieselbe Gerade, in die 
Diagonale der zu bildenden Determinante fallen, und indem man die tibrigen 
Stellen durch Nullen ausfüllt. Da die so entstehende Determinante bekannt- 
lich das Product aller Determinanten (20.), somit bis aufs Vorzeichen gleich 
‘1 B2_,Cz_,..., so wird schliesslich für eine Form W der Gestalt (16.) — 
von einer reinen Zahl abgesehen — die Covariante 4, , identisch mit: 


AL aBza... (a — 2)" (v — A)" (n — A)... (v uy" (n— uy...|"U*7**., Q. e. d. 
In dem speciellen Falle P—2k-4-2 — 1, d.h. P = 2k—1 erhält man 
den Satz: | | 
Jede Form ki" Grades kann als die Sylvestersche „Canonizante“ einer 
passend bestimmten Form (2k—1)" Grades betrachtet werden. 


V. In dem bisher ausgeschlossenen Falle, in welchem die Form W 
geraden Grades ist und eine nicht verschwindende Katalecticante besitzt, 


kann man nach der Gesammtheit der Formen U vom Grade stl fragen, 
welche die Identität 
p 
(21) (U,W)' ==0 


befriedigen, und deren jede auf Grund der Ergebnisse in II. zu einer Dar- 
stellung von W durch eine Summe von Potenzen linearer Ausdrücke führt. 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 4. 54 
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Anstatt die Gleichung (21.) zu untersuchen, lösen wir, da die Methode die 
‘gleiche bleibt, sogleich die allgemeinere Aufgabe, für eine beliebige Form 
W Pte» (auch ungeraden) Grades, mit nicht verschwindender Covariante 


Ak) Ww Qx-0w OR-)W 


by) 
alle Formen (P—s)'e" Grades (i — k—1): 
23) U= Cy? t+ Ca? yr C, y^^ 
aufzufinden, deren (P—1)te Ueberschiebung über W verschwindet, deren Coef- 
ficienten also die Relationen befriedigen: 
Cod Cp; ie ++(-1) "Cas, = 0, 
Cid — Cr. d (71) 6,8, ;,. = 0, 


(22) A, = St 


(24.) | 


I 
=, 


Cp, — Cp ii Gini + (—1)-' Cia» 


Von den Determinanten (i+1)t Grades, welche aus irgend i--1 Vertical- 
reihen der Matrix 





à a, a. e e . Opi 

a, a. as 7 © Bp_i4i 
| 
id; Ga Gua o... dp | 


sich bilden lassen, muss mindestens eine von Null verschieden sein. Es 
würde sonst eine Form ie" Grades existiren, deren i'* Ueberschiebung 
über W verschwände; dies widerstreitet aber wegen i < k—1 der Vor- 
aussetzung, dass 7, , (22.) nicht identisch Null ist. Man kann also in dem 
Systeme (24.) stets i-- 1 der Grössen C durch die P—2i übrigen in bestimmter 
eindeutiger Weise ausdrücken und das Theorem aussprechen: 

Wofern für eine Form Pt" Grades die Covariante (22.) 4, , nicht 
identisch verschwindet, giebt es für i = k —1 stets P—2i linearunabhängige 
Formen (P—1)" Grades, deren (P-i)' Ueberschiebung über W identisch 
Null ist *),. 

Sind U, U, ... U,_.-ı derartige Formen, so kann man sofort noch 
den weiteren Satz hinzufügen: 








*) Ueber weitere wichtige Eigenschaften dieser P—2i Formen (P—i)*" Grades 
efr. Stéphanos |. c. pag. 7. 
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Die Determinante 4(U,, U,, ... Up ,; ,) ist bis auf einen constanten 
Factor mit 


4 = Xi x aeu e 
tdentisch. 

Behufs des Beweises gehen wir davon aus, dass für jede Wurzel 
z:y=$:n der Gleichung Z(U,, U, ... Up.) = 0 sich Faetoren 4, 


Ai, «++ Ap_y_ı derart bestimmen lassen, dass eine Identität der Gestalt besteht: 
by Uy 4, Uy 4- + hp Ups = (any a, 
worin # vom Grade i. Setzt man 
u= er + 'y+...+ cg 
. und erwägt, dass 
CW, (zn—y85)".uy"^ .:: 0, 
so hat man das System von i+1 Gleichungen: 


o? W oi W où W 


Ca ent tr Dos ns = 0, 
(a, B=U,1.2,...i: ats=1) 


und daher auch: 


ow ow aw 
= tou QE). Ont / — 0. 
Da man in derselben Weise umgekehrt zeigen kann, dass jede Wurzel 
von 7; — 0 auch Z(U, U, ... U,_,_ı) verschwinden macht, und da die 
Grade von 4, und 4(U,, ... U,_,-ı) übereinstimmen, so müssen diese 


Functionen bis auf einen constanten Factor identisch sein. 
Im speciellen Falle P = 2k und i — k—1 hat man: 


Wenn die Covariante 4, , einer binären Form (2ky*" Grades nicht 
identisch verschwindet, giebt es stets zwei linearunabhängige Functionen (k+1)'" 
Grades, deren (k--1y* Ueberschiebungen über W verschwinden. Ihre Deter- 
minante ist gleich A, ,. 

Auf Grund dieses Theoremes lässt sich nach II. auch für die ai[- 
gemeine binäre Form geraden Grades eine canonische Darstellung geben. 
Dieselbe hat jedoch nicht entfernt die Bedeutung, wie diejenige, welche 
die Herren Sylvester und Cayley im Phil. Mag. 1851 und in diesem Journal 

54* 
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Bd. 54 für den Fall mitgetheilt haben, wo eine für das Problem funda- 
mentale Gleichung (k+1)ten Grades lauter verschiedene Wurzeln besitzt. 
Wie die Entwickelungen dieser beiden Geometer vermittelst der Weier- 
strassschen Theorie der Elementartheiler zweier quadratischen Formen in 
allen speciellen Füllen zu modificiren sind, soll an anderer Stelle ausein- 
 andergesetzt werden. 


Darmstadt, 1885. 
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Ueber ganzzahlige Lösungen von Gleichungen 
zwischen zwei Veränderlichen. 


(Von Herrn C. Runge in Hannover.) 


Eine algebraische Function von z werde nach dem Vorgange von 
Herrn Kronecker *) eine ganze algebraische Function von z genannt, wenn 
sie einer Gleichung genügt, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz 
gleich Eins und die übrigen Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen 
von æ sind. Aus dieser Definition folgt (wie a. a. O.), dass eine ganze 
algebraische Function für einen ganzzahligen Werth von x niemals rational 
ist, ohne ganzzahlig zu sein. 

Die Werthe einer algebraischen Function, welche grossen Werthen 
von z entsprechen, lassen sich in eine Potenzreihe nach fallenden ganzen 
oder gebrochenen Potenzen von x entwickeln “*). Wenn sie eine ganze 
algebraische Function ist, so wird mindestens eine der Entwickelungen mit 
positiven (ganzen oder gebrochenen) Potenzen von x anfangen. Denn eine 
ganze algebraische Function wird im Unendlichen unendlich ***). Aber 
es brauchen nicht alle ihre Werthe im Unendlichen unendlich zu werden. 
Wenn einer der Werthe nieht unendlich wird, seine Entwickelung nach 
fallenden Potenzen von z also keine positiven Potenzen enthält, so lässt 
sich eine Zahl m finden von der Art, dass für |2]> m die betrachtete Ent- 
wickelung von ihrem Grenzwerthe im Unendlichen verschieden ist, aber 
um weniger als eine beliebig klein vorgeschriebene Grösse. Wird nun 
diese Grösse dem Unterschiede des Grenzwerthes von der zunächst gelegenen 
ganzen Zahl gleichgesetzt, so ist klar, dass die Entwickelung der ganzen alge- 


*) Dieses Journal Bd. 92, pag. 14. 
**) Vgl. Puiseuz, Liouvilles Journal Tome XV und XVI. 


*#) Der Fall, wo die ganze algebraische Function von x sich auf eine Con- 
stante reducirt, ist hier wie durchweg im Folgenden auszuschliessen. 
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braischen Function für einen ganzzahligen Werth von x, dessen absoluter 
Betrag grösser als m ist, keinen ganzzahligen und daher auch keinen 
rationalen Werth haben kann. — 

Es möge nun unter f(x, y) eine ganze ganzzahlige Function von x 
und y verstanden werden, und es werde nach den ganzzahligen Werthen von 
x gefragt, für welche ein rationaler Werth von y der Gleichung f(a, y) = 0 
genügt. Auf dieses Problem wirft die Untersuchung derjenigen ganzen alge- 
braischen Functionen von x, welche sich dureh x und y rational mit ganz- 
zahligen Coefficienten ausdrücken lassen, einiges Licht"). — Für grosse 
Werthe von æ giebt es entweder nur eine oder mehrere Entwickelungen 
nach fallenden ganzen oder gebrochenen Potenzen von zx, welche die ver- 
schiedenen conjugirten Werthe von y darstellen. Die verschiedenen Werthe 
einer rationalen Function von z und y, welche grossen Werthen von x 
entsprechen, erhält man durch Einsetzung der Entwickelungen von y nach 
fallenden Potenzen von x. Wenn es nun möglich ist, aus x und y rational 
mit ganzzahligen Coefficienten ganze algebraische Functionen von zx zu 
bilden (d.h. also wenn es ganze Grössen des Gattungsbereichs (x, y) giebt), 
welche nach Einsetzung einer der Entwickelungen von y für æ = nicht 
unendlich werden, so giebt es nach dem Obigen eine Zahl m von der Art, 
dass für ganzzahlige Werthe von x, deren absoluter Betrag grösser als m 
ist, die betreffende Entwickelung keinen rationalen Werth von y liefert. 
Denn für einen rationalen Werth von y wäre auch der entsprechende Werth 
der ganzen algebraischen Function rational. 

Wenn nun verschiedene Entwickelungen von y nach fallenden Potenzen 
von z vorhanden sind und die gemachte Annahme für jede dieser Ent- 
wickelungen zutrifft, d. h. also, wenn es für jede Entwickelung ganze 
algebraische Grössen des Gattungsbereichs (z, y) giebt, welche für diese 
Entwickelung bei unendlichen Werthen von z endlich bleiben, so existirt 
offenbar eine die einzelnen Werthe m übersteigende Zahl M von der Art, 
‚dass allen ganzzahligen Werthen von x, deren absoluter Betrag grösser als 
M ist, überhaupt keine rationalen Werthe von y entsprechen. In diesem 
Falle wird die Aufgabe, die verlangten Werthe von x anzugeben, dadurch 
gelöst, dass man alle ganzzahligen Werthe von z, deren absoluter Betrag 
nicht grösser ist als M, einzeln prüft. Es soll nun untersucht werden, 


5 Nach den Kroneckerschen Bezeichnungen sind das „die ganzen algebraischen 
. Grössen des Gattungsbereichs (x, y)“. 
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unter welchen Umständen sich die verschiedenen Entwickelungen von y nach 
fallenden Potenzen von x (wenn mehrere existiren) dergestalt sondern, dass 
ganze algebraische Grössen des Gattungsbereichs (z, y) für eine oder 
mehrere von den Entwickelungen bei unendlichen Werthen von = endlich 
bleiben. 

Zuvor jedoch soll in einem speciellen Falle gezeigt werden, welchen 
Vortheil man aus diesen Betrachtungen ziehen kann. 

Gesetzt es lasse sich y nach ganzen fallenden Potenzen von x ent- 
wickeln. Das Product von y in den Üoefficienten der höchsten Potenz 
von y in f(z,y)=0 ist eine ganze algebraische Function, und unter der 
gemachten Voraussetzung wird auch dieses sich nach ganzen fallenden 
Potenzen von z entwickeln lassen. Bezeichnet man den angegebenen Coef- 
fieienten mit g,(z), so besteht also eine Gleichung: 


gt) = CT" + Ci" + + deam. 


Nimmt man nun an, es seien c,, €, ;, ... c, rationale Zahlen mit dem ge- 
meinsamen Nenner r, so ist 
r( go(x)y —c, 0" —e,_,2""'—---—¢, 2) 


eine ganze algebraische Function von x, deren Werth für diese Entwicke- 
lung von y im Unendlichen nicht unendlich wird, und es lässt sich nach 
dem Obigen eine Zahl m bestimmen von der Art, dass für ganzzahlige 
Werthe von z, deren absoluter Betrag grösser als m ist, die von dieser 
Entwickelung gelieferten Werthe von y nicht rational sein können. 
Wenn z.B. f(z, y) 2 0 die Form hat: 
y’ = az" + ar" "+... + an, 

WO Gun dy ... @, ganze Zahlen bedeuten, so sind, je nachdem 4 gerade oder 
ungerade ist, für reelle Werthe von zr zwei der Werthe von y oder nur 
einer reell. Diese reellen Werthe von y lassen sich nun nach ganzen 
fallenden Potenzen von x entwickeln, und die Coefficienten werden, wenn 
wir a, als Ate Potenz einer ganzen Zahl voraussetzen, sämmtlich rational. 
Unter dieser weiteren Voraussetzung lassen sich also auf die eben ange- 
gebene Weise ganze algebraische Grössen des Gattungsbereichs (z, y) finden, 
welche für die reellen Entwickelungen von y bei unendlich grossem r end- 
lich bleiben. Hier ist der Fall auszuschliessen, in welchem die Entwicke- 
lungen keine negativen Potenzen von x enthalten, also die rechte Seite die 
ate Potenz einer ganzen ganzzahligen Function von x und die Gleichung 
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f(x,y) = 0 mithin reductibel ist. In diesem Falle würde durch das ange- 
gebene Verfahren keine ganze algebraische Function von z, sondern eine 
ganze Zahl geliefert werden. Wenn aber die rechte Seite nicht die Ate Po- 
tenz einer ganzen Function von x ist, so giebt es nur eine endliche An- 
zahl ganzzahliger Werthe von z, wofür y rational wird, und man ist im 
Stande sie sämmtlich zu finden. — 

Bezeichnet wieder g, den Coefficienten der höchsten Potenz von y in 
f(z, y) und » deren Exponenten, so wird 


(33.) By B,g.y + B.giy’+ eL B, , go y" 


eine ganze algebraische Grösse des Gattungsbereichs (xz, y), wenn für 
Bo, ... B, , ganze ganzzahlige Functionen von x genommen werden. Da 
f(x, y) = 0 als irreductibel vorausgesetzt wird *), so kann jene Grösse (33.) 
sich nicht auf eine ganze Zahl, auch überhaupt nicht auf eine ganze Grösse 
des natürlichen Rationalitätsbereichs (z) reduciren. 

Es handelt sich nun darum, die ganzen Functionen B,, ... B, , so 
zu bestimmen, dass der Ausdruck ($5.) nicht für alle vorhandenen Ent- 
wickelungen von y nach fallenden (ganzen oder gebrochenen) Potenzen von 
y positive Potenzen von x ergebe. 

Zu dem Ende bezeichne man die Coefficienten der ganzen Func- 
tionen B, ... B, , abgesehen von demjenigen der nullten Potenz in B, in 
irgend einer Reihenfolge mit a, a, ... a,  Setzt man eine der Entwicke- 
lungen von y nach fallenden Potenzen von z iu (33.) ein, so werden die 
Coefficienten der positiven Potenzen von x lineare homogene Functionen 
VON G; Gy ... a,, welche gleich Null gesetzt die erforderlichen Relationen 
zwischen a, a, ... a, liefern. 

Es könnte nun sein, dass auch die einer beschränkten Anzahl von 
Entwickelungen entsprechenden Relationen nur durch a, = a, == a, = 0 
zu erfüllen wären. Aber es erhellt leicht, dass man jedenfalls auch andere 
Werthsysteme wird erhalten können, sobald nur die Grade von B, ... B,_ı 
und damit die Anzahl der Grössen a,, ... a, hinreichend gross angenommen 


*) Unter irreductibel ist hier nur verstanden, dass es nicht möglich sein darf, 
f(x, y) in ein Product von ganzen Functionen von z und y mit ganssahligen Coef- 
fieienten zu zerlegen, wenn es auch möglich sein sollte, mit Zuhülfenahme von alge- 
braischen Zahlen die Zerlegung zu bewerkstelligen. In den Kroneckerschen Bezeich- 
nungen ist hiernach f(z, y) eine ganze irreductible Grösse des natürlichen Rationalitäts- 
bereichs (x, y). 
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werden. Denn gesetzt man betrachtete die Relationen, welche aus g Ent- 
1 L 
wickelungen nach fallenden Potenzen von z^, ... z^ entspringen, so werden 


bei Erhöhung der Grade von B, ... B,_, um eine Einheit in der Ent- 


1 
wickelung des Ausdruckes nach Potenzen von z^ A, höhere positive vorher 
) 1 


nicht vorhandene Potenzen von z^ hinzutreten, ebenso in der Entwickelung 
1 


nach Potenzen von z^ A, Potenzen u.s. f. Im Ganzen treten also 4,+4,+--- 
---à, neue lineare Relationen zu den schon bestehenden Relationen hinzu, 
während die Anzahl der unbekannten Grössen sich um n vergrössert hat. 

Wenn nun ausser den betrachteten g Entwickelungen noch andere 
vorhanden sind, so ist, wie bekannt, 4,+4,+---+4,<cn, und man wird 
daher bei einer hinreichenden Steigerung der Grade von B, ... B, , mehr 
Grössen a;, a, ... a, als lineare Relationen erhalten. Da aber diese Relationen 
homogen sind, so giebt es alsdann immer Werthe für a, ... a, welche die 
Gleichungen befriedigen und nicht sämmtlich Null sind. 

Diese Lösungen sind jedoch unbrauchbar, wenn sie nicht rational 
sind. Denn, um den oben auseinandergesetzten Schluss anzuwenden, ist es 
nöthig, dass B,, ... B, , ganze ganssahlige Functionen von = seien. 

Die Coefficienten von a, ... a, in den linearen Relationen werden 
aber im Allgemeinen algebraische Zahlen sein. Indessen lässt sich zeigen, 
dass, wenn in einer der linearen Relationen algebraische Zahlen vorkommen, 
unter den übrigen linearen Relationen auch die zu jener conjugirten ent- 
halten sein müssen, d. h. diejenigen, welche man aus ihr erhält, wenn 
man alle in ihr vorhandenen Coefficienten als rationale Functionen einer 
algebraischen Zahl von niedrigster Ordnung ausdrückt und dann dieser 
Zahl ihre sämmtlichen conjugirten Werthe giebt. 

Wenn es nun möglich ist, das System dieser conjugirten Relationen 
durch ein Werthsystem a, ... a, zu erfüllen, so werden sie rational und 
daher auch ganzzahlig angenommen werden können. Denn die Lösungen 
werden durch Determinanten - Quotienten geliefert, welche symmetrische 
Functionen der eingeführten conjugirten algebraischen Zahlen und daher 
rational sind. 

Betrachtet man nämlich eine der Entwickelungen von y nach fallen- 
den ganzen oder gebrochenen Potenzen von z, so brauchen die Coefficienten 
natürlich nicht rational zu sein. 

Journal für Mathematik Bd. C. Heft 4. 55 
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Sei 


nu ut 
y = c,c^ Fc Cu1T A cre + Co+ Ce n 
so sind also c,, c, ,, ete. nieht nothwendig rationale Zahlen: aber es lässt 
sich zeigen, dass eine gewisse Anzahl von ihnen ausreicht, um alle übrigen 
rational mit ganzzahligen Coefficienten auszudrücken. Setzt man nämlich 
zur Abkürzung 


a _2 
, 7^ d eeum ig. + CT = 3 
und 
Y—5 = 4, 
80 ist # eine algebraische Function von x, welche der Gleichung 
f(z, s+u) = 


- 1 
genügt, deren Coefficienten aus c,, c,.,, ... c, und z^ rational zusammen- 


gesetzt sind, vorausgesetzt, dass für s sein Werth eingesetzt wird. 
Nach Potenzen von w geordnet hat sie die Form 


f(z, 8) +h@, s)u- +, su = 0, 


E o SM s) geschrieben ist. 


a 


wo fı(z,3) für 


Setzt man nun ur? — e, so ist e eine algebraische Function von x, 
deren einer Werth im Unendlichen Null wird, und welche der Gleichung 


genügt 


f(z, s)-- fi(z, DZ rot Hf. (e, s)m *o = 0 
oder 
- 6-1) 


v+-- ft = 0. 


Es ist nun ersichtlich, dass fiir hinreichend grosse Werthe von a die Coef- 
1 
n 


—-2 
A 


+ Lpe he 


ficienten von 0’, ... e" nur negative Potenzen von z^ enthalten werden. 


Da ausserdem einer der Werthe von e im Unendlichen Null wird, so können 
1 


auch in dem von e unabhängigen Gliede keine positiven Potenzen von z* 
vorkommen. Folglich ergiebt sich nach bekannten Principien fiir diesen 
im Unendlichen Null werdenden Werth von e eine Entwickelung nach 


1 
fallenden ganzen Potenzen von z^, deren Coefficienten aus den in der Glei- 
chung vorkommenden Constanten rational zusammengesetzt sind. 
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Wir können mithin eine Zahl « finden von der Art, dass in der 
Entwickelung 


1 
y = c,ri+e ar Paoenbeam ie 
alle auf c , folgenden Coefficienten durch c 
stellt werden kónnen. 

Es ist nun bekannt, dass man aus einer 'beliebigen Anzahl alge- 
braischer Zahlen stets eine rationale Funetion bilden kann, durch welche 
sich alle rational ausdrücken l&ssen. Demnach können die sämmtlichen 
Coefficienten in der Entwickelung von y als rationale Functionen einer ein- 
zigen algebraischen Zahl C dargestellt werden und zwar so, dass diese 
wiederum eine rationale Function einer Anzahl der Grössen c ist. In den 
Kroneckerschen Bezeichnungen lässt sich dies kurz so ausdrücken: Alle 
Coefficienten gehören dem Gattungsbereich (c,, c,_,,...c_,) an, welcher mit 
dem Gattungsbereich (C) identisch ist. 

Denkt man sich die sämmtlichen Coefficienten als rationale Func- 
tionen von C ausgedrückt und alsdann C durch die unbestimmte Variable z 
ersetzt und führt die Entwickelung für y in fe, y) ein, so wird f(x, y) eine 


COR 


Cy-1, ++» C_q rational darge- 


Entwickelung nach fallenden Potenzen von z?, deren Coefficienten rationale 
Functionen von s sind. Diese Entwickelung muss für beliebige Werthe 
von z verschwinden, sobald 3 — C gesetzt wird. Folglich verschwindet sie 
auch für die zu C conjugirten Werthe, das heisst für die anderen Wurzeln 
der irreductibeln Gleichung, welcher C genügt. Giebt man also in der Ent- 
wickelung von y dem C seine sämmtlichen conjugirten Werthe, so erhält 
man lauter Entwickelungen von y, welche derselben Gleichung f(x, y) = 0 
genügen und nothwendig von einander verschieden sind, weil denselben 
Werthen von c auch der gleiche Werth von C entsprechen muss. Als ver- 
schieden sind hier auch diejenigen gerechnet, welche sich nur durch eine 


1 
zu æ? hinzutretende Ate Einheitswurzel unterscheiden, obwohl sie dieselben 
4 Werthe von y liefern. 

Kehren wir nun zu unseren obigen Erörterungen zurück, indem wir 
alle diejenigen Entwickelungen von y, welche den conjugirten Werthen von 
C entsprechen, zugleich ins Auge fassen. Es waren dort die Functionen 
Bo, ... B,_, zu bestimmen, deren Coefficienten in irgend einer Reihenfolge 
mit a, a... a, bezeichnet waren. Die Functionen B,, ... B, , sollten 
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ganzzahlig sein und eine ganze algebraische Function 
By Bi guy t+: +B 4g) Jy" 
ergeben, welche fiir eine Anzahl der Entwickelungen von y nicht unend- 
lich wird. 
Betrachtet man nun die Relationen, welche a,, ... a, zu diesem Ende 


erfüllen müssen, wenn für y die Entwickelung 
1 


u 
art tete ir + 
genommen wird, so werden die Coefficienfen der Gleichungen in a,, ... a, 
offenbar rationale Functionen von C, und für die den conjugirten Werthen 
von C entsprechenden Entwickelungen ergeben sich alle übrigen Gleichungen, 
welche aus den schon erhaltenen dadurch entspringen, dass man C seine 
verschiedenen conjugirten Werthe giebt. Da nun die Verhältnisse von 
a, ... a, dureh Determinantenquotienten aus den Coefficienten dieser Glei- 
chungen bestimmt werden, so ist klar, dass sich a,, ... a, den Gleichungen 
gemäss als ganze Zahlen ergeben. Dann lässt sich also eine ganze alge- 
braische Grösse des Gattungsbereichs (x, y) bestimmen, welche für die be- 
trachteten conjugirten Entwickelungen nicht unendlich wird. Auf eine ganze 
Zahl kann sie sich nieht reduciren. Denn a, a, ... a, sind, wie oben ge- 
zeigt wurde, nicht sämmtlich Null, und es würde daher der Irreductibilität 
von f(x, y) = 0 widersprechen, wenn der Ausdruck (%.) gleich einer ganzen 
Zahl würe. Aus der Existenz einer solchen Grósse wurde oben gefolgert, 
dass durch die conjugirten Entwickelungen nur eine endliche Anzahl ratio- 
naler Werthe von y geliefert werden, welche ganzzahligen Werthen von c 
entsprechen. Da nun die anderen Wurzeln auch Systemen conjugirter Ent- 
wickelungen angehören müssen, die nicht sümmtliche Wurzeln umfassen, 
so kann es also überhaupt nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe 
von z geben, für welche die Gleichung in y 
f(z,y) = 0 
rationale Wurzeln besitzt. 
Der erhaltene Satz lüsst sich folgendermassen aussprechen: 
Wenn die Entwickelungen der Wurzeln nach fallenden Potenzen 

von æ mehr als ein System conjugirter Entwickelungen bilden, so 

giebt es nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von z, 

für welche die Gleichung f(z, y) = 0 durch rationale Werthe von 

y befriedigt wird. 
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Dabei bedeutet ein System ,,conjugirter Entwickelungen" eine Gruppe 
von solchen Entwickelungen, welche aus einer dadurch hervorgehen, dass 
man einer algebraischen Zahl, durch welche ihre sämmtlichen Coefficienten 
rational ausgedrückt sind, alle ihre conjugirten Werthe und der gebrochenen 
Potenz von a alle ihre Werthe giebt. Betrachtet man x als algebraische 
Function von y, so gilt ganz dasselbe. D.h. wenn die Entwickelungen 
der Werthe von z nach fallenden (ganzen oder gebrochenen) Potenzen von 
y mehr als ein System conjugirter Entwickelungen bilden, so giebt es nur 
eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von y, wofür die Gleichung in x 


rationale Wurzeln besitzt. 

Wenn x und y gleichzeitig unendlich werden, dann ergeben sich die 
Entwickelungen nach fallenden Potenzen von y aus denen nach fallenden 
Potenzen von z. Und aus einem System conjugirter Entwickelungen nach 
fallenden Potenzen von x ergiebt sich ein System conjugirter Entwickelungen 
nach fallenden Potenzen von y. Fragt man nur nach den ganzzahligen 
Werthepaaren x, y, welche der Gleichung f(x, y) — 0 genügen, so ist klar, 
dass nur solche Entwickelungen unendlich viele ganzzahlige Werthepaare 
liefern können, bei denen x und y gleichzeitig unendlich werden. Und 
zwar müssen sie nach dem Obigen in diesem Falle nicht allein ein System 
conjugirter Entwickelungen liefern; sondern sie müssen zugleich alle Werthe 
von y liefern, welche grossen Werthen von z entsprechen, und alle Werthe 
von z, welche grossen Werthen von y entsprechen. 

Es gilt also das folgende ‘Theorem: 

Eine irreductible Gleichung f(z, y) = 0 kann nur dann durch 
eine unendliche Anzahl ganzzahliger Werthepaare z, y befriedigt 
werden, wenn z und y nicht anders als gleichzeitig unendlich 
werden, und wenn die Entwickelungen nach fallenden Potenzen 
einer dieser Variabeln ein einziges System conjugirter Entwicke- 
lungen bilden. 

Wenn also m und # die Grade von f(z, y) in x und y bezeichnen, 
so dürfen 2” und y" nur mit Constanten multiplicirt in f(z, y) vorkommen. 


Sei ferner 
1 


M 
y = cogi ede otn à p... (a=1,2,...n) 


das System conjugirter Entwickelungen, so ist mithin 
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Lad _i 
f(2,9) = bIl(y —c?z* —...—e(? —c x 1...) (a=1,2,...n), 
Von den Grössen c(P,... ct? ist keine Null. Denn nach der Definition 
eines Systems conjugirter Entwickelungen müssten alle Null sein, wenn 
eine Null wäre. Alle Wurzeln y werden also in derselben Weise unend- 


# 


lich und zwar gegen x von der Ordnung z^. Die Summe der Glieder in 
f(x, y), welche von der höchsten Ordnung unendlich werden, ist daher gleich: 


Hu 
oa RÀ EE 
b II (y c,c^) (a — 1. 2, ... 9), 


Die Grössen cC), ... c unterscheiden sich zu je A nur durch Ate Einheits- 
wurzeln oder sind einander gleich, und es ist 


A a=1,2,...n 
bIT(y—c x") = bIN(y'—d x") B- 2... +), 


wo d, ... Fee die Aten Potenzen der Grössen c bedeuten. 

Die Grössen d sind nach der Definition eines Systems conjugirter 
Entwickelungen gleich den Werthen derselben rationalen Function einer 
algebraischen Grösse C für die verschiedenen conjugirten Werthe der 
letzteren. Deshalb ist die Function 


H(u—d) 
eine Potenz einer irreductiblen Function. 
Aus 
u _ 1 
fa, y) = MI — ed dee 1) 
nu 
folgt r^ = x”, also 
m 4 
"n  À 


Es gilt mithin der Satz: 
Eine irreductible Gleichung f(z, y) = 0 kann nur dann durch unend- 


lich viele ganzzahlige Werthepaare z, y befriedigt werden, wenn sie folgende 
Eigenschaften hat: 


1. Die höchsten Potenzen von x und y, welche in f(x, y) 
vorkommen, müssen isolirten Gliedern az" und by* angehören. 

2. Die durch die Gleichung f(z, y) — 0 definirte algebraische 
Function y muss gegen z von der Ordnung z" unendlich werden. 
Kommen in /(z, y) æ° und y^ mit einander multiplicirt vor, so 
muss et+o—<m sein, oder ne+mo = mn. 
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3. Die Summe der Glieder, für welche 
no+mo = mn 
ist, muss sich in der Form 
b IE — d'a") (4=1,2,...5) 
darstellen lassen, wo 
II(u—d'^) 
die Potenz einer irreductiblen ganzen Function von u ist. 
Es muss aber hinzugefügt werden, dass, wenn diese Merkmale vor- 


handen sind, die Gleichung f(x, y) =0 sich doch nicht nothwendig durch 
unendlich viele ganzzahlige Werthepaare befriedigen lässt. 


Berlin, im März 1886. 
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Ein Theorem über die conjugirten Werthe einer 
rationalen Function von n Veränderlichen. 
(Von Herrn E. Netto.) 


In den Berichten der Berliner Akademie vom 3. März 1879 hat 
Herr Kronecker den Satz bewiesen, „dass es nicht Functionen von mehr als 
vier Grössen zx, 2, ..., c, giebt, für welche die sämmtlichen durch Per- 
mutationen von z, 2, ..., x, entstehenden conjugirten Functionen eine und 
dieselbe Permutation mit einander gemein haben, d.h. bei einer und der- 
selben Substitution ungeändert bleiben“. Die allgemeine Frage, zu welcher 
dieser Satz gehört, ist die: „wie wirken die Permutationen von z,, 2, ..., x, 
auf die Umstellungen der conjugirten Werthe einer rationalen Function der 
Variablen x“? Hiermit beschäftigen sich die folgenden Untersuchungen; 
sie zeigen, dass es gewisse einfache Umstellungen unter den conjugirten 
Functionen, z. B. speciell cyklische Umstellungen nicht geben kann. 


— — —Ó—MM —À —MÓ—MÓÓ— — 


Wir legen den nachfolgenden Betrachtungen die Gleichung 
1)  f(r)zzaz"—oez"706z7—-. 6-0 
zu Grunde, deren Wurzeln unbeschränkt veränderliche Grössen z,, æ, ..., 2, 
sein sollen, so dass also auch c, c, ..., c, von einander unabhängige 
Grössen werden. Bilden wir dann eine rationale Function (x, x, ..., æ,) 


der Wurzeln von (1.), so genügt diese einer Gleichung 
(2)  g(q)-— qt—d, gt dig —-- +4, = 0, 

deren Wurzeln die o conjugirten Werthe ¢,, @:, ..., 9, von q, sind. Diese 
Werthe werden erhalten, indem man auf y, alle möglichen »! Substitutionen 
der « anwendet. Ist r die Ordnung der Gruppe G von ¢,, d. h. die Anzahl 
derjenigen Substitutionen, welche +, ungeündert lassen, dann wird r.o — n! 
werden. Wir nehmen stets o — 2, # — 4 an und erreichen dadurch, dass 
keine Substitution unter den x sämmtliche conjugirten Werthe v ungeändert 
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lässt. Die Umänderungen, welche die Substitutionen der x unter den 
Qi +, 9, hervorrufen, bestehen in Vertauschungen dieser o Grössen und 
kónnen also gleichfalls als Substitutionen gedeutet werden; dann entspricht 
nach dem soeben Angegebenen jeder Substitution der z nur eine der y; 
diese bilden eine Gruppe; und umgekehrt entspricht auch jeder Substitution 
dieser Gruppe nur eine einzige der z. Die symmetrische Gruppe der = 
wollen wir durch S, die entsprechende der 9 durch = bezeichnen. Dann 
sind S und = einstufig isomorph; das isomorphe Entsprechen zweier Substi- 
tutionen werde durch das Zeichen CO angedeutet. 

Die Gruppe = hat noch eine andere Beziehung zur Gleichung (2.). 
Man erkennt nümlich sofort, dass alle und auch nur diejenigen Functionen 
VON Gi, Pas». (, rational dureh d,, d,, ..., d, darstellbar sind, welche 
unter der Einwirkung von € ihren Werth nicht verändern. Die Gruppe = 
des Grades o und der Ordnung s! ist somit als „Gruppe der Gleichung 
g(p) = 0" zu bezeichnen. 

Ihrer Bildung nach ist = transitiv. Denn es giebt stets Substitutionen 
der x, welche 9, in ein beliebiges y, umformen, so dass also in Z die 
isomorphe Substitution eine Elementenfolge 9,9, enthält. Daher ist g(g) 
im Rationalitätsbereiche [c,, c,, ..., c,] irreductibel. Nach einem bekannten 
Satze kommen folglich in = Substitutionen vor, durch die alle o Werthe 
Qu Px ..4 9, umgestellt werden, d. h. es giebt stets Substitutionen unter 
Ta Lo, se. Zu, durch welche alle conjugirten Werthe der Function «, sich 
unter einander verlauschen, und zwar giebt es deren mindestens o— 1. 

Wir wollen nun untersuchen, ob die Gattung, zu welcher g(p) = 0 
gehört, eine eigentliche oder eine uneigentliche ist, d. h. ob die Gruppe = 
primitiv oder nicht-primitiv wird. Es sei G als Untergruppe in einer um- 
fassenderen H, die von S verschieden ist, enthalten. Dann kann man aus 
den Substitutionen 


(3) 1 &, 8, ..., 5, 
von G mit Hülfe gewisser passend gewühlter Substitutionen 
ho—l, b b& ..4 4 


diejenigen von H unter der Form 
(4.) ta, sta ssl, ..., Se (o — 1, 2, ..., 7) 
darstellen. Wandelt /, die Form g, in g, um, so thun alle in (4.) ent- 


haltenen s;,£, dasselbe, und es sind dies auch die einzigen Substitutionen 
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der angegebenen Eigenschaft. Verstehen wir nun unter a, /3, y, J, é Werthe 
aus der Zahlenreihe 1, 2, ..., v, so kann eine Ueberführung von g, in 
(pg nur durch ein (5,£,) '.(s,t)) geschehen; dieses Product gehört zu H und 
kann sonach einem s,¢, gleich gesetzt werden. Eine andere conjugirte 
Function y, wird dadurch in 92,1, = Pr, umgewandelt, weil ¢;.8,4, = s,t, 
gesetzt werden kann, da beide Factoren f; und s,t, zu H gehören. Also 
wandelt jede Substitution von =, die eins der Elemente q,, ys, ..., q, in 
ein anderes derselben Reihe tiberführt, wie «, in q,, jedes andere q, in 
ein viertes y, derselben » Elemente um. Daraus folgt bekanntlich, dass 
= eine nicht-primitive Gruppe ist. Die Umkehrung dieser Schlüsse ist 
leicht durchzuführen. Man erkennt: Die Gattung von (2.) ist dann und nur 
dann eine eigentliche, und somit die Gruppe © dann und nur dann eine pri- 
milive, wenn G eine Mazimal-Untergruppe der symmetrischen Gruppe S ist. 

Bei einer nieht- primitiven Gruppe kann es ausser der identischen 
Substitution noch andere geben, welche nur die Elemente eines Systems 
der Nicht-Primitivitit unter einander vertauschen, alle anderen Elemente 
aber ungeündert lassen. Bei der Gruppe 2 verwirklicht sich diese Mög- 
liehkeit nicht. Denn wenn H dieselbe Bedeutung hat wie bisher, dann 
gehört zu dieser Gruppe die Function y, = «1--q* 4-----«7, wo die Constante 
x so gewählt werden kann, dass y, genau o, — o:» Werthe besitzt: y,, 
Yr. ... VQ. Ist nun T diejenige Gruppe unter den Elementen y, ... y,, 
welche durch die Anwendung von S hervorgerufen wird, und nehmen wir 
zunächst o, — 2 an, so sind S und T und somit auch = und T einstufig 
isomorph; in T ist die Einheit die einzige Substitution, welche y,, y, ... 
nicht ündert, folglich in die Einheit die einzige, welche keine System- 
vertauschungen hervorruft. Solche Systemvertauschungen können aber stets 
hervorgerufen werden, wenn die Substitution keine Circularsubstitution einer 
Primzahlordnung ist; somit ist gezeigt, dass für o, — 2 derartige Substitutionen 
nicht vorkommen. 

Ist ferner 9, — 2, dann werden alle Substitutionen der alternirenden 
Gruppe von z, c, ..., x, der einen Substitution 1 aus T, die übrigen un- 
geraden Substitutionen von z, ..., x, der Substitution (y,y.) aus T ent- 
sprechen. Es werden also die r.» — in! in H enthaltenen Substitutionen 
nur die Werthe q,, g., ..., gy, und ebenso die übrigen » Werthe 9,,,, 
Q,43, +++) Po, Je unter sich vertauschen. Verstehen wir jetzt unter w eine 
beliebige ungerade Substitution der x, so umfasst der Complex (4.) alle 
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Substitutionen von A und 


(5) En, situ, Sid, ... stu (a=1.2,... v) 
alle übrigen aus S. Wir fragen jetzt, ob ein s,f, aus (4.) alle Werthe 
Grit, Prony sees Px ungeündert lassen kann. Wäre dies der Fall, dann 
müsste sein 

Qus ntg 7 Paytaus 


woraus für die Substitutionen zu schliessen würe, dass 
(6)  tu(s tu t; —5,'s,t,u.u t; = 8, 


für jeden Index « —1, 2, ..., » statthaben muss. Für « — 1 müsste also sein 


7) — wu(s;t)u* = 8, 
wobei s, von der Einheit verschieden ist, da sonst s,f, — 1 wäre, was sich 
aus der Construction der 'l'abelle (4.) als unmöglich ausweist. Aus (7.) 
folgt mit Berücksichtigung von (6.) 
Lulu = ls! = s, 
(8,¢,).8,(8t,) = 8,. 
Da die Substitutionen s,¢, die Gruppe H, d. h. die alternirende Gruppe der 
az bilden, und die s, entweder G oder eine Untergruppe von G, welche 
nicht mit der Einheit identisch ist, weil sie mindestens aus s, und den 
Potenzen von s, besteht, so würde H wegen der letzten Gleichung eine aus- 
gezeichnete Untergruppe enthalten; das ist bekanntlich nicht der Fall. Also 
setzt jede Substitution, welche die Systeme nicht ündert, Elemente beider 
Systeme um. Folglich giebt es auch für o, = 2 keine Circularsubstitution, 
deren Ordnung eine Primzahl wäre. 
Endlich betrachten wir den Fall, dass = primitiv ist. Eine primitive 
Gruppe des Grades g kann nur dann eine Circularsubstitution von Prim- 


zahlordnung enthalten, wenn diese Ordnung grösser als * ist. Sobald 


aber = eine Circularsubstitution enthält, umfasst es auch, wie sich nachher 
bei einer Verallgemeinerung des vorliegenden Satzes ergeben wird, Circular- 
substitutionen von 3 oder von 5 Elementen. Nehmen wir dies, um die- 
selben Schlüsse nicht zu wiederholen, hier als erwiesen an, dann folgt, dass 


A < 5, o —— 7 ist. Wir setzen deshalb voraus, dass n — o — 7 sei; und 


dann giebt es auch bei primitiven Gruppen = keine Circularsubstitutionen 
eines Primzahlgrades. 
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Wir können also den Satz aussprechen: Die Gruppe der Gleichung 
(2.), welcher eine rationale Function von n Variabeln genügt, enthält für 
e >> n> X keine Circularsubstitution einer Primzahlordnung p; oder von einem 
anderen Gesichtspunkte aus: Es giebt unter der Voraussetzung 9 — n >> 7 
keine Substitution der x, welche nur p conjugirte Werthe einer rationalen 
Function «, unter einander cyklisch vertauscht, die übrigen Werthe aber un- 
geändert lässt; p bedeutet dabei eine Primzahl. 

Wir wollen diesen Satz dahin erweitern, dass wir zeigen, = könne 
auch keine Cireularsubstitutionen enthalten, deren Ordnung eine Primzahl- 
potenz q = p* ist. Derjenige Theil des Beweises, der sich auf <= 1 bezieht, 
ist bis auf einen Hülfssatz erledigt. Wir wollen für den Beweis zunächst p 
als von 3 verschieden annehmen. Gesetzt, es käme in Z eine cyklische Sub- 
stitution t= (9,q,...*,) vor, so entspricht derselben in S isomorph eine 
Substitution £ derselben Ordnung; dies ist nur so möglich, dass mindestens 
ein Cyklus von / die Ordnung q besitzt, während diejenigen, deren Ord- 
nung von q verschieden ist, nur Theiler von q als Ordnung haben können. 
Wir setzen 

(8) (Pi Pare. Py) CO (2; mL... Ly) (Bop 1 +06 m)--- 
und transformiren die rechte Seite durch (x,x;) und die linke durch die- 
jenige Substitution von =, welche der Transposition (z,2,) isomorph ent- 
spricht. Dadurch entsteht die Beziehung 

(9) DEE) (oim) very 
und das Product der rechten Seiten von (8.) und (9.) liefert (z,2;2,), also 
eine Substitution der dritten Ordnung. Links müssen wir folglich bei der 
Productbildung gleichfalls eine Substitution dritter Ordnung erhalten, und 
da q nicht durch 3 theilbar ist, so haben die linken Seiten von (8.) und 
(9.) mindestens ein Element gemeinsam und ihr Product hat also höchstens 
2g—1 Elemente ". Wir transformiren dieses Product 


(10.) (Pa Pu, Pa.) (95, Ps, Ps). (ND (2,23%) 
durch die verschiedenen Potenzen von (8.); dann entstehen rechts die Sub- 


*) Eine genauere Untersuchung zeigt, dass zwei Circularsubstitutionen der Ordnung 
—_ [2mk—(m—1)u} 


Elemente enthalten, wenn # die kleinste positive Zahl ist, welche die Klammer durch 
m--1 theilbar macht. 





k, deren Product von der Ordnung m wird, zusammen höchstens 
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stitutionen (2,232,), (2,2425), - - ., (,7,2,), deren Gesammtheit die alternirende 
Gruppe A der g Elemente z,, z,, ..., æ, erzeugt. Links entstehen durch 
entsprechende Bildung Substitutionen von höchstens 2g —1 Elementen, welche 
eine zu A isomorphe Gruppe A constituiren. Ist nun zunächst q — 7, so 
hat jede zu A isomorphe Gruppe, welche mehr als q Elemente umfasst, deren 
mindestens 2g. Es muss also q auch die Anzahl der in A eintretenden g 
werden. Dann sind aber A und A einander ähnlich, und A und Z enthalten 
Substitutionen (91, 9,); dadurch ist zugleich der oben gebrauchte Hülfssatz 
bewiesen und die hier gemachte Annahme widerlegt. Ist q < 7, so bleibt 
der Fall g = 2? zu erledigen übrig, und da # — 4 angenommen wurde, so 
bleiben die Möglichkeiten, dass die rechte Seite von (8.) eine der Formen 


(m,7,2,2,),  (z,05mT,0,)(T505)..., (22,25 0,) (75362; ER) 
annehme. Wenn man dann bezw. durch (2,2), (,2,25:2,25), (x, 2;2,) trans- 


formirt, und die so an Stelle von (9.) erhaltene Gleichung mit der für (8.) 

erhaltenen durch Multiplication verbindet, dann entsteht rechts bezw. 
(m,2,0,), (z0,250,2,), (nrmræ), 

also jedesmal eine Circularsubstitution von höchstens 5 Elementen. Hierauf 

lassen sich dann die obigen Schlüsse mit demselben Erfolge anwenden. 

Wenn endlich g = 3* (x — 1) ist, dann wählt man zur Transfor- 
mation die Substitution (2,2;)(z;x,), behandelt (8.) und (9.) wie bereits an- 
gegeben ist, und erhält rechts (2,2;2,2,2,); es gilt also auch hier der- 
selbe Satz. 

Somit ist allgemein bewiesen: Die Gruppe der Gleichung (2.), welcher 
eine rationale Function von n Variabeln genügt, enthält für 9 — n — € keine 
Circularsubstitution, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl wäre; oder von 
einem anderen Gesichtspunkte aus: Es giebt unter der Voraussetzung oe —n — 1 
keine Substitution der x, welche eine cyklische Vertauschung von conjugirlen 
Werthen einer rationalen Function hervorriefe, deren Anzahl gleich der Potens 
einer Primzahl ist, während die übrigen conjugirten Werthe ungeändert bleiben. 


Berlin, 1886. 
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Ueber die Bewegung dreier Punkte in einer 
Geraden *). 
(Von Herrn F. Rudio in Zürich.) 


Am Schlusse seiner grossen Abhandlung ‘über den letzten Multi- 
plicator untersucht Jacobi die Bewegung dreier Punkte in einer Geraden, 
welche sich nach dem  Nettosschen Gesetze anziehen. Dieses Problem 
war bereits von Ewler behandelt worden, der von den erforderlichen sechs 
Integrationen vier ausgeführt hatte. Unter der Annahme, dass noch ein 
fünftes Integral bekannt sei, zeigt Jacobi, wie man mit Hülfe seines Prin- 
cipes das sechste und letzte finden könne. Er fügt hinzu, dass man zu 
ganz analogen Formeln gelangen würde, wenn. man. annühme, dass die 
drei Punkte sich nieht nach dem Newfonschen Gesetze, sondern umgekehrt 
proportional der „ten Potenz der Entfernung anzógen. Nur für den Fall 
s — 3 liesse sich das Problem in einfacher Weise lösen. Der Grund für 
dieses eigenthümliche Verhalten der dritten Potenz ergiebt sich aus Be- 
trachtungen, die Jacobi in seinen Vorlesungen über Dynamik angestellt hat 
und welche sich folgendermassen zusammenfassen lassen: 

Hat man es mit einem freien Systeme zu thun und ist die Krüfte- 
function U desselben eine homogene Function der Coordinaten von der 
Dimension k = —2, so lassen sich den durch die drei Principien der 
Mechanik gelieferten Integralen noch zwei weitere hinzufügen. | 

Sei nämlich U eine homogene Function von der Dimension k, so ist: 
QU QU 
a +3 X) = kU. 


Da nun das System ein freies sein soll, so können wir in der Gleichung 


*) Die vorliegende Arbeit hatte ich im Frühjahr 1881 in meinem Gesuche um die 
venia legendi am Eidgenössischen Polytechnicum meiner Habilitationsschrift beigelegt. 
Zur Mittheilung derselben veranlasst mich die kürzlich von Herrn Wangerin veröffent- 
lichte posthume Abhandlung Jacobis über denselben Gegenstand. (Ges. Werke, Bd. IV.) 
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ax; d’y; d?s; oU QU 
zu + Th dye A ds] = ml = 00, + ac dy +5, ud, 


in welche sich las d Alembertsche Princip für den Fall einer Kriftefunction 
schreiben lässt, setzen: 
da, = 2,0, dOy,=y,0, 03; = 3,0, 
wo w eine unendlich kleine Grésse bezeichnet, und erhalten 
Zm, le, 72 di by; au +3; x = kU. 
Addiren wir hierzu die Gleichung, welche den Satz von der lebendigen 
Kraft ausdrückt, nämlich 


zo = 2t 


wo h eine willkürliche Constante ist, so kommt 

d'y, dy; d’z; ds; 

zm; i dh a HG i) +o ar + Car )+3 tl )} = (+2) U+ 2h 
oder 
15m, - d'(z?- pa Tw) = (k--2) U--2h. 

Setzt man nun azj;--yi-c-5; = r;, so hat man 

d'Em: ir? 

| ge 
(Jacobi Dyn. pag. 22 u. flg.). 


Ist jetzt k = —2, 80 können wir diese Gieichung integriren und 
erhalten 


= (2k+4)U+4h 


mir; = 2h+ht-+h”. 
Der Fall, den dieser Satz berücksichtigt, trifft nun gerade bei dem vor- 
liegenden Probleme ein, sodass wir damit im Voraus die Gewissheit seiner 
Lösbarkeit haben. 

Bezeichnen wir die Abscissen der drei in der z-Axe gelegenen Punkte 
mit zr, x,, &;, ihre Massen mit m, m, m; und fassen die nach der positiven 
Richtung der z-Axe wirkenden Kräfte als positiv, die nach der entgegen- 
gesetzten Richtung wirkenden als negativ auf, so sind die Differentialglei- 
chungen der Bewegung die folgenden: 


daz, — m, + Mm; 
di —— (x, —x, ) (r, —z,) ! 
dr, — m, m, 
d' ^. (z, Tay T (z, r,—z,)*’ 
d'r, — m m, 


d Ga) Ga) 
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Aus dem Princip von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes er- 


2M . c, MT, +m,2,+m,z, . 
giebt sich nun, dass der Schwerpunkt § = mm — mit constanter 


Geschwindigkeit auf der z-Axe sich bewegt. Wir führen jetzt die relative 
Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt ein, indem wir setzen 

r,— $m, m=Ëta, meiste. 
Hierbei ist § = at+a', wo a und a’ willkürliche Constanten sind, und es ge- 
nügen z;, z;, 2; denselben Differentialgleichungen wie z,, æ,, æ;. Als- 
dann ist 


e mr timer t+mz, = 0. 


Vermöge des Schwerpunktsprincips können wir daher die drei Variabeln 
Ti, ©, v, auf zwei reduciren. 


Der Symmetrie wegen setzte nun Euler 
= auto, %=a,u+f,0, = ou (),v. 


Die sechs Grössen e,, &, «3, /2,, (3, f), sind willkürliche Constanten, die 
zunächst wegen des Schwerpunktsprincips den Gleichungen 


ma +ma.+mo, = 0, 
fi, (3, + m;(2, 4- m; 9 0 


geniigen miissen. Man kann daher noch festsetzen, dass 


ma+ mo mo; = 1, 
mi m) mi = 1, 
m, 0 (3,-+ m,0,/2,-m40,0, = 0 u 
sei. Multiplicirt man nun die drei Differentialgleichungen, welchen z;, x, 2; 


genügen, das eine Mal mit m,a,, m,c,, m;a,, das andere Mal mit m,/3,, 
m/f, m;/3; und addirt, so kommt 


du _ m,m,(a., -- a, ) m,m,(«,—«,) EN m mm,(a, —o,) wr, ) 
di’ — ((a, — a, uu +(8, — B,)o)' FT —e,)u+(8,—8,})" ' ((e,— a ua (B, — A, )e)" ? 
do — m,m,(8, — B,) ‚m (B,— B.) m,(8, — ß,) 


dt* ((@,—a,)u+(&,—A,)0) * ‘((e, — vat (S A + (@, a+ (B, - — f, Jo)” | 
Setzt man zur Abkürzung 


0-0, = 0, 06-0, =40, 0,—05,-— 4035 


—ß; = b;, P3— p, = b,, 8,—P, = b;, 
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so erhält man 


du _ _ Mmma mm, __ m ma, | 
d? ^. (au+bo) (au+b,o) (a,u+b,v) ? 
d mms mmb, —^ommb, 
d! ^ (au+bo)  (a,u4-b,?)  (a,u--b,e)'' 


Das ner von der Erhaltung der Kraft liefert hieraus 


=) «G re) = uber + (ain. we, ot Ga. ub, Boy th 
(Vgl. die citirte Abhandlung Jacobis.) 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist, abgesehen von der Constanten 
h, die Kräftefunction des Problems. Sie ist homogen und von der Dimension 
k = —2, sodass wir den oben abgeleiteten Satz anwenden können. Derselbe 
führt zu der Gleichung 
ue? = hi’+2ht+h”, 
wo h und A” zwei willkürliche Constanten sind. 
Setzt man jetzt 
u=rcosy, e-—rsing, 
so ist also 
r = YhE+2ht+h". 
Multiplicirt man ferner die beiden Differentialgleichungen für « und e das 


eine Mal mit cosq resp. sing und addirt, das andere Mal mit sing resp. 
cos und subtrahirt, so erhält man 


Aero cde 


wobei zur Abkürzung gesetzt ist 
db LL m, m, m,m, 


oo o Planta 4 pO (T RS 
— (a, cong +6, sing) (a, cosp +b, sing)! F (a,cosp+6, sing)’ ' 


Führt man aber jetzt r^ =,hf°+ 2h't+h" ein, so erkennt man, dass die zweite 
der beiden Differentialgleichungen aus der ersten durch Differentiation nach 
t hervorgeht. Wir haben also nur noch eine Differentialgleichung zwischen 
q und /, und zwar erhalten wir, nachdem r durch / ausgedrückt ist: 


" 12 2 ! " dp 7 _ 
hh" —h? — (AP +2h't+h'V(P) = —9, 
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oder 
te 
ht + 281 h" (0 yhh'"—h? SE ? 
also 
° di ' dp 
Tn ucc = van m 3. 
Sr / Vhh'' —A'*-- db u 


Die Constante h muss positiv sein, weil Af’+2h't+h" mit wachsendem ft 
positiv, nämlich gleich r’ bleibt. Das Integral auf der linken Seite ist daher 


ih lg (het h' + VRVRÉ + OR t4 h”). 

Verfolgen wir jetzt die gemachten Substitutionen rückwärts, so erhalten 
wir für die Bewegung der drei Punkte z,, z,, x; folgende Gleichungen 

a, = VAP +4+2h't+h" (o,cosp+f,sing)+al+e’, 

2, = VhP+2h't+h" (a,cose+,sing)+at+a’, 

2, = VhELINTS b (aycosq- f,sing)--et4 e. 
Hierin sind die Constanten 

Ou On y Br Bry Pr 
den oben aufgestellten Bedingungen unterworfen, und die Grösse @ hängt 
in der angegebenen Weise. mit der Zeit # zusammen. Die sechs Integrations- 
constanten 
a’, p, kh, h, h 
sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen. 
Zürich, October 1886. 


a, 
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Zahlentheoretische Bemerkung. 


(Von Herrn Ernst Schering in Göttingen.) 
(Auszug aus einem Briefe an Herrn Kronecker vom 14. Mai 1863.) 


T Von Ihrem gtitigen Anerbieten, die Klassenanzahl der Deter- 
minanten, auf welche sich die Abzühlung in Art. 308 der Disquiss. Ar. 
(Gauss Werke Band I, Seite 367) bezieht, mit den Ihrigen vergleichen zu 
wollen, mache ich sogleich Gebrauch, indem ich Ihnen diese Determinanten, 
so weit sie sich aus Gauss’ Tafel ergeben, vorlege. 

Diese Tafel der Anzahl der Klassen ist doch von geringerem Um- 
fange, ala mein Gedüchtniss angab. Sie erstreckt sich nur über die neun- 
undvierzig Hunderte, nämlich das 1. bis 30., 43., 51., 61. bis 63., 91. bis 
100., 117. bis 120. Hundert negativer Determinanten. Jedes Hundert ist so 
geordnet wie das 100ste, das ich in genauer Abschrift hier einlege. Die 
Bedeutung der einzelnen Zahlen findet sich nicht aufgezeichnet und ist auch 
ebenso schnell zu errathen, wie aus einer Beschreibung zu entnehmen. Die 
Angabe der irregulüren Determinanten habe ich nicht ganz vollstindig ge- 
funden, z. B. fehlt der Index irregul. (*3*) bei der Determinànte — 972, für 
welche die beiden Formen (7, 1, 139) und (13, 4, 76) ein vollständiges System 
von Fundamentalklassen reprüsentiren, deren Periodenzahlen bezüglich 6 und 
3 sind. Es beruht dies auch nicht auf einem Schreibfehler in der Angabe 
—974 (*3*); denn hierfür geben die Formen (3, 1,315) und (15, 1, 65) ein 
vollständiges System von Fundamentalklassen resp. mit den Periodenzahlen 
12 und 3. 

Sie interessirten Sich für die Art, wie ich die Ancepsklassen bei der 
Untersuchung über die Darstellung der Primzahlen durch quadratische For- 
men behandelt habe. Mit Anwendung des Satzes, 

dass bei einem vollständigen System von (eigentlich primitiven) 
Fundamentalklassen die Periodenzahlen derjenigen Fundamental- 
klassen, die dem Hauptgenus angehören, ungerade sind, 

57* 
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ergab sich mir, dass für die in Dirichlets Sinne (Monatsberichte 1840, März 5) 
gebrauchten L, die Summe XlogL, erstreckt über alle die L,, welche den 
von der Hauptklasse verschiedenen 2?-' Ancepsklassen entsprechen, bis auf 
eine selbst für o — 0 endlich bleibende Grösse, durch 
aa p 3E pa 

dargestellt werden kann, worin für f alle durch Formen der bestimmten 
Determinante darstellbaren Primzahlen, f, aber nur die durch Formen des 
Hauptgenus darstellbaren zu setzen sind. Hiermit ist das Problem auf die 
Reihen zurückgeführt, die Dirichlet in. seinen Untersuchungen über die arith- 
metische Progression behandelt hat. ... | 
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Ueber den arithmetischen Begriff der Aequivalenz 
und über die endlichen Gruppen linearer ganz- 
zahliger Substitutionen. 


(Von Herrn Hermann Minkowski in Königsberg i. Pr.) 


Herr. Kronecker stellt in § 24 (S. 107) seiner Festschrift zu Herrn 
Kummers Doctor- Jubiläum *) an eine rationelle Fassung des arithmetischen 
Begriffs der Aequivalenz von Formen die Forderungen, dass auf Grund 
einer solchen die verschiedenen Formenklassen gleich dicht werden, und 
die Anzahl der Klassen möglichst klein ausfalle, und entwickelt in $$ 1 und 2 
der Abhandlung: Ueber bilineare Formen mit vier Variabeln **), wie diesen 
Forderungen für definite quadratische Formen mit zwei Variabeln genügt 
werden kann. Dabei erscheint der Umstand von wesentlicher Bedeutung, 
dass diese Formen, abgesehen von der identischen und der negativen iden- 
tischen Transformation, keine eigentlichen Transformationen in sich zulassen 
können, welche modulo 2 der identischen Transformation congruent sind. 

Im Folgenden will ich zeigen, in welcher Weise die Kroneckerschen 
Forderungen für alle diejenigen homogenen ganzen Formen irgend einer 
Variabelnzahl zu erfüllen sind, welche nur eine endliche Zahl von linearen 
ganzzahligen Transformationen in sich zulassen, also beispielsweise für alle 
wesentlich positiven (oder wesentlich negativen) quadratischen Formen von 
nicht verschwindender Determinante. 


§ 1. 
Es giebt keine homogene lineare ganze ganzzahlige Substitution mit 
n Variabeln von einer endlichen Ordnung, welche modulo 4 der identischen 
Substitution congruent wre, diese selbst ausgenommen. 


*) Dieses Journal, Bd. 92. 
**) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1883. 
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Denn es sei 
(A.) T, = Gui GrYots+ Ann Yn (A==1, 2, ... w) 


eine solehe Substitution, es mógen also die Congruenzen gelten: 
8G, :.1, 04-20 (mod. 4) (h =), 


Damit A eine endliche Ordnung besitze, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass die Elementartheiler der mit einem Parameter r gebildeten 
charakteristischen Determinante 


(4) (-Dr.jau—rdi| (sci nu a à 
nur für Wurzeln der Einheit verschwinden und sümmtlich linear seien *). 
Bedeutet f,(r), für irgend eine: ganze Zahl v > 1, diejenige irreduc- 
tible ganze Function q(»)*? Grades, welche für die primitiven »ten Ein- 
heitswurzeln Null wird, und deren hóchster Coefficient gleich 1 ist, so 
wird also die Determinante . jedenfalls einen Ausdruck erhalten 
1) D, (nf,.(r)..f,, (r) (m 2*0 y > 10, 
wo die ganzen Zahlen m, » der Bedingung genügen werden 
(2) n-mte(v)dtqo(v) (9) = mts. 
Man setze nun für r irgend eine ganze Zahl 
c == l4 (mod. 8) 
ein. Dann muss die Determinante 4 durch 2°” aufgehen, weil jeder ihrer 
Coefficienten durch 4 theilbar wird. 
Untersuchen wir die höchste Potenz von 2, welche in (1.) erscheint. 
Geht in einer Zahl v die Potenz 2*, aber nicht mehr 2**' auf, so folgt 
ce’ c"-— 142" (mod. 2**); 
also wird c' — 1 genau die Potenz 2**^ aus 4» enthalten. Nun hat ein f,(r) 
bekanntlich den Ausdruck . 


(NF NE 1). 
NEN 1) 


wenn a, f, y, ... die verschiedenen Primzahlen aus » vorstellen; also 
enthält f,(c) dieselbe Potenz von 2 wie 


y v 
4v.4 af ay 


/'*) Hermite, dieses Journal, Bd. 47, S. 312; C. Jordan, dieses Journal, Bd. 84, S. 112. 
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Die letztere Zahl ist gleich 1, wenn die Zahl » sich aus mehreren 
verschiedenen Primzahlen zusammensetzt, dagegen, wenn » Potenz einer 
einzigen Primzahl ist,’ gleich dieser Primzahl, also entweder ungerade oder 
gleich 2. Irgend ein f,(c) ist also höchstens dureh 2, das ganze Product 
.(L) für r— c also höchstens durch die Potenz 2°”*? theilbar, die wegen 
(2.) stets < 2” ausfällt, ausser im Falle m — », wo dann überhaupt kein 
Factor f,(r) in 4 auftritt. 

Demnach verschwinden die Elementartheiler von 7 nur für r — 1, 
und da sie sümmtlich linear sein sollen, so müssen in Z für r — 1 selbst 
die Coefficienten verschwinden, d. h. A ist die identische Substitution, 
w. Z. b. w. 

Ein Quotient aus zwei verschiedenen, modulo 4 congruenten ganz- 
zahligen Substitutionen von endlicher Ordnung ist eine ganzzahlige Sub- 
stitution von unendlicher Ordnung. 


. $ 2. 

Zwei ganzzahlige Substitutionen A und SAS sollen im Folgenden 
nur dann als ähnlich bezeichnet werden, wenn die transformirende Substitution 
S ganzzshlig und von einer Determinante +1 ist. 

Ist A modulo 2 der identischen Substitution congruent, so gilt das- 
selbe von jeder ühnlichen Substitution. 

Hat für eine Substitution A die charakteristische Determinante 4 einen 
Ausdruck | 
(r—-iy(rr1yr, 
dann giebt es ühnliche Substitutionen, in welchen: 


Gà —Ü0 u<n, a,—1loeze, a„=-lu>m, 


Denn ist A nicht selbst eine solche Substitution, so sei in A v der 
kleinste Werth von h, für welchen diese Gleichungen nicht mehr statthaben. 
Dann bildet die Determinante 

Ir? — a, | k= ee) 
einen Divisor von 4 und verschwindet, wenn » — m, noch für r=«=1, 
"wenn v — m, für r=e=—1. Man kann daher n—v+1 ganze Zahlen 
8,, ... 8, Ohne gemeinsamen Theiler bestimmen, so dass 


€8, = 2,043 (^, k=y,... n) 
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wird, und ferner eine Substitution S mit einer Determinante +1, in welcher man 
T,— 9, ^-», z=sYy, (modd.y,,,,...9.) ez» 


hat. Dann finden sich in der Substitution S"'AS die obigen Gleichungen 
auch für h = » erfüllt, und es ist evident, wie man weiter zu schliessen hat. 


$ 3. 
Es giebt, ausser den Substilutionen, welche einer Substitution 
Ti = 6a, &= +1, —] (^ — 1, 2, H n) 
ähnlich sind, keine ganzzahlige Substitution von einer endlichen Ordnung, welche 
modulo 2 der identischen Substitution congruent wäre. 
Denn es bedeute A eine solche Substitution, es sei also 
ay — 1, G,4,--0 (mod.2) . (^ > E). 
Dann ist A.A, wie man sich leicht überzeugt, der identischen Sub- 
stitution modulo 4 congruent, muss also, nach $ 1, mit dieser übereinstimmen. 
Die Elementartheiler der charakteristischen Determinante von A .kónnen 


daher nur für r — 1 oder r — —1 verschwinden, und diese Determinante hat 
einen Ausdruck . 


(r — 1)" (r+1)""". . 
Nach $ 2 kann man daher eine Substitution A* bestimmen, welche 

A ähnlich ist und in welcher 

a= 0 u<H, a =lusm, af = —1 o> 
ist. Damit die Elementartheiler von A* linear ausfallen, muss noch 

| d — 0 "m5, a = 0 u>ı>m 

sein, so dass man in A* hat: 

T, 4, GS), LT, = X2pug.— Yr (h > m, k=1,... m), 


Dann findet man A* = P^'9(P, wenn P die Substitution 


LT, = y, (A=), Ti = — £Xpaykt y. (h > m, k— d... m) 
und 9( die Substitution 
T, = y, (A=1, ... m), r, = — t, (A = m4, ... 5) 


bedeutet, womit unser Satz bewiesen ist. 

Ist 0 — m — n, 80 zerlegt sich jede quadratische Form, welche durch 
9( in sich selbst transformirt wird, in fı+ fi, wo f, nur von x, ... x, und 
f; nur von x,,,,, ... æ, abhängt. 
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Um zu erkennen, inwieweit die gefundene Darstellung von A will- 
kürlich bleibt, untersuchen wir eine Gleichung: 


S^9Q4S-9L |S|—-l. 
® 
Man denke sich S und & als bilineare Formen mit zwei Reihen von 


n Variabeln, theile jede Reihe in m und n—m Variabeln ein, und zerlege 
entsprechend S in vier Theile und X in W,—®,, dann ergiebt sich 


(Sy, - S47 $,,4- S4) (91, — 9) = (31, — 9L) (Suit St S4 S), 
Su—Su4 S4 — 922 = Suc S,,—$84— $4, | 
algo 
S,=0, S,=0 und S=S,,4Sp, [S] = +1, |S22| = +1. 


§ 4. 

Es bedeute wieder A eine, modulo 2 der identischen congruente Sub- 
stitution, und es werde gesetzt: a, — 6, (mod. 4), «,=+1. Dann sind in 
e A, wenn « die Substitution 

xr, = EY, (A= 1, 2,... ») 
vorstellt, alle ungeraden Coefficienten = 1 (mod. 4). Hat ferner Letzteres 
für irgend zwei Substitutionen statt, welche modulo 2 der identischen Sub- 
stitution congruent sind, 80 findet es sich auch im Producte derselben erfüllt. 

Jede ganssahlige Substitution 

(A) x, = Zany, (4, k= 1, 2... 9) 


eon einer Determinante 1, welche den Congrüenzen 
ay == 1 (mod. 4), a, ==0 (mod. 2) (& ze i) 
genügt, lässt sich als Product eon lauter Substitutionen Si von der Form: 


T,—93n»- » f£, 4 = gia T, = ga 2gi, Sr = jen oy Tn = Yn Q zb 
darstellen. 
Man kann beim Beweise dieses Satzes sich einer Methode bedienen, 
ühnlich derjenigen, welche Herr Kronecker für die Zerlegung beliebiger 
ganzzahliger Substitutionen in elementare aufgestellt hat *). 


*) Monatsberiehte der Berliner Akademie, 1866, S. 608 u. flgde., oder dieses 
Journal, Bd. 68, S. 202 u. flgde. 
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Man hat zu zeigen, dass A durch wiederholtes Zusammensetzen mit 
Substitutionen Si! auf die identische Substitution reducirt werden kann. Sei 
in A z, die erste Variable, welche nicht einfach in y, übergehe, dann er- 
giebt Jie Determinante von A: | 


," 


1 = 0 (modd. Bins On, - ee Bin); 


also a,,= 1, sobald alle Zahlen a, 4,1, ... a,, verschwinden. . 

Sei aber noch eine dieser Zahlen, z. B. a, (h — #), von Null ver- 
schieden, und bedeute + 1 die positive oder negative Einheit, je nachdem 
a, und a, gleiches oder verschiedenes Zeichen haben. Der absolute Werth 
der ungeraden Zahl a,, ist verschieden von dem absoluten Werthe der ge- 
raden Zahl a,,; ist er kleiner als letzterer, so finden sich die Zahlen Gy 
und a, in ASj' durch a,,, a,7T20a,, ist er grösser, in ASj' durch 
Gy + 20%, Gy, also jedesmal durch zwei Zahlen ersetzt, von denen eine un- 

verändert, die andere dem absoluten Werthe nach kleiner ist. So können 
Guns Bari) ce Gm Allmählich auf 1, 0, ... 0 reducirt werden. u 

Ist alsdann eine der Zahlen d, Tv etwa. dx (h >k), von 
Null verschieden und +1 ihr Vorzeichen, 80 erscheint diese Zahl in AS#! 
durch a,,3 2 ersetzt, also, absolut genommen, verkleinert. Alle diese Zahlen 
können daher zum Verschwinden gebracht werden. m 

In der auf solche Weise redueirten Substitution erfährt auch die Ate 
Variable keine Aenderung, und damit ist, unter Zuhülfenahme eines Schlusses. 
von h auf f hl unser Satz verificirt. 


§ 5. 

1. Es sei @ irgend eine endliche Gruppe von homogenen linearen 
ganzen: ganzzahligen Substitutionen mit # Variabeln. In derselben bilden 
diejenigen Substitutionen, welche modulo 2 der identischen Substitution 
congruent sind, eine ausgezeichnete Untergruppe, welche (S heissen möge. 

Die Ordnung con © ist eine Potenz 2", O<n<n. Die Gruppe G 
ist ähnlich einer Untergruppe der Gruppe der 2" Substitutionen 

(3) x, = ty, m (^ — 1, 2. n), 

Eine jede Substitution € von & genügt nämlich nach $ 3 der Glei- 


chung ES — ($, wenn € die identische Substitution bedeutet. 
“ Findet man nun in G ausser € (und eventuell —@). noch -eine Substi- 
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tution X, so kann man, nach § 3, & derart transformirt voraussetzen, dass 
UA einen Ausdruck hat 


X, =Yı (A=1, ... m), Ty, = — 9. (A= m+1, ... 9), 


Erscheint dann in @ ausser der Gruppe {€,(—©), A} noch ein 8, 
so ist auch BU.BA = E, also B'AB=—A. Nach $3 muss daher B sich 
in 9,+%9, zerlegen, wo 39, und 3B, Substitutionen mit m und n— m Variabeln 
sind. Dieselben sind ebenso wie 33 von einer endlichen Ordnung und modulo 2 
von der Ordnung Eins, können daher, nach § 3, durch Transformation mit 
Substitutionen S, und S, von einer Determinante +1 in einen, 3 ähnlichen 
Typus übergeführt werden. Durch Transformation mit S,+S, erlangt dann 
auch 8 den Typus 3, während X sowie © ungeündert bleiben. 

Enthält jetzt & ausser der Gruppe |€, (— &), A,B] noch ein ©, 80 
ist CAC = A, $7336 = B u. s. w. Sollte endlich G, auf irgend eine Weise 
transformirt, alle Substitutionen 3 enthalten, so würden damit sicher die Sub- 
stitutionen von © erschöpft sein. Denn ein jedes & müsste dann, wegen 
S’IS=N, sich auf alle möglichen Arten in ©,+ €; zerlegen lassen. 

Die Substitutionen von G vertheilen sich in Reihen G, AG. ... von 
je 2" Substitutionen, welche unter einander modulo 2 congruent sind. 

Die Gruppe G ist 2"-stufig isomorph zur Gruppe G, der Reste ihrer 
Substitulionen nach dem Modul 2. Letztere Gruppe bildet offenbar eine Unter- 
gruppe der Gruppe sämmtlicher incongruenter Substitutionenreste modulo 2 
von einer Determinante == 1 (mod.2); ihre Ordnung ist daher ein Divisor 
der Ordnung dieser Gruppe, d.i. der Zahl: 

N = (2*-1)(2*—2)...(27—2"7». 
Also: 

Die Ordnung jeder endlichen Gruppe von homogenen linearen ganzen 
ganzzahligen Substitutionen mit n Variabeln ist ein Divisor der Zahl 2"N. 

Ein eingehenderes Studium der endlichen Gruppen ganzzahliger Sub- 
stitutionen, welches ich mir für einen folgenden Aufsatz vorbehalte, führt 
zu fundamentalen Beziehungen zwischen der Theorie der aus Wurzeln der 
Einheit gebildeten complexen Zahlen und der Theorie der Reduction der. 
wesentlich positiven quadratischen Formen. 

2. Sei jetzt f eine homogene ganze Form mit n Variabeln, welche 
nur eine, endliche Anzahl von linearen ganzzahligen Transformationen in 
sich zulasse; und sei ¢(f) diese Anzahl. 

08* 
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Die £(f) Transformationen werden eine: endliche Gruppe bilden; also 
ist £(f) ein Divisor von 2"N, also t(f) << 2"N. Sie sind sämmtlich von einer 
Determinante +1; man findet unter ihnen ausser der identischen Transfor- 
mation keine, welche der identischen modulo 4 congruent würe, dagegen 
noch irgend 2'—1 Transformationen Os ns Zn), welche der identischen 
modulo 2 congruent sind. | | 

- Die letzteren -Transformationen können im Falle s = 2 nur gein: 
1". wenn f vôh 'gerader Dimension ist, die negative identische Transfor- 
mation, 2°. Transformationen, welche der Transformation 


Ti = Yu Li —= —Y) 


ähnlich, also von einer Determinante —1 sind. 


§ 6. 
Es bedeute allgemein | 
S, eine (homogene lineare ganze) ganzzahlige Substitution von einer 
Determinante +1, Ä 
S, eine ebensolche Substitution von einer Determinante 1,. 
S, eine ebensolche. Substitution von einer Determinante 1, welche 
modulo 2 der identischen Substitution congruent ist, 


S,, wenn 2 = 2 ist, eine Substitution S, = " P), in welcher ent- 


weder | | 
e-1=ß=y=d-1=0 (mod. 4), 
oder | 
g+d ——2 (mod. 8) 

und dabei nieht - 

a+1=f#f—y=0+1=0 (mod.4). 
ist, | | 
. wenn # > 2 ist, eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante 
1, welche der identischen Substitution modulo 4 congruent ist. 

Die S,, die S,, die S,, alle S, bilden Gruppen. Von diesen vier 
Gruppen ist jede folgende eine ausgezeichnete Untergruppe jeder vorher- 
gehenden. Im Falle # = 2 entsteht die Gruppe der S, aus der Gruppe 
der S, dureh Hinzunahme der Substitution . 
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X= Yı, Li = —Y2 


Zwei binäre Formen gerader Dimension, welche durch ein S, in einander 
übergehen, lassen sich daher auch durch ein S, in einander überführen. 

Zwei homogene ganze Formen heissen dquiealent, wenn sie durch 
ein S,, eigentlich dquivalent, wenn. sie durch ein S, in einander transformirt 
werden können. | | 

Zwei Formen sollen vodständig ”) äquivalent heissen, wenn sie durch 
ein S, in einander transformirt werden können. | 

Wir wollen uns auf Formen beschränken, welche nur eine endliche 
Anzahl von linearen ganzzahligen Transformationen in sich zulassen. Jede 
solche Form ist sich selbst nur vermittelst der identischen Transformation 
vollständig äquivalent. Daher enthält eine Klasse vollständig äquivalenter 
Formen ebensoviel verschiedene Formen, als verschiedene Substitutionen 
S, existiren, Der Begriff der vollständigen Aequivalenz führt also, der 
Kroneckerschen Forderung entsprechend, zu einer für alle Klassen constanten, 
nur von der Variabelnzahl » ahhängenden Dichtigkeit. | 

Geht eine Form f durch £(f) Transformationen in sich selbst über, 
so wird die Klasse der mit f üquivalenten Formen, je nachdem s — 2 oder 


2’N 2"N 

tf «p 
ander vollständig äquivalenten Formen auflösen. N bedeutet hier die Zahl 
aus $ 5. Da {(f) stets in 2"N aufgeht, so werden in den Fällen n > 3 
die Klassenanzahlen den Factor 2"^^ enthalten. 

Auf Grund der Untersuchungen von Herrn Camille Jordan über die 
Zusammensetzung der linearen Gruppe (Traité des Substitutions, 127—140) 
lässt sich ferner nachweisen, dass man nicht durch eine, von der hier gegebenen 
abweichende Fassung des Begriffs der vollständigen Aequivalenz zu kleineren 
Klassenanzahlen, d. i. zu einer grösseren constanten Dichtigkeit in den Klassen 
gelangen kann, wenn man nur Folgendes voraussetzt: Die Gesammtheit der 
Substitutionen, welche vollständige Aequivalenz hervorrufen, soll eine aus- 
gezeichnete Untergruppe: der Gruppe derjenigen Substitutionen sein, welche 
Aequivalenz hervorrufen; oder (was dasselbe ist): Zwei vollständig äqui- 
valente Formen sollen, irgend einer Aequivalenz-erzeugenden Transformation 
zu gleicher Zeit unterworfen, vollständig äquivalent bleiben. 


>2 ist, sich in , oder in verschiedene Klassen von unter ein- 


*) Kronecker, Leber bilineare Formen mit vier Variabeln, S. 9. 
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Wollte man indess von dieser Voraussetzung absehen, so könnte 
man in den Füllen » — 3 dem Begriffe der vollständigen Aequivalenz 
z. B. die Gruppe derjenigen Substitutionen von der Determinante 1 zu 
Grunde legen, in. welchen | 

ay — 1 (mod. 4) a, =0 (mod. 4) u<n, au=0 (mod. 2) a>» 
ist; dann würden sich Klassen von einem 2 * -mal so grossen Formen- 
inhalte ergeben. | 


 Künigsberg i. Pr., 1886. 
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Ueber eine Formel des Herrn Hermite. 
(Von Herrn E. Busche in Bergedorf bei Hamburg.) 


Die Anzahl S aller Theiler der Zahlen 1, 2, ... s ist, wie Herr 
Hermite im 2. Bande der Acta Mathematica, S. 299 gezeigt hat, 
[Ya] 
s= 22 [zl 
Der Beweis dieser Formel beruht anf dem einfachen Gedanken, dass 


a) [2]-F]=1 oder =0 


z 





ist, je nachdem z ein Theiler von n ist, oder nicht. Von diesem Gedanken 
will ich einige weitere Anwendungen machen. Dabei bezeichne ich, wie 
es gewöhnlich geschieht, die durch die Beziehungen m =y<m+1 be- 
stimmte ganze Zahl dureh m=([y]; ist dagegen m — y — m+1, so setze 
ich m — [y]. Ferner mögen 9,, 9; = P zwei complementäre Theiler von 
m bedeuten, (x) sei eine mit x beständig stetig wachsende Function, die 
für <> 0 positiv ist, f sei eine beliebige Function. Dann ist nach (1) 





z=1 


El], 2) — TE [SE ,æ) = = È if (9., 0,)— f(9,—1 0.) 
AT -— 9,- [emm)p, 
EEE 2) = 2 iris oco rats 00 
OT Vac "- " 
(2.) TER KL] j-"" (2 3- = Omen On) — (On — 9,44) 
UT VM = VM » 
EME) 23-7 a (hs = gren = ro 2 
a ES Im (gt)? 7 
AL] z)- z— m f(0, x) = EO, d,)— f(0àj—-1, d:) 


(177 à S (pH. 


l 


460 Busche, über eine Formel des Herrn Hermite. 


Bei der Addition dieser Gleichungen heben sich links in dem Ausdrucke 


TEST r([® ] 24 EK [* ].z) 


diejenigen Glieder nicht fort für welche 

ym)Zzr<certl<rr2<.. << < qg(m+ I), 
also wenn 9 die inverse Function von «q bezeichnet, 

m — Pr) <LP(r+1) Le < O(a") -— ml 
oder 

m = [$(z)) = [$(zF1) = + = [P@"*)]") 
ist. Da bekanntlich . 
[een] - peer 

ist, so ergiebt sich demnach bei der Addition der Gleichungen (2. wegen 
der über « gemachten Voraussetzungen 


iger K(2.],2)- mr (28, z) _ = PIC If, 0.) 


æ=1 z m= 
0 — <— =— 4. — << ($(m))’). 
Da man ferner, wenn in dem System (2.) links als obere Grenze überall 
[y(r)| geschrieben wird, 
z-[g(9)) z-[g(0)' m=n 
= (EZ) 2)— 3 €&2-2xgzgQ0(92-/0.—1 22) 


, Q Z4. = (e) 
findet, und da 
3 g Os II (OA, 9.) — EE Mes 0) (0-1, 22) 


m= 1 On 


OT dm = [e OT bn — [p(m)}) 


= X 2 IL, 9.) 
(Lo(m) << Am — [9(9]) 
ist, 80 ist also, 


FD _ ya), [e(m] = a 


gesetzt, 


(3.) = Alva) 2)— Ef, z) = ZX(f(0., d,)—f(d,—1, I 


(g(m) — <= Im < a), 


*) Würdei in (2. ) Le (m)] statt [4 (m)]' gesetzt, so wire m = [d(z)|' = [P(z+1)]' = --- 
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wo also unter g(m) die inverse Function von zy(z) zu verstehen ist, 
und die Summation rechts über die Theiler aller ganzen positiven Zahlen 
erstreckt werden kann, da alle diejenigen Zahlen, für welche Y(m) >a 
ist, keine Theiler besitzen, die die angegebene Bedingung (q(m) — d, — a) 
erfüllen, welche mit ([p(m)]' — 9. =[(n)]') identisch ist. 

Besondere Fälle der Gleichung (3.) sind folgende: 


(9) KG.) = Zr.) (te) 7 d, Z a, 
(9".) = [v(z)) = Anzahl der Theiler 0,, für welche y(m) 0, — a. 


Setzt man in der letzten Gleichung v(z) =x und a-— [Ys], so folgt, da 
q (m) = Ym ist, 
Dx-D2). "S" "|_ Anzahl der Theiler d., für welche 2, — Vm 


z—1 
(m = 1, 2, ^). 


Die Summe rechts ist nümlich gleich. der Anzahl derjenigen Theiler der 
Zahlen 1, 2, ... », die Z [Yn] sind; die Anzahl S aller Theiler der Zahlen 
1, 2, ... » ist demnach, da jedem Theiler — Ym ein solcher > Ym ent- 
spricht, und da die Anzahl der Theiler, die = Ym sind, [Vn] ist, 


S Yr [=] _9. Ire] Cra 0 + [Y] 


oder 


S 


YE ]- [Yn }. 


Das ist die Gleichung des Herrn Hermite. 
Eine zweite Anwendung der Gleichung (3”.) giebt eine neue Be- 


stimmung des Jacobischen Zeichens (£) für zwei positive, theilerfremde 


Zahlen p und gq, deren letztere ungerade ist. 
Nach dem verallgemeinerten Gaussschen Lemma ist nämlich 


q—1 


(2) = zi 


und nach (3".) ist, wenn a = TT. W(x) = T€ also 9 (m) = V 5m m ge- 
setzt wird, 
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= [22 z| = Anzahl der Theiler d,,, die die Bedingung Em I m =),=J, 


z=1 


erfüllen, so dass folgender Lehrsatz bewiesen ist: 


Das Jacobische Zeichen (F) ist = +1 oder — —1, je nachdem die 


Anzahl derjenigen Theiler aller positiven Zahlen m, die grösser als y4 m 


und kleiner als + sind, gerade oder ungerade ist. 


Dem Reciprocititsgesetz entspricht folgender Lehrsatz über Theiler- 
anzahlen: 


Die Anzahl aller Theiler, die grösser als |] und kleiner als = 
sind, vermehrt um die Anzahl aller Theiler, die grösser als jm und kleiner 


als 4 sind, beträgt 2.40". 
Man kann die Gleichung (3.) auch benutzen, um aus der Leibniz- 


schen Reihe eine Bestimmung der Zahl x abzuleiten. Setzt man in (3.) 


y@=2, fme) LA. 


wo der Zähler von dem zweiten, der Nenner von dem ersten Argument ab- 
hängen möge, so folgt 





(Ym = Om = a), 


eine Gleichung, deren Richtigkeit man auch unmittelbar durch den Schluss 
von a auf «+1 bestätigen kann. Lässt man a unendlich gross werden, so 
ergiebt sich 


_ im [HM _ Cs 
= lim 4 d$ 





(Vm = 94 —— a) 


Die Reihe ist keine convergirende, sondern ändert sich, ebenso wie der Aus- 


druck CN p ‚um +4, wenn a in a+1 übergeht. 


Aus der Gaussschen Gleichung 


= sina”. on. — +Vn, wenn n=-0 (mod. » 


z=1 


leitet man mit Hülfe von (3.), indem yw(z)= x’, q(m) = Ym gesetzt wird, 
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leicht die folgende ab 
sin — Zcos(2d,—1) — = +4Yn (Vm = A, =n). 


Diese Uebersetzungen von Theoremen der verschiedensten Art in solche, bei 
denen die Theiler der natürlichen Zahlenreihe auftreten, lassen sich ins Un- 
endliche vermehren; ich verzichte darauf, andere anzuführen, und gebe nur 
noch einen mit Hülfe des Hermiteschen Gedankens abgeleiteten Ausdruck 
für die Gesammtanzahl der Klassen von quadratischen Formen der Deter- 
minanten —1, —2, ... —n. 
Die Anzahl der nicht üquivalenten reducirten Formen der negativen 
Determinante —m ist 
Cl(m) = A,-4- B,-- C,— d,, 
wo 
2-[Ym] z-[Ym] Fm — 
a Fer 


die Anzahl der Formen ist, deren mittlerer Coefficient = 0 ist; 


r= 2" 


y=: Kb! xz=:[Ym+ 7] m y= jn z= 
.- 2 21°) 2 


die Anzahl der Formen, deren mittlerer Coefficient positiv, nämlich = 1, 
.. [Vim] ist; 


C. = m^ UE pe ]-^3 [ym] mE ee _ 17 


v=1 zat z=24+1 T 
die Anzahl der Formen, deren mittlerer Coefficient negativ, 

= —1, —2, ... -[Yim] 
ist, und d, angiebt, bei wie vielen der C, Formen mit negativem mittleren 
Coeffieienten der dritte Coefficient dem ersten gleich ist, d. h. wie oft m+y’ 
eine Quadratzahl ist. Indem man = A,, = Ba; = C,, in derselben Weise 
berechnet, wie es bei dem System (2.) geschehen ist, die Resultate zu- 


sammenfasst und die leicht zu bestimmende = d,, in Abzug bringt, findet man 


e een + y 7 | 
= Cm) = zB [7 |- Yn 9T] + 4404304 20)4 2, 


=, 


wo 4=[Vin], v= " n] ist, und die Accente an den Summenzeichen andeuten 
sollen, dass für y — 0 der erste Werth von a der Werth 1 ist und statt der 
50* 
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Coefficienten 2 und 1 die Coefficienten 1 und 4 zu setzen sind, und dass 
für x = 2y ebenfalls statt des Coefficienten 2 der Coefficient 1 zu nehmen ist. 
Ist z. B. n = 29, so findet man 


oc» = E] H] 49] 42] - 21 
Rte +]} sor 
+[#]+2[&]- 17337 
+[2]-1387 
+4(4.3°4+3.3°4+2.3)+4-5 = 102. 


In der That ist die Anzahl der nicht äquivalenten reducirten Formen der 
Determinanten —1, —2, —3, ... —29 gleich 102. 


Bergedorf, 1886. 
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On the so-called Tschirnhausen Transformation. 
(By Professor J. J. Sylrester at Oxford.) 


Eixactiy one hundred years ago, E. S. Bring (Dissertation, University 
of Lund. 1786. Meletemata quaedam mathematica circa transformationem 
aequationum algebraicarum) gave the method to which the name of Tschirn- 
hausen by a common consent in error is now usually attached *. Some- 





*) The expression 
Po—L,~1Qn-1-0 + M„R,.-2-0 
where L, M are given entire functions in z of degrees n—1, n, 

P,Q, R „ disposable’, , en n 0, n—1—0, n—2—0, 
may be made identically zero by solving 2n—1— 0 homogeneous linear equations 
between the 2n—0O0 disposable constants contained collectively in P, Q, R, and when 
this is done we have | 

P, 
Q.-1-0 
Hence it follows that the Tschirnhausen substitution has a one-to-one correspondence 
with any fractional substitution containing the requisite number of disposable constants: 
so for instance in the case of a quintic the Bring substitution 
Iz*-- mz! --nz?--pz4-q 


is only another name for the general quadratic substitution 


= L,-ı [mod. M, J. 





az!--bz--c 
dz!-rez-rFf 

This change of form in the substitution, supposed to be generalised, is interesting 
for the reason that it completes the analogy between the Tschirnhausen method of 
simplifying an algebraical equation and Combescure's method of simplifying a linear 
differential equation. Sir James Cockle appears to have arrived at the same result 
as M. Combescure in a paper on Linear Differential Equations. (Quarterly Journal 
of Mathematies, Aug. 1864.) 

This method involves two quadratures, the integration of a differential equation 
of the second order, and substitutions impressed simultaneously upon the two variables. 

The quadratures and solution of an equation of the second order are, of course, | 
analogous. to the solution of two simple and one quadratic algebraical equation; the 
substitutions impressed on the two variables run parallel to the two integral sub- 
- stitutions to be performed upon the two variables of the algebraical equation put 
under the form of a quantic which are equivalent to a fractional substitution per- 
formed upon the single variable of a non-homogeneous form. 
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times but more rarely the method is attributed to Jerrard who came much 
later into the field. This is especially the case in England; Hamilton for 
instance in his „Report on Jerrard’s method“ published exactly 50 years 
ago in the Reports of the British Association makes hardly any mention 
of any other author but Jerrard in connexion with the subject. 

In the following memoir I propose to present Hamilton’s process 
under what appears to me to be a clearer and more easily intelligible 
form, to extend his numerical results and to establish the principles of a 
more general method than that to which he has confined himself. 

But previously to entering upon this part of my work I think it 
may be well to call attention to a circumstance connected with the so- 
called Tschirnhausen transformation, as bearing upon the character of the 
transformed equation to which it leads, which hitherto appears to have 
escaped observation and which is of particular interest as regards the 
application of the method to the equation of the ot® degree when it is 
reduced to the form 

y +By+C = 0, 
for I shall be able to show in that case that in general the coefficients 
which remain (notwithstanding the large element of indeterminateness of 
which the method admits) cannot be made real when more than one of 
the roots of the original equation is real; this remark will be found to 
apply whether the method be used under its original form or under the 
modified form employed so advantageously by Hermite. 

In order to make out this proposition it will be useful to give a 
somewhat more extended statement of the Law of Inertia (Trägheitsgesetz) 
for quadratic forms than that originally presented by me in the memoir: 
„On a theory of the syzygetic relations of two rational integral functions 
comprising an application to the theory of Sturm’s functions and that of the 
greatest algebraical common measure." Phil. Trans. for 1853, pp. 407—276. 

Let us suppose a quadratic function of m--s letters, either independ- 
ent or connected by linear relations which in the latter case reduce the 
number of independent quantities to u+v. 

Let the funetion be supposed to be expressed 

1°. by the sum of m positive and # negative squares, 

2°. by the sum of « positive and » negative squares of real linear 
functions of the variables. 
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Then I affirm the impossibility of either of the two inequalities 
u>m; vn. 
1°. I say that the conjunction of the inequalities m > u, v>n 
is impossible. 

For suppose the two expressions of the same quadratic function to be 
++ and tt, 
Then 

did aid +a, +/+ ++ 5 
= BAB tt, 
By hypothesis 
m+v< u-+rv, 
m--v-« nu. 


By virtue of the first inequality it must be possible to establish m+7 re- 
lations between the «+» independent variables. 

Consequently we may equate each square on the left-hand side of 
the equation to some distinet square on the other side, and then by virtue 
of the second inequality some squares will remain over on the right-hand 
side of the equation whose sum will be identically zero. Which is impos- 
sible. Hence the inequalities m > u, v — » cannot exist simultaneously. 
In like manner it follows that # — v, « — m cannot exist simultaneously. 

Now the only suppositions of combined relations of greater and less 
that can connect m, »; u, v are the following: 


m-«- u,n-«v; m<un=v; m-u,nw 

fü — Uu,n- v; m=u,n=v; m-—u,n-—v; 

fü) — HU, RH «V; m>u,n=v; m>u, n>v. 
Of these 9 suppositions the 1st, 2nd, and 4th are excluded by the condition 
m+n= or — uv, and the 3'd and 7 by virtue of what has just been 


proved. Hence the only hypotheses admissible are the four contained in 
the negative statements: 
| u not >m and » not — m. 
Q. E. D. 
Although the only application which I shall have to make of this 
Lemma is to the case where m+n = u+v+1, I have thought that it is of 
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sufficient interest in itself and collaterally in the logical process of its 
proof to deserve setting out in full. 

Suppose now that we have the equation f(x) = (x, 1} —=0 where 
all the coefficients in f are supposed to be real, and that we write in con- 
formity with the ordinary so-called Tschirnhausen process: 


um -u,c ru ar'—S, 


y 
where 


nS = ucc Te XT +..+u, _.Zr* 


so that the transformed equation will be of the form: 

y" - Bey" ^ By" "B, = 0, 
where B, is a quantic of degree i in the letters &, %, ... u, ,. Let us 
consider the projective character of the quadratic function B,. This character 
is determined by the nature of the succession of algebraical signs in the 
sum of positive and negative squares to which B, regarded as a function 
of the n—1 letters « may be reduced by real linear transformations. 

Since 


git od: y. = 0, 
—2 BD. = — X259. = Zy, 


so that it is the character of 2y’ which determines the projective character 
of B, The number of real values of y is the same as of x. Hence if f 
has i pairs of imaginary roots, Sy? will be the sum of n—é positive and 
i negative squares of real linear functions of w, w, ... t, ,. 

Consequently, by virtue of the Lemma above proved, there is only 
one element of uncertainty as to the character of 2^, i. e. it must we know 
à priori, when reduced to a sum of s—1 positive and negative squares 
of linear functions of #,, %, ... «, ,, contain either i or i—1 negative 
squares. 'This uncertainty may be removed by means of a second lemma, viz: 
that the discriminant of B, is a numerical multiplier of the discriminant of f. 

When two of the roots of f are equal, two of the values of y 
become equal so that 2y’ becomes reducible to a sum of n—2 instead of a 
sum of n—1 squares. 

Hence the former contains the latter as a factor: moreover it is 
obvious from the form of each value of y that its discriminant regarded 


as a function of the n roots of f will be of the degree 2(14+2+---+n—1), 
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i e. n(n—1) which is the same as that of the squared product of the 
differences of the roots of f. Hence B is a numerical multiplier of such 
squared product. To find the value of the multiplier I observe that in 
general it follows from known algebraical principles that if F is a sum 
of the squares of s linear functions of n—1 variables the discriminant of 
F may be found as follows. Form an oblong matrix with the coefficients 
of the several linear functions. The determinant represented by what 
Cauchy would have called the square of this matrix, but which is more 
correctly to be called the: product of this matrix by its transverse, will be 
the discriminant in question, or which is the same thing this discriminant 
is the sum of the squares of all the complete minors that are contained in 
the oblong matrix. 

In the case before us q — 1, and if we make f — 2"—1*) it will 
easily be seen that the s minors in question, paying no regard to alge- 
braical sign, become all equal and each will be the product of the differ- 
ences of the roots of z"—1 when the root 1 is excluded, or which is the 
same thing will be the product of the differences of all the roots (not 
excluding 1) divided by m. 

‘Hence the sum of the » squared minors will be the th part of the 


square of the products of the differences of the roots of z^—1. Consequently 
in general the discriminant of 2y’ is the nth part of the product of the 


*) When f = z"—1 the value of 4S (the mean of the values of y) is obviously 
zero. Suppose now by way of illustration that s — 5, then calling the imaginary 


5* roots of unity. E,, 0,, 0,, @,, one of the complete minors referred to in the text 
will be the determinant of the matrix . 


O1 0€; 03 O4 | 

and when the columns of this matrix are divided respectively by 0°, 0%, 0%, 0%, 

[0 = 1, 2, 3, 4], which will leave the value of the determinant unaltered, the deter- 

minant of the matrix so modified will represent in succession each of the other 4 
minors. 

The value of the one above written, paying no attention to the algebraical sign 

is by a well known theorem the product of the differences of o,, 0,, 0,, @,, i. e. 

inasmuch as (1—0,)(1—0,)(1—0,)(1—9,) = 5 it is the 5 part of the product of the 

differences of 1, o,, 0,, &,, o,, and consequently the sum of the squares of the 5 

minors is D times the 25'^ part of the squared product of the differences of the 5 


roots. Here > represents the general numerical multiplier T i. e. i 
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squares of the differences of the roots of the function f, and therefore by 
the process of reduction of —2y’ to a sum of »—1 squares it is the positive 
signs always which will undergo the diminution of a unit, the number of 
negative signs remaining unaltered. 

Hence when there are no imaginary roots in f, —B, will have all 
its signs positive; but when there are ¢ pairs of imaginary roots in f, & of 
the signs in —B, will be negative, and thus the character of B, or of the 
quadratic contour (i. e. curve, surface, hypersurface etc.) represented by 
B —0 is completely determined when the number of real and imaginary 
roots in f is given. 

If we suppose n=5 we see that according as the number of real 
roots in f is 5, 3, or 1, the signs of —B regarded as a sum of positive and 
negative squares of real linear functions of 4 letters will be: 


+ + + + 
+ + + - 


In the first case the contour B is completely imaginary, and it is 
not only not possible to apply the Bring-Tschirnhausen method s0 as to make 
simultaneously B, — 0, B, = 0 by real quantities w,, 2, %, #,, but it is also 
the case that such values of w,, w,, #,, u, do not exist. This indeed is 
evident à priori, from the fact that the equation 


y’+B,y+B, = 0 | 
must have at least two imaginary- roots and therefore the equation in c 


would have at least two imaginary roots if the quantities #,, %, t5, % 
were all real and unequal: whereas all the roots of that equation are supposed 


' to be real. ' 


In the second case the intersection of the contours B, B, may be 
real or imaginary: but even if it be real the method will not serve to 
determine any single point in such section, because no real right line can 
be drawn to B, at any point which shall lie on the surface. 

In the 3'¢ case at each point of B, two real right lines can be 
drawn each of which will intersect B, in one real point at least, and 
aecordingly there will be a duplex-infinity of systems of real values of 
the #’s which will make B, — 0, B, — 0 capable of being found by solving 
only a quadratic and a cubie equation in succession, and any one of such 
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systems will lead to an equation of the form 
y + Byt B, = 0, 

where B,, B, (which it is hardly necessary to notice become respectively 
IZy. —12y) will each be real. | 

. The B, found by Hermite's method may be obtained from the B, 
above given by a real linear substitution impressed on the letters w,, %, %, wu, 
and consequently the same conclusions continue to apply, i. e. the coefficient 
of y and the constant will not in general be real unless four of the roots 
of the equation in x are imaginary *). 


I will now proceed to the principal object of this paper, viz. the 
elucidation and extension of the method, contained in Hamilton’s report, for 
determining the least number of letters which must be contained in one 
or more equations in order that they may admit of being solved by means 
of equations whose degrees are subject to satisfy certain prescribed conditions. 

Before proceeding to the Lemma upon which all that follows is 
based, it will be useful to give one or two definitions. | | 
1) Let S be a system of homogeneous equations in an indefinite 


number of variables z, y, ..., and let r=a, y — b, ... satisfy all the 
equations. I call a, 6, ... a solution of S. 
2) If a, b, ... is a given solution of S, I call the equations 


obtained by operating upon any of those in S with (a0,+b0,+--} where 
q has any integer value whatever not excluding zero, an emanant of such 
equation in respect to the solution a, b, ..., and the new system S, which 
contains all the emanants of all the equations in S an emanant to S in 
respect to the given solution. 


*) Hamilton remarks (Report of British Association 1836, p. 307) that „the 
coefficients of the new or transformed equation will often be imaginary even when 
the coefficients of the original equation are real“. Apparently he was not aware that 
the criterion for determining when this is so, depends solely on the intrinsic character 
of the equation to be transformed. 

It should have been noticed before that when two of the roots in the given 
quintic are equal the quadratie surface represented by the coefficient of y* in the 
transformed equation becomes a cone and the reasoning employed in the text falls 
to the ground. But inasmuch as in this case two of the values of y become equal, 
we know à priori that the equation in y must be reducible to a form with real 
coefficients, viz. | 

y’--Dy+4 = 0. 


60* 
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3) Let a, b, ..., a,, b,, ... be any two solutions of a system of 
equations. I call 
a+ia, b+21b, c-+Ac,, 


an alliance of the two solutions. 

We may now state the following Sub-lemma. The alliance of any 
solution of a system S with a solution of S, its emanant in respect to the 
first named solution, is a solution of S, 

For let a, b, ... be the solution of S which gives rise to Ss. 
Then, calling 

| a0,+b0,+: = E, 


the general form of the equations in S, is E*Ó(z, y, ...) and supposing 
d to be of » dimensions 


E*d(r--Fia, ytib, ...) 
= Eau oaa HE BEC dps p git Ert, 


Hence the effect of substituting z--4a, y+2b, ... for æ, y, ... in S, is 
merely to effect upon it a linear transformation, and consequently the 
alliance of the solution a, b, c, ... with any solution of S, will be a 
solution of that system. If now we find a solution a, 5, ... of S, and 
form an emanant of it S, in respect to that solution, it will follow from 
the sub-lemma that an alliance of the solutions a, 5b, ...; a, b, ...; with 
any solution a, b, ... of S, i. e. the solution a-4- 4a, -- uas, 6+46,+ ub, ... 
will be a solution of S; and so in general. This I call the Lemma. 

An ordinary solution of a system of equations may be called a 
point solution, an alliance in which 1, 2,.3, ... parameters enter a line, 
a plane, a hyperplane, ... solution. 

It will of course be observed that any solution of an emanant to 
a system is à fortiori a solution of the primitive which as observed forms 
& portion of its emanant. 

‚If S be a system of q, 9;-1,... q, equations of degrees i, i—1,... 1 
respectively in the variables, it is obvious the 1** emanant will consist - of 


I Qitq-s Ghiitin e. ragt tg 


equations of the degrees i, i— 1, &—2,... 1 respectively, and more generally 
in the rth emanant the number of equations of the degree 
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i wil be g; 

i-l » n rgit qi 

. 1 

i—2 » " Tr: I qit(r— 1)qi-1 + Qi 


1 » on [r+é-llq+{r+i-2]iqgi+..+q 
where in general [6]; is used to denote —— 12.4 — 

The question now arises as to what must be the number of variables 
in a system S in order that its rt! emanant S, may admit of a general solution. 
If the total number of equations in S, be called N, it might at first sight 
be supposed that the number of variables or letters as I prefer to call 
them, in S must have N+1 as an inferior limit: but the case.is not so — 
the least number of variables required will be r greater than this, i. e. 
N--r-4 1. | 

Thus ex. gr. suppose we consider a first emanant S,; then if a,, 
b, c, ... is a solution we know that a,-- 4a, b,+Ab, ¢,+4c, ... is also a 
solution whatever A may be. Hence making 4 = + and remembering 
that the equations are homogeneous we see that zero associated with any 
system of independent minors of the matrix 

a b c ... 
a, b, c, 


will constitute a solution as for instance 0; ab,—ba,; ac,—ca,; ...*). Hence 


— — —— — € —À —— 


*) As an illustration suppose D is a quantic of degree n in (n4-2) letters repre- - 
senting what may be termed a contour, the analogue in general space of a curve in 
2-dimensional or a surface in 3-dimensional space. If we take all the successive 


emanants of d in respect to a point upon it a, 6, c, ... the n resulting functions 
[d included] being functions of the » minors to the matrix [(n+1) places in length] 
|a b c ...| 
|e y 3 .. .| 


the contours which they represent will intersect in a faisceau of right lines — showing 
that on a contour of the rn‘ degree in (n-]- 1)-dimensional space 1.2.3...n right lines 
lying in the contour will pass through every point thereof, a fact we are familiar 
with in the case of a quadric surface where n — 2. We might with equal propriety 
and more convenience say that IIn straight lines may be drawn upon and at every 
point of an n-fold contour of the n™ order. | 

| As I have already referred in this footnote to right lines drawn on contours 
I venture a upon slight digression connected with this conception. If we have a cubic 
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the number of independent quantities in S, will be 1 less than the number 
of letters in S. 


Similarly for the system S,; r zeros associated with any independent 
system of complete minors of the matrix 


a b c 

a, b, c, 

a b, © .. 
a, b, c, 


may be taken as the variables, and consequently it is N-r—1 and not N—1 
which has for its inferior limit the number of equations in Sj. We may 
restore to the variables their independence by associating with the equations 
in S, r additional perfectly arbitrary linear functions and there is sometimes 


— — * und 


two-fold contour (an ordinary cubic surface) expressed as a quantic in x, y, 5, t, we 
see that on writing z, y as linear functions of 3, ¢ and substituting their values in 
d in order to make the result, a cubic function of s, t vanish, we have to satisfy 4 
equations between the 4 coefficients of substitution, which at once shows that a finite 
number of right lines may be drawn upon such contour of which the number we see 
at once cannot exceed 3* and which we know aliunde is 3°. 

It would seem then that for a contour in n letters of the degree 2n— 5 (unless 
there is some lurking fallacy in the counting of the constants) we ought in like manner 
to be able by expressing n—2 of the letters as linear functions of the two remaining 
ones to make the result vanish by solving 2n—4 non homogeneous equations of 
the degree 2n —5 between the like number of coefficients of substitution and if upon 
such a contour we must be able to draw a definite number of straight lines of which 
the number, supposing that there is no latent fallacy of constant-counting, would be 
not greater and in all probability less than (2n—5)'"-* in fact (2n —5y- 5. 

Also it may be shown that as by Bedetti’s theorem we know that every 
twofold contour (an ordinary surface) is cut by its linear polar (its tangent plane) 
in respect to a point upon it, in a curve having a double point thereat, so a con- 
tour of the 3'4 order will be cut by its linear and quadratic polars in respect to any 
point upon it in a eurve having a sextuple point thereat, and so in general an n-fold 
eontour will be eut by n—1 consecutive polars (starting from the tangential homaloid 
as the first of them) in respect to any point upon it in a curve having thereat a 
point of multiplieity 1.2.3...n. 

“ It may be well here to notice that a uni-parametrical solution of  — O corre- 
sponds to drawing a straight line upon the contour represented by €, and in like 
manner a bi-parametrie solution corresponds to drawing a plane upon the contour, 
a tri-parametrie solution to drawing a hyperplane upon the contour, and so in general. 
This is why I call such solutions linear, planar, hyperplanar ete. 

So again in this eonnexion it may be remarked that upon a quadratie con- 
tour in trans-hyper-space 6 planes lying on the contour pass through every point and 
in like manner upon a quadratic contour in 2n letters, 1.2.3..." n-fold homaloids 
may be drawn upon the contour through every point thereon. 
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a convenience in substituting in place of the rth emanant as it stands such 
emanant augmented by r arbitrary linear functions which may be called 
the completed emanant. 

For the purpose of greater clearness of exposition there will be an 
advantage in ignoring in the first instance all considerations based upon 
any other alliance except of the 1s order, i. e. involving only one arbitrary 
parameter. | | | 

Suppose a system of equations S, consisting of a system S and one 
equation more Q. If we are in possession of a linear solution of S, i. e. 
a solution 

z=a+t4a, y=b,4+46, ... 
by substituting these values in Q, 4 may be found by solving an equation 
whose degree is that of Q, and thus a point (or ordinary) solution of S, 
will have been found. 

Let us now consider the question of a linear solution of S containing 
Qi; Qi «++ gı equations of degree i, i—1, ... 1 respectively. This we 
shall call of the type [9;,9:-1,---q]}. Let —— 

a, b, ... be any point solution of S, 


and 
a, b, . .. any point solution of ES, 
the completed emanant of S in regard to a, b, .... This will be of the type 
gi; git Qi-i; - g+4-1+°',+9; git Gt tgtl. 


The alliance of these two point solutions will be a linear solution of S. 
Again, the number of variables required for the point solution of ES need 
not exceed the number required for the linear solution of the system to 
which S is reduced by the abstraction of one equation of the degree i. 
Hence if we use [p,g,r,...n, 0] to denote the number of variables sufficient 
for the solution of a system of p equations of degree i, g of degree i—1, etc. 
(i being the number of indices p, g, ... &) we obtain the formula of reduction 
[p, 9, 7, --- 6) = [p- l, pt q; pt qr, ... ptg+r+-+0)+1®). 

Continuing this process of reduction until the first index is reduced 

to zero a very easy calculation leads to the formula of obliteration 


LP, 4, 7, 8, ... 0] = p+tlau ry 8, ... 06 *5, 


*) In this and all subsequent formulae of reduction or obliteration the sign „—“ 
is to be understood, to mean „not greater than“. 

**) Compare Hamilton’s Report, British Association 1836, p. 335 formula 244 and 
p. 945 formula 320. 
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where | 
q = PET +9, 
r= Pp PO) gr, 
s = POLNP+IGPTN | POH) ru, 


1)... i—1)(ip+1 
0, = MEE at +--+, 
In applying the process of reduction in the way indicated, the system S 
will have been replaced by. two systems which we may call a diminished 
S and a diminished emanant of S, i.e. S and ES each deprived of an 
equation (not necessarily the same in both) of degree i. 

In like manner each of these will give rise to two systems, viz. a 
diminished ‘self-system and a diminished emanant-system: but as the object 
is to obtain a formula of reduction for the number of letters required to 
obtain a linear solution of S, and as this number is greater for an emanant 
of any system than for the system itself, it was sufficient to follow the 
main-stream of deduction, in which the first alone is taken account of, in 
order to arrive at the required formula. In doing so, 2? independent 
equations of the degree # will have been set apart each of which will have 
to be solved in its proper turn. 

In the formula of obliteration the index in the first place has dis- 
appeared. Repeating the process we shall come to 


pqiira 81 ... 0] 
where r, 8, ... 0, are derived from qi, r, %, ... 9, in the same way as 


Quy Ti Sy << 6, from p, q, r, 8, ... Ó except that s will be replaced by 
i—1; and thus pursuing the same process we shall arrive at 


[pF gi r2 T mi a9. 


or say [c]. The number of variables required for a solution involving one 
arbitrary parameter of o homogeneous linear equations being o+2, this 
latter will be the number sufficient for S to admit of a linear solution 
without giving occasion to solve any equation of a degree exceeding i, 
and also without having occasion to solve any simultaneous system of 
equations other than linear ones. | 


.P(p-- 1)...(pi—2) 
1.2.3... 7 
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Suppose a system of equations of the respective degrees 1, 2, 3,...4 

and a single equation of the degree i+1. 
The type of the former will be 1,1, 1, ... 1 to i places, 
and of the latter 1, 0, 0, 0, ... 0 , i1 „ 

By the rule which has been established the number of letters required 
for the linear solution of the latter will be one more than for the former. 

Hence the determination of the Tschirnhausen question of finding 
what the degree of an equation must be in order that i consecutive terms 
following immediately after the first term in the transformed equation 
conjoined with any more advanced term may admit of a solution of minimum 
weight; contains a determination of the number of variables required to 
ensure the possibility of obtaining a linear solution by a system of equations 
of minimum weight of a single equation of degree i--1; for the latter 
number will be the former increased by a unit *). The first form of the 
question is the more simple in itself; but as the other is more immediately 
connected with the object in which the theory originated, I prefer to put 
it in the latter form. 

We may apply the obliteration formula to the indefinite type and 
obtain the annexed Table. ' 

Triangle of Obliteration. 


1 11 1 1 1 1 ..... 
2 3 4 5 6 7 ..... 
6 15 29 49 76 ..... 

36 210 804 2449 ..... 

876 24570 401134 ...... 

408696 246382080 ..... 

83762736636 ..... 


'The degree of the equation sufficient to allow 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 


— 





*) Ex. gr. To take away the 2*!, 374, and another term the degree required 
is 5: and to obtain a linear solution of a cubic the number of variables required is 6. 
To take away the 2nd, 3rd, 4'^, and another term, employing a solution of 

the loivesi weight, 11 variables are required; in order to obtain a solution, of lowest 
weight, of a single function of the fourth degree, 12 variables are required, and so on. 
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consecutive terms following the first to be removed by a solution of minimum 
weight of the auxiliary equations, will be the continued sum of 


1, 2, 6, 36, 876, 408696, 83 762 796 636, 


each increased by 2, i. e. 
3, 5, 11, 47, 923, 409619, 83 763 206 255, 


These numbers up to 923 agree with those found by Hamilton (Report p. 346), 
the two last have been calculated here probably for the first time. 

It would be too arduous a task to seek to give a much further 
extension to the table inasmuch as each successive term in the series 
1, 2, 6, 36, ... is a fraction converging to 4 of the square of the preceding 
term. This becomes obvious from inspection of the series formed by 
dividing each number in the above series by the square of the one before 
it; we thus obtain the fractions: 

4 6 % 816 408696 83762790686 
1’ 4° 36’ 1296’ 1761816? 167032420416 
which are continually diminishing. 

But if we call two successive and infinitely distant rows of the 
Triangle of Obliteration 

a b 
B 
B= 5 45, 


b à « 
Hence E: converges to +, which is always greater than 4. Moreover 


2 calculated for the successive values as far as the table extends, will 
be seen to be a continually decreasing fraction and assuming (what awaits 
exact proof) that it eventually vanishes, E must converge to 4. 


The successive values of : for the different rows are 
3 15 210 24570 246382080 
47 36’ 1296’ 767376’ 167032420416 ' 
Inverting these fractions the values, to the nearest integer, become 1, 2, 
6, 31, 678, so that there can be no doubt of the truth of the law that 
the asymptotic value of the square of each term divided by the square of 
its antecedent is 4 
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Moreover the numbers last found themselves obviously obey a parallel 
law to that of the original series which raises a presumption that it may 
be possible to obtain an exact expression for the general term in the original 
series or even in the Obliteration Table in its entirety. But be that as it 
may, as evidently the asymptotic law is equally true for the sums of the 
terms in the first diagonal as for the terms themselves, we arrive at the 
interesting fact that if *(i) is the minimum degree of an equation from 
which i consecutive terms immediately following the first can be removed, 
2P(i+1) converges to a ratio of equality with d»($) when i increases 
indefinitely. 

The minimum number of letters thus found is we see a minimum, 
at all events in this sense that the method employed to obtain a solution 
is inapplicable if that number of letters be reduced. In the words of 
Jerrard as quoted by Hamilton (Report, pp. 326, 327) „to discover m—1 
ratios of m disposable quantities, 


G, Ay, ... A 
which shall satisfy a given system of h, rational and integral and homogeneous 
equations of the first degree 


A=I A"=0, ... AM =0, 
h, such equations of the second degree 

B=0, B"=0, ... B@=0, 
h, of the-third degree 

C'=0, C'—-0, ... C»-0, 
and so on, as far as h, equations of the ih degree 

T —0, T'—-0, ... TW=0 


without being obliged, in any part of the process, to introduce any elevation 
of degree by elimination. 

But this definition may be superseded by another in which only 
the intrinsie character of the result arrived at is in question, and not the 
partieular method pursued to reach it. 

Let us agree to consider all equations of the same degree to have 
the same weight and that this weight is infinitely greater than that of an 
equation of any lower degree. The weight of a system of equations is 
to be regarded as the sum of the weights of the equations which it contains. 

61* 
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We may, extending but not altering the meaning previously attached 
to the word „solution“, call the ensemble of the equations to be solved in 
order to ebtain any solution of the given system a solution thereof. If now 
a system of equations is given in number and in the degree of each, and 
each equation is supposed. to be the most general of its kind, but the 
number of variables in the system is left disposable, it is easy to see that 
the above process, when it is practicable, leads to a solution of the lowest 
weight so that no increase in the number of letters will have any effect 
in diminishing the weight of the solution, whatever may be the process 
employed to obtain it. Thus the numbers given by the linear method are 
minima in regard to solutions of the lowest weight. 

We may however suppose another and more natural condition 
attached to the solution to be obtained; let » be the highest degree of 
any equation in a given general system proposed for solution, we know 
that it is impossible to avoid the solution of one or more equations of the 
nth degree. We may therefore propose to ourselves the problem of deter- 
mining what is the least number of letters necessary in order that no 
equation in the solution shall be of a degree exceeding s. The minimum 
thus obtained will in general be inferior to the minimum required for 
obtaining a solution of the lowest weight, and to arrive at it in any particular 
case it becomes necessary to make use of the Lemma in its general form 
which introduces the notion of alliances above the first order. Hamilton 
has not touched upon this part of the subject except in a simgle case 
which it was impossible to overlook: viz. where he considers the problem 
of taking away four consecutive terms from the general equation of the 
tenth or any higher degree. 

The process we have seen leads to the conclusion that as many 
letters are required as are required for the solution of two quadratics and 
seven linear equations. The solution of one biquadratic equation in the 
application of the process being indispensable, he felt the absurdity (if I 
may use the word) of stickling at the introduction of one biquadratie more, 
the use of which has the effect of lowering the minimum from 11 to 10. 
See Report British Association 1836, p. 326. 

The linear method however or theory of solutions of lowest weight 
enjoys this prerogative that the reduction formulae are of a purely alge- 
braical kind, whereas when the other condition above referred to is intro- 
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duced, questions of numerical equality and inequality have to be considered 
and the theory ceases to be strictly algebraical. In what follows therefore 
I shall confine myself to the only case of any particular interest, viz. that 
which arises from the original problem of removing any given number 
of consecutive terms (immediately following the first) from an algebraical 
equation. 

We may accept as the general condition to be observed that the 
degree of no equation appearing in the solution of a system of equations 
shall exceed the highest degree which must perforce figure in such solution, 
i e. the highest degree in the system of equations to be solved. In the 
case then of s equations of the successive degrees 1, 2, 3, ... i the 
condition will be that no equation in the solution shall be of a higher 
degree than í. 

Thus ex. gr. if we look back to the easy case of a quaternary 
succession of such terms to be removed, we find that the problem reduces 
itself to finding the number of letters required to obtain a line-solution of 
the system whose type is 1, 1, 1, and that again to finding the number 
of letters required to obtain a line-solution to its augmented emanant 2, 4, 
i.e. a system of 2 quadratic and 4 linear solutions, i.e. a point solution 
of the completed emanant to this system which will be of the type 2, 7. 
The condition imposed here is that no equation shall appear of a higher 
degree than a biquadratic. Consequently subject to this condition the number 
of letters required to solve a system of one linear, one quadratic, and one 
cubic equation, is that sufficient for the plane-solution of a system of 7 linear 
equations, i. e. 10, which is less by 1 than the number required in order to 
obtain a solution of the same system which shall be of the lowest weight. . 

It might at first sight be supposed that in general the introduction 
of solutions involving 2 or more parameters would lead to a very con- 
siderable reduction of the numbers found in the obliteration |table; this 
however is not the case, the reduction in the values obtained by this 
extended method bears in general a very small ratio to the number reduced. 
This is a consequence of the following rule. — 

In passing from the point solution of a system to a solution of any 
kind with a reduced type, the reduction is effected by segregating a certain 
number i of the given equations and obtaining a solution of the remainder 
which shall contain i arbitrary parameters. 
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Now it will be found that the literant (by which I mean the number 
of letters sufficient for the solution) will never be diminished by any other 
kind of segregation than what may be termed an external segregation *). 

Let f, 9, ... k, l be the type of the system of equations segregated, 
this will have no effect in diminishing the literant unless f, g, ... k are 
the initial numbers of the type of the given system, in such case I call 
the segregation external. 

Thus in starting with a system of the type 1, 1,... 1, 1 the first 
act of segregation must consist in setting apart the equation of the highest 
degree and finding a line-solution of the system thus reduced. Suppose, 
to fix the ideas, that the highest degree is 6 and that we have arrived in 
the course of the deduction at a system of linear, quadratic, and cubic 
equations denoted by the type m, n, p. 

So far as regards observance of the limit 6 for the highest degree 
in any substituted system, it would be permissible to segregate one cubic 
and one quadratic, but according to the rule of external segregation this 





*) Imagine the type of a set of equations to be represented by a broad ribbon, 
in which each group of equations of the same degree is represented by a band of 
a distinct color occupying as many units of space as there are units in the group. 
The legitimate process of segregation will then consist in dividing the band into 
two, obeying the same conditions as the original one, and the rule of ,,external 
segregation" amounts to saying that this separation must be effected by a single 
straight cut so that no middle portion is to be cut out. 

According to this (which is a perfectly natural) representation the rule of 
external segregation may in the language of logic be described as the rule of the 
excluded middle. Thus ex. gr. suppose we wish to find the smallest number of variables 
required for the solution of a system of equations of which the type is 1, 1, 1, O 
without solving an equation beyond the 8% degree. The number required may be 


made equal to (cf. p. 483) 
+ [1, 1, 0] or to :[1,0,0]. 


But 
° [1, 1,0] = [1; 2, 3] =: (3],. 


: [1, 0, 0] = [1, 2,9] =: [5]. 
Thus the simultaneous segregation of the equations of the 4% and 2" degrees con- 
trary to the rule not only raises the weight of the solution but also increases the 
number of variables required in the given system in order that the solution may 
be possible. 

As a consequence of this rule it may easily be seen (in the problem of deter- 
mining the minimum degree of the equation required for taking away ¢ consecutive 
terms without any equation in the solution exceeding the # degree) that the occasion 
can never arise in the act of segregation to take account of any other numerical 
equalities and inequalities than one or the other of the two following 


d = or <n, q'(q—1y = or <n. 


and 
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will not be profitable (it will in general be quite the reverse unless m = 1) 
and so in general. 

Let us now proceed to obtain the literant required for the point- 
solution of a sequence of # equations of all degrees from 1 to i subject 
to the condition that no auxiliary system shall contain an equation of degree 
higher than i for the values «= 5, 6, 7, 8 which is as far as the table of 
obliteration extends. The rule teaches that this is the same as the literant 
of a line-solution of a system of i—1 equations whose degrees extend 
from 1 to i— 1. 

It will be useful in what follows to obtain a general formula for 
the plane-literant of a system of $ quadraties denoted by the type i, O. 

Let us signify by a symbol consisting of a type preceded by q 
points the literant to the form of solution containing g parameters of the 
system to which the type refers. 

Then calling the plane-literant for [s, 0] e, we have by virtue of 
the Lemma 


-i:[i0]— [i-2,2042] =0,.+2i+2, 


o, —:[1,0] [1,2] = [4] - 6, 
e, =: [2, 0] = -[2, 3] 2 - [1,6] = [8] — 9. 


Hence by integrating e,—9,., = 2i--2 we shall easily obtain: 


V2 = 2q°+4q +3, 

dy = 2q +2q+2. 
In treating of the literant to [1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] it will be convenient to 
find the value of :[i, 0,0] the general expression for which rid of expo- 
nentials will give rise to 3 cases. 


Not being desirous of encumbering this memoir with formulae, and 
as we shall only have oceasion to consider a single case of these formulae, 
I adjourn the calculation until we know what the form is of é in regard 
to 3 in the case to be calculated, and shall obtain the value of :[$, 0,0] 
for that case alone. 


I will now consider in succession the literants denoted by 
-{1,1,1,1) -[1,1,1,1,1] -[1,1,1,1,1,1] - (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] 


subject to the conditions of the solution containing no equation of a degree 


484 Sylvester, on the Bring-Tschirnhausen Transformation. 
higher than the 5th, 6th, 7th, 8th respectively 


-(1, 1,1, 1] =- [2, 3, 5] =-[1, 5, 11] = - [6, 18] 
—:[4, 25] = 2542.2744,.243 = 44. 


This is the literant for the solution of minimum highest degree and is 3 
units less than 47, the literant for the solution of lowest weight. 

It will be observed that -[6, 18] has been expressed in the course 
of the deduction by :[4,25] instead of -[5, 25]. In fact -[6, 18] = [6, 25] 
and this latter according as we segregate 1 or 2 of the quadratics is 
expressible by -[5, 25] or by :[4, 25]. 

The expression -[6, 18] might have been obtained immediateiy from 
the triangle of obliteration 


g» © rm 
He 1 


by simply substituting 1+2+15 for 18. [It is worth noticing that in the 
table of obliteration after the 224 line every initial number in any line 
ends with 6 and after the 3 line every second number in each line ends 
with 0]. 

So in like manner observing that 1+2+6+210 = 219, we have 
-{1, 1, 1, 1, 1] 2. [36, 219] which must have been led up to from 

[1, 36, 219]. 
Hence 
- (1, 1, 1, 1, 1] =-[1, 35, 182] = [1, 36, 219] = : [35, 219] 
= 219+2.18°+2.18+2 = 905 


which is 18 units less than the corresponding literant of lowest weight 923. 
Similarly observing that 
1+2+6+36+24 570 = 24 615, 

- [1, 1, 1, 1, 1, 1] 2 : (875, 24 615] = 24 615+2(438) +2(438)+ 2 = 409 181 
which is 438 less than the corresponding literant of lowest weight 409 619. 
In like manner calling 

246 382 080+876 +36 +6+2-+1 = 246 383 175 = s, 
-{1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] = s+: [408 695, 0] = [408 695, 0]+4 = : [408 692, 0]--t 
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where 


t= s+2x408 695 +2 = 247 200 567. 
Here 


408 695 = 2 [mod. 3]. 
But in general 


: [344-2,0] = : (8q—1, 0]4+9q+9 
: [2,0] --9(q--1 - 4 -4—1 4-2) 
9(q'3-39) _ 9q'427q+24 
LOS = SS) 


_ Orr 098902) +5. 

Therefore 
:[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] = #4+5+(204 346)(408 697) 
247 200 572 -- 83 515 597 162 

= 83 762 797 734. 
This number is the minimum degree of equation which admits of 8 of its 
terms being removed without solving any equation above the 8 degree in 
the same sense as 5 is the minimum degree of equation from which 3 terms 
can be removed without solving an equation above the 3" degree. 

The Hamiltonian numbers corresponding to the solutions of lowest 

weight, have been found to be 

3, 5, 11, 47, 923, 409619, 83 763 206 255 


the reduced numbers due to the introduction of planar and hyperplanar 
solutions 


3, 5, 10, 44, 905, 409181, 83 762 797 734, 
the differences are 1, 3, 18, 438, 408 521. 


The ratio of these last numbers to the numbers above them constituting a 
rapidly decreasing series, it is obvious that the ,,asymptotic law“ will 
remain good for the second as well as for the first line of numbers: so that 
if g(s) expresses the minimum degree of an equation from which # terms 
can be abstracted without solving an equation above the ith degree, a 
will continually decrease towards and finally (when ¢ is infinite) coincide 
with unity. 


I have already defined the weight of a solution. According to analogy 


*) For : [2,0] = [2,9] =: [9] = 12. 
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(as ex. gr. in the case of a given symmetric function 2a*.b’.c’...) the degree 
of the equation of highest degree in a solution may be termed its order. 

Thus then the two first series of numbers which have been given 
express the first of them the literant of the solution of lowest weight, the 
second the literant of the solution of lowest order. The numbers in the 
first series up to 923 and in the second series up to 10 appear in Hamilton’s 
Report, all the others are here presented (it is believed) for the first time. 

A solution is of course to be understood to mean a non-simullaneous 
but sot independent system of equations from which a solution of a given 
system of equations may be derived. The equations in the solution-system 
form an arborescence or a ramification of consecutive systems meaning 
thereby that the solution of any one of them depends upon a successive 
process of substitution of values of variables deduced from equations which 
precede it in such ramification. Some of the simpler of these arborescences 
I propose to delineate graphically in a subsequent communication. 

Invited to participate in the centenary number of the leading Mathe- 
matical Journal in the world, it occurred to me that compatibly with my 
feeble means no more suitable contribution could be made than one which 
at the same time celebrates the centenary of the discovery due to the long 
and persistently ignored author of the method which it is the object of this 
memoir to elucidate and extend. I offer it (an aloe-flower of 100 years’ 
growth) as a tardy Bessarabian „satisfaction to the Manes of" Bring. 


New College, Oxford, 1886. 
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Lineare Construction des achten Schnittpunktes von 
drei Flächen zweiter Ordnung. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Das vielfach erörterte Problem, zu sieben Schnittpunkten dreier 
Flächen zweiter Ordnung den achten zu finden, ist kürzlich auf Grund 
Hessescher Arbeiten von den Herren Caspary. und Schroeter auf verschiedene 
Art vollständig gelöst worden (in diesem Journal Bd. 99). Ich erlaube mir, 
hier noch eine dritte einfache Lösung mitzutheilen, und leite dieselbe un- 
mittelbar aus dem bekannten Satze ab, dass die acht Schnittpunkte 1, 2, 3, ..., 8 
mit zwei beliebigen Punkten allemal durch eine Fläche zweiter Ordnung 
verbunden werden können. 

Die sieben Punkte 1, 2, 3, ..., 7 seien beliebig angenommen; nur 
setzen wir vorläufig voraus, dass keine vier von ihnen in einer Ebene 
liegen. Verbinden wir sie und den Punkt 8 mit zwei Punkten der Geraden 
12 und 34 durch eine Fläche zweiter Ordnung F’, so geht diese durch 
die Geraden 12 und 34, zugleich aber durch die vier Strahlen, welche von 


den Punkten 5, 6, 7, 8 aus ,transversal" durch 12 und 34 gelegt werden 
können, d.h. so, dass sie diese beiden Geraden schneiden. Denn jede der 


Geraden 12, 34 und der vier Transversalen hat mit F? drei Punkte gemein 
und liegt deshalb ganz auf der Fläche. Aus demselben Grunde enthält 
die Fläche F° auch die Gerade (56), welche durch den Punkt 7 geht und 
die beiden durch 5 und 6 gehenden Transversalen schneidet; die vierte, 
durch den Punkt 8 gehende Transversale, in welcher die Ebenen 128 
und 348 sich begegnen, wird folglich ebenfalls von (56) geschnitten. 
Vertauschen wir die Punkte 5, 6 mit 1, 2 oder mit 3, 4, so erhalten 
wir statt der Geraden (56) zwei andere durch den Punkt 7 gehende Gerade 
(12) und (34); und zwar hat die Schnittlinie der Ebenen 348 und 568 
mit (12), und diejenige von 568 und 128 mit (34) einen Punkt gemein. 
62* 
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Das Dreikant der Strahlen (12), (34), (56) und dasjenige der Ebenen 128, 
348, 568 gehen folglich durch ein und dasselbe Dreieck, indem jede Kante 
(ik) des ersteren Dreikants von derjenigen Kante des letzteren, welche der 
Ebene i&8 gegenüberliegt, in einem Eckpunkte des Dreiecks geschnitten 
wird. In jeder Seite des Dreiecks wird eine Ebene ik8 des letzteren Drei- 
kants von der zugehörigen, der Kante (ik) gegentiberliegenden Ebene des 
ersteren geschnitten; auf derselben Seite liegt somit der Schnittpunkt der 
Geraden ik mit dieser Gegenebene von (ik). Wir erhalten also drei Punkte 
der Dreiecksebene, wenn wir die Geraden 12, 34, 56 mit den Gegenebenen 
von resp. (12), (34), (56) zum Durchschnitt bringen; und die Ebene dieser 
drei Punkte schneidet das Dreikant (12)(34)(56) in jenem Dreieck, dessen 
Seiten mit 12, 34 und 56 drei durch den gesuchten achten Punkt 8 gehende 
Ebenen bestimmen. 

Kurz, wir lösen das Problem des achten Schnittpunktes dreier Flächen 
zweiter Ordnung durch folgende 


Construction. 

„Aus sechs der gegebenen sieben Punkte 1, 2, 3, ..., 7 
bilden wir drei Paare 12, 34 und 56, ziehen sodann aus den 
Punkten i, k eines jeden dieser Paare zwei Transversalen durch 
die Geraden, in denen die andern beiden Punktenpaare liegen, 
und durch 7 eine Gerade (ik), welche diese beiden Transversalen 
schneidet. Wir erhalten auf diese Weise drei durch den Punkt 7 
gehende Gerade (12), (34), (56), die Kanten eines Dreikants. 
Bringen wir nun die Geraden 12, 34, 56 zum Durchschnitt mit 
den Ehenen des Dreikants, welche den resp. Kanten (12), (34), (56) 
gegenüber liegen, und sodann das Dreikant selber mit der Ebene 
der drei Sehnittpunkte, so erhalten wir ein Dreieck, dessen Seiten 
die resp. Geraden 12, 34, 56 in jenen Punkten schneiden und mit 
ihnen drei durch den gesuchten Punkt 8 gehende Ebenen be- 
stimmen." 

Die Dreiecksebene ist unvollständig bestimmt, wenn ihre drei auf 
12, 34 und 56 construirten Punkte in einer Geraden liegen. In diesem 
Falle können die Punkte 1, 2, 3, ..., 7 durch eine Raumcurve dritter 
Ordnung verbunden werden, von welcher jeder beliebige Punkt als der 
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gesuchte achte betrachtet und auf die angegebene Art construirt werden 
kann. In diesem wie in dem allgemeinen Falle schneiden sich in den acht 
Punkten 1, 2, 3, ..., 8 die drei durch die Strahlentripel: 


12, 34, (56); 12, (34), 56 und (12), 34, 56 
gehenden Flächen zweiter Ordnung. Beziehen wir die Ebenenbiischel 12, 


34 und 56 paarweise projectiv auf einander, sodass sie je eine Regelschaar 
dieser drei Flächen erzeugen, so ergiebt sich beiläufig: 
12(5678) À 34(5678); 34(1278) 1 56(1278); 56(3478) A 12 (8478), 

woraus die obige Construction ebenfalls leicht abgeleitet werden kann. 

Die Construction ist auch dann anwendbar, wenn vier der sieben 
gegebenen Punkte, etwa 4, b, 6, 7, in einer Ebene liegen; nur müssen 
dann die Punktenpaare 12, 34, 56 so zusammengesetzt werden, dass sie in 
drei sich nicht schneidenden Geraden liegen. Uebrigens giebt es in diesem 
Falle einfachere Constructionen des achten Schnittpunktes, auf welche wir 
hier nicht näher eingehen. 


Strassburg i. E., den 20. Januar 1887. 
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Ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik. 
(Von L. Kronecker.) 


Die arithmetische Behandlung der algebraischen Grössen führt mit 
Nothwendigkeit dazu, den Gaussschen Congruenzbegriff so zu erweitern, dass 
auch „Systeme von Moduln“ an Stelle des einfachen Congruenzmoduls zu- 
gelassen werden. Bei der weiteren Ausbildung der Theorie der Modul- 
systeme zeigt sich aber, dass dadurch zugleich die Untersuchung der alge- 
braischen Grössen auf die der rationalen Functionen von Variabeln reducirt 
wird *). Es lag daher die Vermuthung nahe, dass die Theorie der Modul- 
systeme das Mittel gewähren möchte, bei der arithmetischen Behandlung der 
algebraischen Grössen die Auffassung derselben als „irrationaler Grössen“ 
überhaupt entbehrlich zu machen und in den bezüglichen Gebieten der 
Algebra in principieller Weise die algebraischen Grössen durch rationale 
zu ersetzen. Dass dies in der That der Fall ist, soll in den folgenden 
Entwickelungen gezeigt werden, deren Zielpunkt 

die Bestimmung eines Primmodulsystems ist, für welches eine ge- 
gebene ganze Function einer Variabeln sich als Product von Linear- 
factoren darstellen lässt. 

Die vorliegende Abhandlung enthält somit eine „Anwendung der 
Modulsysteme auf eine elementare algebraische Frage“, und sie kann dem- 
gemäss als eine Fortsetzung meines im 99. Bande dieses Journals veröffent- 
lichten Aufsatzes angesehen werden, an welchen sie sich auch in den De- 
finitionen und Bezeichnungen aufs Genaueste anschliesst. 

Da die Theorie der Modulsysteme den Begriff der algebraischen 
Grössen, in dem bisherigen Sinne, bei arithmetischen Untersuchungen über- 
flüssig erscheinen lässt, so genügt es, die Arithmetik auf die Behandlung 





*) Vgl. die Einleitung in meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubiläum, 
Bd. 92 dieses Journals S. 2. 
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ganser ganzzahliger Functionen unbestimmier Variabeln auszudehnen. Die 
arithmetische Theorie solcher Functionen, d. h. also: 

die arithmetische Theorie ganzer Grössen eines beliebigen nalürlichen 

Rationalitätsbereichs 
ist es, die ich mit dem im Titel vorkommenden Ausdruck: „allgemeine Arith- 
metik“ in passender Weise zu bezeichnen glaube. Dass für das hiermit 
charakterisirte mathematische Gebiet die Zerlegung der ganzen Functionen 
einer Variabeln in lineare Factoren im Sinne der Congruens für ein Prim- 
modulsystem von fundamentaler Bedeutung ist, bedarf keiner näheren Dar- 
legung; es genügt vielmehr der Hinweis darauf, dass auch jener Satz über 
die Zerlegung im gewöhnlichen Sinne in der Regel, nach dem Vorgange von 
Gauss, als ein Fundamentalsatz der Algebra aufgefasst und bezeichnet wird. 

Die Wichtigkeit der Bestimmung eines Primmodulsystems besteht darin, 

dass nur Congruenzen für Primmodulsysteme genau wie Gleichungen be- 
handelt werden können, weil nur für Primmodulsysteme aus der Congruenz 
A.B —0 geschlossen werden kann, dass entweder A oder B congruent 
Null sein muss. 


$ 1. 
Bedeuten c,, c, ... c, ganze Grössen des natürlichen Rationalitäts- 
bereichs (Jt, 9", ... 980775, und setzt man: 
F(z) = a"—cea"7 oz" -—--- e, 
so ist F(a) eine ganze Grösse des Bereichs (x, R', 9t", ... RP). Bezeichnet 
man nun ferner, wie im $ 11 meiner mehrerwühnten Festschrift, mit f, b, ... f. 
die » durch die Gleichung: 


(r—2))(z—2z...(r—2.) = a'—fhz"-rha"7-—--.tf. 
definirten elementaren symmetrischen Functionen der unbestimmten Variabeln 
Ti) Ty +. La, 80 besteht die Congruenz: 


(1) F(a) = (z—2o)(z—23)...(z—2,) (modd. 11-1, b-6, ... L.—69 
oder, wenn zur Abkürzung: 
(z—2,)(z—2:)..(z—2,) = Ÿ(x) 
gesetzt wird: 


(1*.) F(x) = $y(z) (modd.f,—e, frp—e2, ... f,— 0) 
Das Modulsystem dieser Congruenz, welches offenbar vom Range n ist, 
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kann aber andere Modulsysteme st**r Stufe enthalten, und es handelt sich 
also darum, für jedes gegebene System von Coefficienten c ein Primmodul- 
system nier Stufe zu bestimmen, für welches die Elemente jenes Modul- 
systems: f,—c,, b—6, ... f,—c, sämmtlich congruent Null werden. Dabei 
kann F(z) offenbar als eine solche Grösse des Bereichs (2, R', 9t", ... R&-Y) 
vorausgesetzt werden, die als Product von lauter von einander verschiedenen 
irreductibeln Factoren darstellbar ist und daher mit der nach x genommenen 
Ableitung von F(a) keinen Factor gemein hat. 


$ 2. 
Setzt man, ühnlich wie im $ 11 meiner oben citirten Festschrift: 
G(s, fa fy WM = HG mm ten 9n 

wo das Product über alle n! Permutationen (i$, &, ... $,) zu erstrecken ist, 
so wird G eine ganze ganzzahlige Function von s, fi, fa ... fm t, t, ... Un 
Unter den Grössen # werden ,,Unbestimmte** verstanden, und gemäss der 
a. a. O. adoptirten Bezeichnung ist G(s, f, fa, ... f,) = 0 eine zur Gleichung 
(x) = 0 „gehörige“ oder von derselben „abgeleitete Galotssche Gleichung". 
Es kann daher auch füglich G(s, f,, b, ... f.) selbst eine ,,von der Function 
Wy (m) abgeleitete Galoissche Function genannt werden. 

Nach der im $ 12 meiner Festschrift entwickelten Theorie der ,,Gat- 
tungen von Functionen" gehört #,2,+4,27,+---+4,2, zur Galoisschen Gattung 
von Funetionen von z,, æ, ... cz, Jede der Grössen x selbst gehört 
daher zum Gattungsbereich von u,2,+4,2,+---+4,7,, und es besteht also 
für jeden Werth k = 1, 2, ... n eine identische Gleichung: 

(2) | TW (fry fay ee f Un thay oe. ty) 
\= qu, 2, 3-12; +g ee; fis fn... 5 ys ... 04), 
in welcher v und y, ganze ganzzahlige Functionen der in den Parenthesen 
vorkommenden Grössen bedeuten. Die Function y ist nichts Anderes als 
die Diseriminante der Galoisschen Function @(z); sie ist daher nach dem, 
was ich am Schlusse des citirten $ 12 meiner Festschrift nachgewiesen 
habe, das Product einer primiliven Form der Unbestimmten u und einer Potenz 
der Discriminante von (x). Da nun die Function F(z) als Product von 
lauter verschiedenen irreductibeln Factoren vorausgesetzt worden, so ist ihre 
Discriminante von Null verschieden, und es ist demnach auch: 
(C, €» ... Cys thy, s se ,) = 0. 
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Die Congruenz: | 

WC, Coy +. Cu thy Un... Un) 

(2*.) — pn + Leff thy Lys Cu Cry see Cus U U ce By) 
(modd. f, —e, 5—c, ... f,—c,), 


welche unmittelbar aus der mit (2.) bezeichneten Gleichung folgt, wird 
demgemäss für irreductible Functionen F(x) niemals illusorisch. 
Die Gleichung (2.) kann durch die Congruenz: 
ar) vl... ...) = MB: n.) (mod.s—9su2,—157, —-—9,2,) 
| (h = 1,2,...n) 

ersetzt werden, in welcher — der Einfachheit halber — die Unbestimmten 
u unter den Functionszeichen w und gy, weggelassen worden sind. Substituirt 
man die hieraus resultirenden Congruenzwerthe von z,, 2, ... æ, in dem 
Product (<—-z,)(2 —a,)...(v—az,), so kommt: 


Yen TED) = Wy. 2-796: b 2). Mean, 
und diese Congruenz muss, da sie nur symmetrische Functionen von 2,, 22, ... x, 
enthält, nicht bloss für den Modul s—w,2,—w,2,—---—u,z,, sondern für jeden 
der #! Moduln: 


$ — U7; — UT; —: UU, 


also auch für deren Product, d.h. für den Modul G(s, fi, f ... f) gelten. 

Hiernach besteht die Congruenz: 

($) wC..h, (m) e (ep. fs.) 9&5; ofa .-)) (mod. G(s; ...5,..)), 
(k-—1,2,... 2) 

und wenn man darin f, =c, [55 ©, ... f, = c, setzt, so wird: 

(95) Yen" Fm) = Il(aw(..e,, ...) (8; olay ++) (mod. G(s;...o,, ...)). 
(A, kK —1,2,... 2) 

Diese letztere Congruenz zeigt, dass jede ganze Function von x sich im 

Sinne einer Congruenz als Product von Linearfactoren darstellen lässt, wenn 

man die zugehörige Galoissche Function als Modul nimmt. Denkt man 

sich nun G(s; ... c, ...) als ganze Grösse des Bereichs (s, R', 9t", ... 9097») 

in irreductible Factoren zerlegt und bezeichnet irgend einen dieser irreduc- 

tibeln Factoren mit G,(s), so ist: 

(97) Ver) F(z) — II (rw(...e,, ...) (855 ...€,, ...)) (mod. G(s)), 
(A, k = 1, 2,... n) 

und diese Congruenz enthält die Darstellung von F(z) als Product von 
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Linearfactoren für einen Primmodul; eine Darstellung, durch welche man 
der Einführung ,algebraischer Grössen“ bei vielen, nachher näher zu prä- 
cisirenden, algebraischen Untersuchungen enthoben wird. 

An Stelle der Unbestimmten s, welche in den Functionen y, v, G 
vorkommen, können auch beliebige ganze Zahlen genommen werden; nur 
inüssen sie so gewählt werden, dass y von Null verschieden ist. So kann 
man z.B. für: 

F(z) = c—c, 
u,= 0, u, — 1, 4=—1 nehmen. Alsdann wird G(s; ...c,, ...) = 3°+27c}, 
und wenn nun c, nicht die dritte Potenz einer ganzen Grösse des Rationalitits- 
bereichs (9t, R", ...) ist, so ist 3°+27c; irreductibel, und dieser Ausdruck 
selbst ist also an Stelle von G,(s) als Primmodul zu brauchen. Die Con- 
gruenz (3**.) geht in diesem Falle in folgende über: 


(3) 4.(9¢,)(a’—e;) = (9e67—5s*(18e2--90,3 4-3) (186,2 — 90,5 -- 3°) 
(mod. 3°+ 27 c3), 


und diese wird, wenn man darin c, = 2 setzt, mit derjenigen übereinstimmend, 
welche ich im Anfange des Jahres 1885 Herrn P. Mansion brieflich mitgetheilt 
habe, und welche alsdann in der Mathesis vom Mai 1885 abgedruckt worden 
ist. — Ist c, — a? und a eine Grösse des Rationalitätsbereichs (9', $t", ...), 
so ist 3?+3a? einer der irreductibeln Factoren von 3°+27c}, und es kommt: 


4(a—a) >= (r—a)(2z--s-c-a)(2r—5-Fa) (mod. 3’+ 3a”), 
wodurch die Einführung von Y—3 bei der Factorenzerlegung von 2z?— a! 
vermieden wird. 


$ 3. 
Für das Modulsystem, dessen » Elemente sind: 
a,y(. ee Cry .. )— (3; eee Crs .. .) (, k 21,2, ... n) 


ist offenbar: 
pe, ED) Hey. ons...) qe; 0 +.) hh em 
Verbindet man diese Congruenz mit der Congruenz (3**.) des $2, so ergiebt 
sich, dass die Congruenz: 
(4)  w(..€, ... (c) = y(...0c, ...) F(x) 
für das Modulsystem: 
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(390 (BD; oy rl, ...)— pes ... 0...) ...) ehem 


bestehen muss. Die Elemente dieses Modulsystems sind ganze Grössen des 
natürlichen Rationalitätsbereichs: 
(3, z,, 0 ... Bay 9t, 9U, ... ROY), 

also ganze ganzzahlige Functionen dieser n+n unbestimmten Variabeln. 
‚Es ist ein Primmodulsystem, weil G,(s) irreductibel und jedes der andern 
Elemente in den Grössen zx linear ist; es ist ferner offenbar vom Range n+ 1. 

Da das mit (M) bezeichnete Modulsystem prim ist, so kann in der 
Congruenz (4.) der Factor y^, welcher offenbar das Modulsystem nicht ent- 
hült, weggelassen werden, und es ist also: 


(4*) (2) = F(z) (mod. (M)), 
oder, wenn auf beiden Seiten der Congruenz nach Potenzen von zc ent- 
wickelt wird: . 

(4*5 = e, (mod. (M)) (& = 1,2... m), 

Bezeichnet man nun, wie im $ 12 (S. 38) meiner mehrfach eitirten 

Festschrift, mit g(z,, a, ... æ,) eine ganze Function einer Gattung oter Ord- 
nung und mit d(g, f, fr, ... ) - 0 die Gleichung ote? Grades, welcher 
die Function g genügt, so ist: 


Il (y —(z,; Ton ses v,.)) = P(y, h, b. ... 12, 


wo sich die Multiplication auf alle diejenigen Permutationen (0,, 02, ... 0.) 
erstreckt, für welche die Function g verschiedene (conjugirte) Werthe an- 
nimmt. Es besteht also die Congruenz: 


Il (y —g(« jq 0,)) == Ply, e, Cy... Cy) 
für das Modulsystem (f, —e,, f:—c, ... [,—c,) und also auch für das Modul- 
system (M), da dieses, gemäss der Congruenz (4**.), in dem ersteren ent- 
halten ist. Wenn nun die Gleichung ®(y, c, c, ... e,)— 0 durch einen 
Werth y = c befriedigt wird, der dem Rationalitätsbereich (9t, RN", ... 90€—7) 
angehört und demnach auch eine ganze Grösse dieses Bereichs sein muss, 
so wird: 

I (c—g(@,, Eon ... 2,,)) == 0 (mod. (M)). 
Weil aber das Modulsystem (M) prim ist, muss mindestens einer der 
Factoren dieses Products congruent Null sein, und man kann daher an- 
nehmen, dass: 
5.) g(a, a, ... 2) — c (mod. (M)) 
63* 
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ist, da man ja, falls die conjugirte Function g(z,, 24, ... 2,,) congruent 
c wäre, diese selbst als g’(z,, 25, ... 2,) bezeichnen und als die erste der 
conjugirten Functionen nehmen könnte. 

Es sei nun g, eine ganze Function einer Gattung Aóchster Ordnung: 
für welche die entsprechende Gleichung 2,(y)=0 eine rationale Wurzel 
und dabei eine von Null verschiedene Discriminante hat. Es seien ferner 
Go, Qo; Go, ... Functionen des durch g, repräsentirten Gattungsbereichs, 
und zwar seien Q», gv, Qu, -.. ganze ganzzahlige Functionen von 2,, 2... c, 
welche ausreichend sind, um jede ganze ganzzahlige Function des Gattungs- 
bereichs (go) als lineare homogene Function von 9, Qu, Qo , ... 80 dar- 
zustellen, dass die Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von f, f; ... f, 
werden. Die Functionen gj du, go, ... bilden dann die Elemente eines 
Fundamentalsystems der Gattung g,, und für alle diese Functionen g, bestehen 


Congruenzen: . 
Qo €» gu — 09, go =a, ... (mod. (M)), 


in welchen c, cj, ©, ... ganze Grössen des Bereichs (R', R", ... 90072) 
bedeuten. Denn gemiiss den Entwickelungen tiber die Theorie der Gattungen 


m 


im $ 12 meiner Festschrift existirt für jede dieser Functionen gu, 9», gu, ... 
eine Gleichung: | 

(6.) Qi (ws, c» ... z,)v (fs fy. f.) = qx (go (a, Sa. EX) fly hse fads 
in welcher œ und v ganze ganzzahlige Funetionen der in den Parenthesen 
enthaltenen Grössen bedeuten. Dabei ist v nichts Anderes als die Discri- 
minante jener Gleichung 2,(y, f, fa ... m) >= 0, welcher gy(z,, c4 ... æ,) 
genügt, und es ist daher der Voraussetzung nach w(c, c, ... c) => 0. 
Aus der Gleichung (6.) folgt aber die Congruenz: 


(7) gfP(m, ao, ... a) V (6, € «++ 6) — qu (go(fu, En +++ Lay En Cay ++ Cy) 
(mod. (M)), 


da, wie oben gezeigt worden, f,—- c, (mod. (M)) für jeden Index h ist, 

und hieraus ergiebt sich mit Hülfe der Congruenz (5.), dass in der That: 
(5*.) | gS (a, a, ... æ,) = cf (mod. (M)) 

wird, wenn man c(? mittels der Congruenz: 


cl w/e, CH... C,) = Pp, (€, Cy, Cy... €,) (mod. (M)) 
bestimmt. 
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§ 4. 
Die im zweiten Paragraphen gebrauchte Zerlegung der Galoisschen 
Function G(s, ¢,, ©, ... c,) in ihre irreductibeln Factoren führt auch zur 


m 


Bestimmung der am Schlusse des $ 3 charakterisirten, durch g', 9°, g', 
repräsentirten Gattung von Functionen. Bedeuten nämlich u, 2, ... t4 
„unbestimmte“ Grössen und setzt man analog den obigen Bezeichnungen: 
ITS wa, hr, — tem.) = G'(s., fh f . Inh 
so wird vermöge der mit (4**.) bezeichneten Congruenzen: 
I (3°—uya, de, ur.) = G'(s, c, c, ... c,) (mod. (M)). 

Die Multiplication ist hier über alle Permutationen ($, 4, ... i) zu er- 
strecken. Denkt man sich nun G'"(s", c,, c, ... c,) in irreductible Factoren 
zerlegt, so muss, da (Qt) ein Primmodulsystem ist, für jeden bestimmten 
Werth !?= wz;-Ftr,-:-:-- u.c, mindestens einer dieser irreductibeln Fac- 
toren mod. (M) congruent Null werden. Da aber eine Congruenz f(s) = 0 
für ein Primmodulsystem nicht mehr Congruenzwurzeln haben kann, als der 
Grad der ganzen Function f(s) beträgt, so muss jeder irreductible Factor 
von G'(3", c, & ... c,) für so viel Werthe 3° = «iz, - uz, d- --- taz, 
congruent Null werden, als sein Grad in Beziehung auf s" beträgt. Es 
muss daher, wenn G(s") derjenige irreductible Factor von @"(z", ¢,, ©, ... c.) 
ist, welcher für 3° = w2,+%2,+--+u,x, congruent Null wird, eine Con- 
gruenz bestehen: 

(8) Ge) = n (s"—wiz,, ur, —--—,2,) (mod. (M)), 
wo sich die Multiplication auf gewisse Permutationen (r, rj ... r,) bezieht, 
zu denen die Permutation (1, 2, ... #) gehört, und deren Anzahl gleich 
dem Grade von Gj(s") ist. 

Wenn man in der Congruenz (2*.) des $2 die Unbestimmten s für 
die Unbestimmten sw substituirt, ferner die Grössen z,, 2, ... x, in z,, 
T,, ... v, permutirt und endlich das Modulsystem (f, —e,, fa—@:, ... f,—c,) 
durch das gemäss den Congruenzen (4**.) darin enthaltene, mit (Qt) be- 
zeichnete Modulsystem ersetzt, so resultirt die Congruenz: 


9) | Lp (C. Coy ce. On My tay +. U) 

|= Py (uim, +, tt; Cry Cry see Cu; My th, ss. 0) (mod. (M)), 
welche zeigt, dass jede der Grössen x sich mod. (I) als rationale Function 
irgend einer der Wurzeln der Congruenz G(s”) = 0 (mod. (M)) darstellen 
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lässt. Jede dieser Congruenzwurzeln selbst ist also mod. (M) eine rationale 
Function jeder andern, und wenn man diese Congruenzwurzeln mit sj, 
$5 ... 3. bezeichnet, so ist daher: 

(10) sera) Gi(9)-— II(s'—s) (mod.(M) wa=ız..n, 
wo 60(?(s") eine ganze Function von 3’ bedeutet, deren Coefficienten rationale 
Functionen der unbestimmten Variabeln 9t und der Unbestimmten #’ sind. 
Aus den Congruenzen (10.) erhellt, dass die Functionen 0%, mod. (Qt) be- 
trachtet, eine Gruppe bilden. Denn das Product: 

(a" — 69^ (4) (s" — 8t? (82)... (s"— 4(8!)), 
welches offenbar den Factor s'—5, enthält, ist mod. (9) einer ganzen 
Function von 3’ congruent, deren Coefficienten rationale Functionen der 
Grössen 9t und v" sind. Bezeichnet man dieselbe mit P(z") und den grössten 
Theiler, welchen P(s") mit G;(2^) im Sinne der Congruenz mod. (M) gemein — 
hat, mit W(s"), so kann nach art. III, $5 meiner Abhandlung „über einige 
Anwendungen der Modulsysteme ete." angenommen werden, dass die Coef- 
ficienten von W(s") ebenfalls rationale Functionen der Grössen 9t und w' 
sind. Da nun W(z^, mod. (Dt) betrachtet, ein ‘Theiler der Function G(s") 
und diese wiederum ein Theiler der Function G"(2") ist, so muss eine Congruenz: 
G(s", c c, ... 697 W(s)V(s) (mod. (M)) 

bestehen, in welcher G’ — wie im Anfange dieses Paragraphen — die 
Galoissche Function und V(s") eine ganze Function von s" bedeutet, deren 
Coefficienten rationale Functionen der Grössen R und w sind. Da aber 
das Modulsystem (M) nur aus den Elementen: 


G,(s), ..., DW... ...)—q44(85 -.. €, p e Sus n) 
besteht, und in jener Congruenz G"(s"-— W(s^V(s" weder die Variable z 
noch die Variabeln z,, a2, ... 2, vorkommen, so muss die Gleichung: 


GG, €, €, ... 6) = We) Vs" 
bestehen, welche mit der Voraussetzung, dass G,(s") einer der trreductibeln 
Factoren von G(s") ist, in Widerspruch stehen würde, wenn W(s") in Be- 
ziehung auf 3’ von niedrigerem Grade wäre als Gi(s". Nun ist aber W(s°), 
mod. (D?) betrachtet, der grösste gemeinsame Theiler der Functionen Gi(s) 
und P(z”), welche beide in Beziehung auf 3" von demselben Grade r sind. 
Es muss also W(s°), da es von eben demselben Grade r sein muss, sowohl 
mit P(z”) als auch mit @(z") für das Modulsystem (M) congruent sein. 


Daher muss: 
P(") = G(s") (mod. (M)) 
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oder: 
T1(3" — 65 (@;)) =: H1(3"—3;) (mod. (M))  m2=12,...7) 
sein und demnach 
0 (s; für jeden der r Werthe g = 1, 2, ... r mit je einer der 
Grössen zj, 3, ... 3 mod. (Mt) übereinstimmen. 

Da die Functionen 6(” also eine Gruppe bilden, so bilden auch die 
Permutationen (r, r., ... r,) eine Gruppe, und es giebt daher eine Func- 
tionen-Gattung g(z, 2, ... æ,), zu welcher diese Permutationen gehören. 
Setzt man in der obigen Congruenz (8.) für s", uj, #2, ... #2 irgend welche 
unter einander verschiedene ganze Zahlen, so wird Gj(s") eine Grösse des 
Rationalitätsbereichs (tU, 9", ... 91075, welche mit c bezeichnet werden 
möge, und das Product auf der rechten Seite wird offenbar eine ganze 
ganzzahlige Function von z, 2, ... r,, welche mit g(z, a, ... m,) be- 
zeichnet werden möge. Es resultirt daher eine Congruenz: 

(AL) g(a, m, ... 2.) == c (mod. (M)), 
in welcher g die Gattung reprüsentirt, welche durch jeden der irreductibeln 
Factoren der Galoisschen Function von F(a) bestimmt wird. Diese irre- 
ductibeln Factoren sind sämmtlich von gleichem Grade, und die Gradzahl 
selbst ist gleich der Anzahl der Permutationen der Gattung g. 

Bedeutet (y, fi, 5, ... f.) = 0, wie oben im $3, die Gleichung, 
welcher g(z,, 74 ... z,) genügt, so ist: 


d(g(z,, Lo, + T4), fy fay ee f.) = 0, 
und da: | 


ga, T4 ... z)-2-6, fa, heim ... f,—=c, (mod. (M)) 
ist, so muss 9(c,.c,, c, ... c,) für das Modulsystem (Qt) congruent 
Null sein. Die #+1 Variabeln 3, z,, &,, ... æ,, aus denen die n+1 Ele- 
mente des Modulsystems (Mt) gebildet sind, kommen aber in P(e, c,, ©, ... c.) 
‘nicht vor; es ist daher ebenso wie oben zu erschliessen, dass die Gleichung: 

d(c, ce, c, ... C,) = 0 
bestehen muss. 


§ 2. 

Wendet man die Entwickelungen, welche am Schlusse des $ 3 an 
die mit (5.) bezeichnete Congruenz gekntüpft worden sind, auf die Congruenz 
(11.) des $ 4 an, in welcher g die dort hervorgehobene besondere Bedeu- 
tung hat, so zeigt sich, dass für das Modulsystem (M) die Congruenzen: 
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ne 


11) ehe... fa; g ae, g’ —c,9' e", 
erfüllt sind, und es ergiebt sich demnach als ein Hauptresultat, 
dass das Modulsystem (3t) in dem Modulsysteme: 

M) Armen hen... hans ge, g"—e", g"—e", ...) 
enthalten ist, wenn g', 9, 9. ,... die Elemente eines Fundamental- 
systems der Gattung bedeuten, welche durch einen der irreductibeln 
Factoren der von F(z) abgeleiteten Galoisschen Function be- 
stimmt wird. 

Es soll nun erstens gezeigt werden, dass dieses Resultat noch Gel- 
tung behält, wenn dem Modulsysteme (M,) das Element: 
3—142,—93;2,—-:- — UT, 
hinzugefügt wird, und es soll dann zweitens gezeigt werden, dass auch um- 
gekehrt das Modulsystem (M,) bei Hinzufügung dieses neuen Elementes 
in dem Modulsysteme (WM) enthalten ist. | 
Aus der Congruenz (2**.) im $ 2 folgt unmittelbar, dass: 


yC b 22 mz, = Zu qi; eh eee) (mod. 3—u, 2, 9,2, —--- —t,2,) 
(A, E= 1, 2, ... 9) ° 
wird, oder also: 
sy(.. a" = = 24913; . » ths e ..) (mod. 3 — U I, — Lo — UT) 
(a k= 1, 2, 
Diese Congruenz behält aber ihre Geltung auch für jeden Modul: 
5 — T, — 6T; — — UT, 


und es ist daher: 


(12) sw(..f,..) = = Xue; e. In ..) (mod, G(s, fi, fo ... £2). 


(4, k— 1,2. ... n) 
also ferner 


(12*) sy(..6, ...) = Supls; ... €, ...) (mod. G, (s) (A, kc 1, 2, ... m), 
Nun besteht offenbar die Congruenz: 

(s— ua). es, ..) = BW. 6 so) EUG (Bi ... hy es) RELY) 
für das aus den Elementen: 

x, w(.. » )— Gi (33 wee Cys - ..) (A k=12 ... 9) 
gebildete Modulsystem. Es "sind dies’ auch die letzten » Elemente des 
Modulsystems (M). Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Congruenz 
ist aber für den Modul G,(z), der das erste Element des Modulsystems (M) 
ist, in Gemässheit der Congruenz (12*.) congruent Null; es ist daher auch: 

(3-2m2)%(...6, ...) = 0 (mod. (M)) (Mk=12,...n), 


und hieraus ergiebt sich unmittelbar die Congruenz: 
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$—9,2,—9,2,—-.—Hu,7, == 0 (mod. (M)), 
deren Richtigkeit nachgewiesen werden sollte. | 
In Beziehung auf den nunmehr zu führenden Nachweis, dass jedes 
der Elemente des Modulsystems (M) das aus den Elementen: 
h—e fen ons 9—6, 9 —0, g—c", ...; 3-UE-mI— — UT, 
gebildete Modulsystem enthält, bemerke ich zuvörderst, dass sich dies für 
die letzten » Elemente des Modulsystems (M): 


TWO ...)—.(85; ... €, oes) (4, k=1, 2, ... 9) 
schon aus der Congruenz (2*.) des § 2 ergiebt, gemäss welcher offenbar: 
2, U(...6,, JE 44(8; ...6,,...) (odd. 3 un — 6,093 i— 6, ... Ta Cn) 

(A, k= 1, 2...) 


wird. Es ist also nur noch nachzuweisen, dass G,(s) == 0 (mod. (3f) 
wird, oder also dass die Congruenz: 
(13) | G,(@a,a,4+4,2,+---+4,2,) = 0 
(modd. f,—¢,, 5—c, ... —6; gi—e’, a —c, ...) 
besteht. 

Die Riehtigkeit dieser Congruenz erhellt nun gemiss der Ausführung 
am Schlusse des $ 20 meiner mehrerwühnten Festschrift einfach daraus, 
dass, wie im § 11 derselben gezeigt ist, G,(u,2,4- 4,.2,+---+u,2,) für alle 
diejenigen Werthsysteme x — £4, 2, — 5$,, .... z, — £. gleich Null wird, 
für welche die Gleichungen: 


n 


(14) ec, hoc, ... he g-c, (ec, g"=c", 
befriedigt werden, d. h. dass die Resolvente dieses Gleichungssystems durch: 
Gun - i, T, Eum) = 0 
dargestellt wird. Hier bedeuten £&, &, ... £,, wie a. a. O., die n Wurzeln 
der Gleichung F(x)=0. Aber man wird eben, wie schon oben erwähnt 
ist, mittels der Congruenz (3**.) des $ 2 oder auch mittels der Congruenz 
(4* des $ 3 der Einführung der algebraischen Grössen enthoben und braucht 
an Stelle des 'Gleichungssystems (14.) nur das oben mit (11*.) bezeichnete 

System der Congruenzen, unter Hinzufügung der Congruenz: 
3 TI Wcrgbfrcedcuu,, 
d. h. also das System von Congruenzen: 
(13) [hio © hBbxe...h.6;9 cd, =c", ...; 
| 3.- WT, tm + +, (mod. (M)) 
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zu Grunde zu legen, deren Richtigkeit oben nachgewiesen worden ist, um 
ohne die Vermittelung algebraischer Grössen das Bestehen der Congruenz (13.) 
zu erschliessen. Dies soll im folgenden Paragraphen ausgeführt werden. 


§ 6. 
Bildet man die »+1 Functionen von 2,, 2, ... æ,: 
U,2,+ H%)X.+-+-+4,2,— 5, 
0,(fi— 6) vi (5 62) ++) + ,(g'—e') + ©, ge") + 10, (8 —c")4+---, 


(A= 1, 2, ... 8) 
WO 0,, €, ce t0, ©,, ... Unbestimmte bedeuten, so wird deren Resultante 
eine ganze ganzzahlige Function von 3, ©, €;, ... CG, c', c", €", ... und 


den Unbestimmten s, e, w.  Bezeichnet man nun den grössten von den 
Unbestimmten: 

Or, Or, ee SU, any, Wir Wey es (h— 1,2, ... 9) 
unabhängigen Theiler dieser Resultante mit G(s), so erschliesst man genau 
so wie im $ 20 S. 75 meiner erwähnten Festschrift, dass G(s) das Modul- 
system enthält, dessen Elemente die Functionen: 
t8 2 3-952; du m,—5; fc, he, ... 5-6: 9—06, 9 —0, cd", ... 
sind. Da aber jedes dieser Elemente gemäss den Congruenzen (15.) das 
Modulsystem (M) enthält, so muss die Congruenz G(s)—0 (mod. (M)) 
bestehen, welche sich offenbar auf eine Congruenz für das erste Element 
des Modulsystems (M): 

(16.) G(s) = 0 (mod. G,(a)) 
reducirt, da die Function G(z) von den Variabeln x, die in den übrigen 
Elementen vorkommen, unabhängig ist. 

Gemäss den obigen Entwickelungen in den $$2 und 3 lassen sich 
stets Primmodulsysteme bestimmen, für welche diejenige Function, welche, 
gleich Null gesetzt, die Resolvente eines Systems von n Gleichungen mit 
n Unbekannten repräsentirt, einem Product von Linearfactoren congruent 
wird. Die » Gleichungen selbst werden also, als Congruenzen für eben 
dieses Primmodulsystem aufgefasst, durch so viel Werthsysteme der Un- 
bekannten befriedigt, als die Anzahl jener Linearfactoren beträgt. Bezeichnet 
man mit /'(s) einen zur Zerlegung der Resolvente des Systems: 


F,(a1, 2; ... 2) = 0 (h— 1,2, ... 8) 
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geeigneten Primmodul und mit 


IR Sony "P Ex (k=1,2,...r) 
die Werthe, für welche die » Congruenzen: 
F,(E,, £y ... £4) = 0 (mod. I(s)) Gore!) 
erfüllt sind, so kann die Resultante der #+1 Functionen: 
Fe, 2,4... u) Fifa, In ... 2), ... Fan 04 ... 0) 
mit Hülfe des Products: 
TI FE Ss eee Ex) (k=1, 2,... r) 


gebildet werden. Dieses Product ist eine ganze Function von s, deren 
Coefficienten demselben Rationalitätsbereich angehören wie die Coefficienten 
der Functionen F, und welche als symmetrische Function der Werthsysteme 
£a. £5, --- $45, im Sinne der Congruenz modulo J(s), von s unabhängig 
ist. Der Rest der Division durch 7'(s) ist daher eine rationale Function 
der Grössen, welche den Rationalitätsbereich der Coefficienten von F, 
F,,... F, bilden. Sind nun diese 2+1 Functionen vollständige ganze Func- 
tionen (gewisser Dimensionen) von z, 2, ... z,, deren verschiedene Coeffi- 
cienten selbst die Elemente des Rationalitätsbereichs reprüsentiren, so ist 
der Zähler jenes Restes der Division durch 7/'(z) diejenige ganze ganz- 
zahlige Function der Coefficienten von EF, F,, ... F,, welche als die Resul- 
tante des Functionensystems (F,, Fj, ... F,) zu bezeichnen ist. 

Mit Hülfe der so definirten Resultante kann die Resolvente eines 
Systems von #+1 Congruenzen mit »-- 1 Unbekannten: 


d, (as, TZ eee T.) =: 0 . (A=, l, ... ™) 
gebildet werden, indem erst z,— r—u,7,—95,27,—-- —*,c, und ferner: 
d.(r—u,c,—1,2,—:: — UL, Ty, X4... 2) = F(a, v4... 4$) Ast... 


gesetzt wird. Die Resolvente wird alsdann eine ganze Function von z, 
mit deren Hülfe wieder in der oben angegebenen Weise die Resultante 
eines Systems von s--2 Functionen mit »4- 1 Variabeln definirt werden kann. 


Nach der angegebenen Bildungsweise der Resultante muss G(s), 
abgesehen von einem von s unabhängigen Factor, dem Producte aller der- 


jenigen Linearfactoren s—2,¢,—«#,$,—---—u,§, congruent sein, für welche 
die Congruenzen: 

(17) hen hen... fray gree, g'—c', g" e", 
erfüllt sind, wenn in den Functionen f und g die Variabeln z,, 2, ... c, 
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beziehungsweise durch £, &, ... 5, ersetzt werden. Hierbei kann man als 
Modulsystem dasjenige nehmen, welches entsteht, wenn man in dem mit 
(D) bezeichneten Modulsystem die Variable 3 durch eine andere, z.B. s" 
ersetzt, um sie nicht mit der in den Linearfactoren vorkommenden Variabeln 
s zu confundiren. Die Grössen & sind dann ganze Functionen von s", und 
da gemäss den Congruenzen f, == e, fp =, ... f, =c,: 
EE te FE HG, Harrer then ... 55.56 
also für ein unbestimmtes x: 
(s—&)(z—&)...(z—&) = F(s) 
sein muss, so besteht für je zwei verschiedene Werthsysteme &,, &, ... &, 
und 5, £, ... &, die Relation: 
(z—5)(2—&)...(z—&) = (z—&)(z— 8)... (z— &), 
aus welcher hervorgeht, dass die Grössen § mit den Grössen &' (abgesehen 
von der Reihenfolge) übereinstimmen. Die Werthsysteme, welche den 
Congruenzen (17.) genügen, sind hiernach in folgender Weise darzustellen: 


Ww, = 4, T= 5 ... Di 
WO fi, r;,... r, eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... n bedeutet, und 
es treten dabei offenbar alle Permutationen der durch das Functionensystem 
0.909,09 ,-... reprüsentirten Gattung auf, aber auch keine andern. 


Hiermit ist nachgewiesen, dass der Grad der Function G(s) mit der 
Anzahl der Permutationen der Gattung (g', g’, 9 , ...) übereinstimmt. Da 
aber diese Anzahl, wie schon ‘oben nach Herleitung der Congruenz (11.) 
bemerkt worden, wiederum gleich dem Grade des mit @,(z) bezeichneten 
irreductibeln Factors der Galoisschen Function von F(a) ist, so müssen die 
beiden Functionen G(s) und G,(s) von gleichem Grade und folglich, wegen 
der Congruenz (16.) mit einander identisch sein. 

Nun ist schon oben gezeigt worden, dass das Modulsystem: 

52,152, tn fen hb—€, ... fc; 
g—c, g'—ec, ge", 
in der Function G(s) enthalten, d.h. also, dass die Congruenz: 
Gr, 4-2; 4-4 u.a.) == 0 
(modd. f,—c¢,, 5—6, ... fa—Cns G—C, g'—c", GB —c , ...) 
erfüllt ist. Da sich nun jetzt die Function G,(s) als mit der Function G(s) 
identisch erwiesen hat, ist der Nachweis fiir die Richtigkeit der oben mit 
(13.) bezeichneten Congruenz erbracht. 
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$ 7. 
In den beiden vorhergehenden Paragraphen ist die Aequivalenz der 
zwei Modulsysieme: 


(00 (aD; ..., DW Cay 2-95; ... 0, e) HEH. m), 
(ar) ns h— €» e.h-6;:g—c06,9—6,9 —C€ , ...5 
5 —U,7,— 152, —::: — U, L,) 
dargethan worden. 
Aus dieser Aequivalenz folgt, dass die Congruenz (5.) im $3: 
QT, 24 ... 2) = c (mod. (M)) 

auch modulo (3t) gelten muss, und — da die Ausdrücke auf beiden Seiten 
der Congruenz unabhängig von s sind — auch für das Modulsystem (M,) 
des $5. Für jede ganze Function g, für welche die entsprechende Gleichung 
P(g, ci, ©, ... c,) = 0 eine rationale Wurzel g — c hat, muss also eine 
Congruenz g — c (mod. (M,)) bestehen, und es kann daher die Differenz 
g—c den Elementen: 


h-e h- e fae; ge, ge, g'"-c" 
des Modulsystems Qn) hinzugefügt werden, ohne dasselbe zu 1 verändern. 
Es seien nun, wie am Ende des $3: 


Golan Za +++ Ly), Holen Ys Te) Qo (Xn Ta. Ta), 
die Elemente eines Fundamentalsystems einer Gattung von Functionen, für 
welche die identisehen Gleichungen: 


d» (Go, f. f» . EL. 0, BG, 1) fy cee i.) = 0, 
bestehen, und zwar sei dies die Gattung höchster Ordnung, für welche die 
Gleichungen: 

P'(Qn €, Coy ... 6) 0, DB" (gi, e En ... 6) = 0, 
rationale Wurzeln 9,=c, go — ©, ... zulassen. Alsdann bleibt nach den 
| obigen Entwickelungen das Modulsystem (M,) bei Hinzufügung der Elemente 
Qo—€» Gi —Coy Qo —€»o, ... ungeündert. Es ist aber im Anfange des § 5 
das yen (3t) dadurch charakterisirt worden, dass die Functionen 


ım 


0,9, 9 ,--- bei den zu den Elementen: 
hc, fo— C2, [s— Cs, JE 2 f.—e, 
hinzugefügten Elementen: 


' ! n "n m n 
8-6, ge, § —e, 
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ein Fundamentalsystem derjenigen Gatiung bilden, welche durch die irre- 
ductibeln Factoren der Galoisschen Function von F(x) bestimmt werden. 
Diese Gattung (g, 9", 9", ...) muss also die Gattung (g, go, go, ---) 
unter sich enthalten. Denn sonst würde eine dritte Gattung (G), welche 
diese beiden Gattungen unter sich enthält, durch lineare Verbindungen: 
ag” + gi? (& kel 2,..), 
in welchen à eine ganze Zahl bedeutet, charakterisirt werden kónnen, und 
es würden vermóge der Congruenz: 
ag? -Fgf? = ac+c (mod. (M,)) 
an die Stelle der Elemente g'—c', g —c', g —c' , ... in dem Modulsysteme 
(M,) solche Elemente: 
G—C, G'—-C", G"—C" | 
gesetzt werden können, in welchen G', G", G'", ... einer Gattung höherer 
Ordnung angehören als diejenige, deren Fundamentalsystem g', g^, g' , ... ist. 
Am Schlusse des $ 4 ist gezeigt worden, dass die Gattung (g', 9", g’”, .-.) 
selbst eine derjenigen Gattungen ist, für welche die Gleichungen: 
P(g, c, c, ... 6) = 0 


eine rationale Wurzel g — c haben, wenn 
)(g(r, 4... x), fy b... fa) = 0 

die identische Gleichung ist, welcher eine der Gattung (g', g", 9", ...) 
angehörige Function g(z,, 2, ... æ,) genügt. Der Voraussetzung nach ist 
aber (go go, Qo , ---) die Gattung höchster Ordnung unter allen diesen 
Gattungen. Ihre Ordnung kann also nicht kleiner als die Ordnung der 
Gattung (g', 9, 9, -..) sein, und die Gattung (gs go, gu; -..) muss daher, 
da sie — wie so eben gezeigt worden — unter der Gattung (g,9',9 ,...) 
enthalten und doch von nicht kleinerer Ordnung ist, mit eben dieser Gattung 
(9, 9, g , ...) identisch sein. 
| Die durch die irreductibeln rationalen Factoren der Galoisschen Func- 
tion G(z, c,, €, ... c,) bestimmte Gatiung, welche durch die Gesammtheit der 
Elemente des Modulsystems (M,) repräsentirt wird, ist also zugleich die Gattung 
höchster Ordnung, für welche die definirende Gleichung eine rationale Wurzel hat. 

Hiermit ist die am Schlusse des $ 3 charakterisirte Gattung in der 
Weise bestimmt, wie es im Anfange des $4 angekündigt worden ist. 

Aus der Aequivalenz der Modulsysteme (M) und (M) folgt aber 
ferner, da das erstere sich als ein Primmodulsystem erwiesen hat, dass auch 
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das letztere ein Primmodulsystem ist, und da dieses offenbar dieselbe Eigen- 
schaft behält, wenn man das letzte Element s—w,2,—4,2,—---—u,x, weg- 
lässt, so ergiebt sich das Hauptresultat, dass das mit (M,) bezeichnete 
Modulsystem: | 
(h- e; Ban... fe; ge, ge, 9 765 ...) 
ein in dem Modulsysteme: 
(6, fo— €: eee fa— 6) 
enthaltenes Primmodulsystem ist, für welches gemäss § 1 die Congruenz: 
(1*5 2"—e,a"'+¢,2""—--- tre, = (zm—c,)(2—2)...(z—2,) 

besteht. Durch die Bestimmung des Primmodulsystems (M,) wird die in 
der Einleitung gestellte Aufgabe noch in einer anderen Weise gelóst, als 


es oben im $ 2 geschehen ist, und in vieler Beziehung ist diese letztere 
Lósung vorzuziehen. 


$ 8. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten Resultate kónnen 
folgendermassen formulirt werden. 

Bedeutet G(s, fi, fo, ... fa} t, te, ... %,) das über alle »! Permu- 
tationen (f, #, ... 4,) erstreckte Product: 

II(s —u,r, u," — WE), 

dargestellt als ganze ganzzahlige Function der Variabeln 3, u, €, ... u, 
und der mit f,, f ... f, bezeichneten elementaren symmetrischen Functionen 
VON 2, 2, ... 2,, und versteht man unter: 


G(s, € €» ... 05 My, May... 4.) 
„die eon der Function: 


2"— €, a"! cox"? ~ cee + C, 


abgeleilete Galoissche Function“, in welcher c,, ©, ... c, ganze Grössen 
eines natürlichen Rationalitätsbereichs (3t, 98", ... 90€—?) sind, so reprä- 
sentirt jeder der irreductibeln Factoren von: 

G(s, Ci, Cy, ... Cy} ty, th, ... U) 
eine bestimmte Gattung von Functionen der Unbestimmten u, #, ... %. 
Es ist dies die „Afect-Gattung“ der Gleichung: 
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az"—ec,2" 7 4- ez" 7 —.. +e, = 0, 
wenn eben diese Gleichung irreductibel ist *). 
Bilden nun die ganzen ganzzahligen Functionen von w«, t, ... u,: 


la, tr, ... 9,9, (th, Mar o). QC, th ... Wu), 
ein Fundamentalsystem der Affect-Gattung, so ist jede ganze ganzzahlige 
Function von z,, z,, ... z,, welche dem durch das Functionensystem: 


(ga, x... 2) la. Er... m) Q9 (n, T... me.) 
charakterisirten Gattungsbereich angehört, als ganze homogene lineare 
Function von: 

Q' (a4, 24 ... £,) GQ (Ly, ms... m). Q9 (m, my...) 
darstellbar, deren Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen der elemen- 
taren symmetrischen Functionen f, fj... f, sind. Bezeichnet man mit 
Q(zr,, æ, ... æ,) irgend eine solche Function, so genügt dieselbe einer 
identischen Gleichung: 


dg, hi hs cae In) = 0, 
wo @ eine ganze ganzzahlige irreductible Function von g, fi, f., ... f, bedeutet, 
deren Grad in Beziehung auf g gleich der Ordnung der Function g, also 
ein Divisor der Ordnung der Gattung (g', 9", 9 , ...) ist. Die Gleichung: 
P(g, c, 06, ... 6) = 0 
wird durch einen „rationalen“ Werth g — c befriedigt, d. h. durch einen 
solchen, der zum Rationalitütsbereich (9', R", ... €^?) gehört. Bedeuten 
c, €, c, ... beziehungsweise die rationalen Wurzeln der zu den Func- 
tionen 9, 9, 9g , ... gehörigen Gleichungen, und ist: | 
HET T... T,) = ph, Joy cee 129 zi; Ta. 2,)-d- 9 (fu m et DIE Te c,) - Ug 


WO Qq, q', ... ganze ganzzahlige Functionen von f, f, ... f sind, so wird: 
| c — cq (e, c ... 6) 6 YP (Cy, € ... 6), 

und es lassen sich in dieser Weise die rationalen Wurzeln aller derjenigen 

Gleichungen, welche zu Functionen des Gattungsbereichs (g', g”, 9 , ...) 

gehören, aus den Wurzeln der zu g',g’, g , ... selbst gehörigen Glei- 

chungen bilden. Die Functionen g des Gattungsbereichs (g', g”, 9", ...) 

sind es aber auch allein, für welche die zugehörigen Gleichungen: 


D(g, Cy en... 6) = 0 


*) Vgl. § 12, 5. 36 meiner mehrfach citirten Festschrift. 
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eine rationale Wurzel g = c haben, und die Gattung (g', 9,9 , ...) kann 
daher auch eben dadurch definirt werden, dass die zugehörigen Gleichungen 
rationale Wurzeln haben. 

Nach den hier angenommenen Bezeichnungen ist das Modulsystem: 


(M) (hen Ban -.. fes; ge, g —c", 9 —e6 , ...) 
ein in dem Modulsysteme: 
(fi -6, h- Cry +... Î.— 6) 
enthaltenes Primmodulsystem, für welches die Congruenz: 
gz"—ce,a2" pea" —.Re, = (r—m)(r—-)...(r—2-.) 
stattfindet, für welches also die Function: 
z"— cc" 4- ¢,2""—--- +e, 
sich als Product von s linearen Factoren darstellen lässt. 
Nach dem Galoisschen Princip, wie ich es im $ 12 meiner Fest- 
schrift zu Herrn Kummera Doctorjubiläum ausführlich dargelegt habe, tritt 
an Stelle der Gleichung: 


z"—cm" +2’ — +0, = 0, 


- wenn deren Wurzeln §,, &, ... &, sind, das Gleichungssystem: 


«En En En ee ee, 6 ws 


(k=1,2,...») 


und jede ganze ganzzahlige Function der n Wurzeln &, &, ... §,, welche 
einen rationalen Werth hat, lässt sich als ganze ganzzahlige Function der 
Functionen fi, f, ... fa 9, 9 > g',... und zwar so darstellen, dass sie in 


Beziehung auf die Functionen g linear und homogen wird. 
Hier zeigt sich aber eine neue und tiefere Bedeutung des Galoisschen 
Prineips darin, dass es in dem Functionensysteme: 


(a, 2. ... u) 6% gan 24... 2,)—c', g (m, $4 ... 7) —C", 
(k 1,2, ... n) 


ein Primmodulsystem liefert, für welches die Function: 


x" —¢, 2" oem —--- +6, 
dem Producte: 
(a —a,)(z — 2)...(z--z,) 
congruent wird. Da .nun bei Congruenzen für Primmodulsysteme, genau 
ebenso wie bei Gleichungen. der Satz gilt, dass ein Produet nur dann Null 
werden kann, wenn einer der Factoren Null ist, so ist jede Deduction, bei 
Journal für Mathematik Bd. C. Heft 4. 60 
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welcher die Darstellung einer ganzen Function von z als Product: 
(r—5)(2—5)...(z— 5) 
verwendet wird, unmittelbar, und ohne dass die Einfachheit irgendwie be- 
einträchtigt wird, dahin zu modificiren, dass nur die Darstellung als Product: 
(z —a,) (x —25)...($— a.) 

im Sinne der Congruens für ein durch das Galoissche Princip geliefertes 
Primmodulsystem benutzt wird *). Das Galoissche Princip ist es also, welches 
die Einführung und Verwendung der algebraischen Grössen überall da ent- 
behrlich macht, wo nicht die Isolirung der unter einander conjugirten alge- 
braischen Grössen, d. h. also die Isolirung der verschiedenen Wurzeln einer 
irreductibeln Gleichung erfordert wird. Dies geschieht aber z.B. in der 
arithmetischen Theorie der algebraischen Zahlen, welehe in Wahrheit eine 
Theorie der in Linearfactoren zerfüllbaren Formen ist, nur dort, wo die 
Existenz von Einheiten nachgewiesen wird. Da jedoch die auf die Formen 
bezüglichen Resultate, welche aus der Existenz von Einheiten hergeleitet 
werden, ohne den Begriff des Algebraischen gefasst werden können, 80 
wird bei einer rationellen Behandlung der arithmetischen Theorie der zer- 
legbaren Formen vom Begriffe des Algebraischen überhaupt zu abstrahiren - 
und auf Methoden zurückzugehen sein, welche wie die Gaussschen in der 
V. Section der Disquisitiones arithmeticae den absoluten Rationalitätsbereich 
der natürlichen Zahlen eigentlich nirgends verlassen. 


*) So wird bei der Deduction im 8 6 nur die Zerlegung einer ganzen Function von 
zx in Linearfactoren im Sinne der Congruenz für das Primmodulsystem (M) benutzt. 
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94. 
94. 
96. 
97. 
96. 
99. 


100. 
100. 


100. 
100. 


Seite 
171—196 
123—151 

9'i —125 
10— 81 
121—136 
89—123 
256—263 


148—114 
301—334 

1—122 

1— 52 
338—364 
365—366 
268—260 


344— 348 
348 
93— 94 
141—145 
329—311 
19— 82 
490—210 
1— 9 
10— 50 
18— 80 


Inhalisverzeichniss der Bände 91 bis 100. 


Ueber ein Analogon im Raume zu einer speciellen Hypocykloiden-Be- 
Wegung. . . . ee ee s 
Angenäherte Trisection eines Winkels mit Zirkel und Lineal. 


R. von Lilienthal in Bonn. 


Ueber zwei Schaaren sphärischer Curven, deren Coordinaten elliptische 
Functionen sind. NM LS 

Allgemeine Eigenschaften von Flüchen, deren Coordinaten sich durch 
die reellen Theile dreier analytischer Functionen einer complexen 
Veränderlichen darstellen lassen. . 

Ueber Minimalflächen, welche durch elliptisc he Integrale darstellbar sind. 


R. Lipschitz in Bonn. 


Beiträge zu der Kenntniss der Bernoullischen Zahlen. 
Sur une formule de M. Hermite. (Extrait d'une lettre à M. Hermite.) 
Beitrag zu der Theorie der Bewegung einer elastischen Flüssigkeit. 


John C. Malet in Dublin. 


On certain definite integrals. . 


Hans von Mangoldt in Aachen. 


Ueber diejenigen Punkte auf positiv gekriimmten Flächen, welche die 
Eigenschaft haben, dass die von ihnen ausgehenden geodätischen 
Linien nie aufhören, kürzeste Linien zu sein. . 

Ueber die Classification der Flächen nach der Verschiebbarkeit ihrer 
geodätischen Dreiecke. 


Ludwig Matthiessen in Rostock. 


Ueber das sogenannte Restproblem in den chinesischen Werken Swan- 
king von Sun-tsze und Tayen lei schu von Yih-hing. 


F. Mertens in Graz. 


Beweis, dass alle Invarianten und Covarianten eines Systems binärer 
Formen ganze Functionen einer endlichen Anzahl von Gebilden 
dieser Art sind. 


A. Meyer in Zürich. 


Ueber die Klassenanzahl derjenigen ternären quadratischen Formen, 
durch welche die Null rational darstellbar ist. . 


Milinowski in Weissenburg i. E. 
Zur Theorie der Raumcurven vierter Ordnung erster Art. . 


Hermann Minkowski in Königsberg i. Pr. 


Ueber positive quadratische Formen. 
Ueber den arithmetischen Begriff der Aequivalenz und über die end- 
lichen Gruppen linearer ganzzahliger Substitutionen. 
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Band 


100. 
100. 


91. 
04. 


91. 


100. 


98. 


99. 
100. 
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Seite 
359—363 

364 

231—220 
131—141 
119—194 
1— 16 
606— 10 
89—120 
342—348 
23— 53 
21— 40 
254— 261 
223—230 
117—230 
211—316 
1— 9 
449—458 


518 Inhalisverzeichniss der Bände 91 bis 100. 


E. Netto in Berlin. 


Notiz über Gleichungen, deren Discriminante ein Quadrat ist. . 
Ein Theorem iiber die conjugirten Werthe einer rationalen Function 
von n Veränderlichen. ME 0. 


M. Noether in Erlangen. 


Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen. 
zug eines Schreibens an Herrn L. Fuchs.. 

Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven. 

Beweis und Erweiterung eines algebraisch-functionentheoretischen Satzes 
des Herrn Weiersirass. . 


Aus- 


Moritz Pasch in Giessen. 
Beweis eines Satzes über projective Punktreihen. 


Joseph Perott in Gra-Thumiac, Morbihan. 


Sur la formation des déterminants irreguliers.. . . . . . . 
Sur la formation des déterminants irréguliers. Second Mémoire. 
Demonstration du théorème fondamental de l'algébre. . 


Emile Picard in Paris. 


Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont uni- 
cursales. NE 


H. Picquet in Paris. 
Sur trois problémes fondamentaux relatifs aux surfaces du second degré. 


Preisaufgaben. 
Preisaufgabe der Jablonowskischen Gesellschaft zu Leipzig für das Jahr 
Preisaufgabe der Akademie der Wissenschaften zu Berlin für das Jahr 
1394. . 
F. Prym in Würzburg.  ' 


Kurze Ableitung der Riemannschen Thetaformel. . 


Gustav Rados in Budapest. 
Zur Theorie der Congruenzen höheren Grades. 


Otto Rausenberger in Frankfurt a. M. 


Beitrag zur linearen Transformation der elliptischen Functionen. 
Beitrige zur Theorie der elliptischen Functionen. 
Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. Il. 


Th. Reye in Strassburg i. E. 


Ueber das Strahlensystem zweiter Klasse sechster Ordnung von der 
ersten Art. . 


Band 


95. 
100. 


92. 
93. 


97. 


91. 


95. 
96. 
99. 


100. 


99. 


93. 


Seite 


331—239 


436—441 
301—303 
211—318 


224—229 


349—351 
232—236 
321—941 
141—146 

11— 18 
225—232 
301—322 
361—363 


124—131 


258—260 


335 — 340 
328—333 
251—26% 


8l— 86 


Inhaltsverzeichniss der Bände 91 bis 100. 


Band 
Ueber Coordinaten-Transformationen n'" Grades. . 94. 
Ueber lineare und quadratische Strahlencomplexe und Complexen-Gewebe. 95. 


Ueber die Singularitätenflächen quadratischer Strahlencomplexe und ihre 
Haupttangentencurven. . 97. 
Ueber die Hauptarten der allgemeinen quadratischen Strahlencomplexe 


und Complexengewebe. . . 98. 
Ueber quadratische Kugelncomplexe und Kugelncongruenzen, ihre Kreise 
und ihre Cykliden. . . 99. 
Lineare Construction des achten Schnittpunktes : von drei Flüchen zweiter 
Ordnung. . NEM + 100. 
Rosanes in Breslau. 
Ueber abhängige Punktsysteme und deren Bedeutung für die reci- 
roke Verwandtschaft zweier Ebenen. (Fortsetzung zu Bd. 88 und 
d. 90). . . . . . . . + 95. 
Zur Theorie gewisser abhängiger Punktgruppen i im Raume. (Fortsetzung 
zu Bd. 88 p.241, Bd. 90 p.303, Bd. 95 p.241). . . . . . 100. 


. Rudio in Zürich. 


Zur Theorie der Flächen, doen Krümmungsmittelpunktsflächen con- 


focale Flichen zweiten Grades sind. 95. 
Ueber die Bewegung dreier Punkte in einer Geraden. 100. 
C. Runge in Hannover. 
Die linearen Relationen zwischen den verschiedenen Subdeterminanten 
symmetrischer Systeme. . 93. 
Algebraische Ableitung der Multiplication von cosamu. 94. 


Ueber den Zusammenhang der Werthe einer algebraischen Function. . 97. 
Ueber die Zerlegung ganzer ganzzahliger Functionen in irreductible 


Factoren. . 99. 
Ueber ganzzahlige Lösungen \ von Gleichungen zwischen zwei Veränder- 
lichen. En | 07 
Ludwig Scheeffer in München f. 
Zur Theorie der Functionen T'(z), P(z), Q(z). 9T. 
K. H. Schellbach in Berlin. 
Eine geometrische Darstellung der Landenschen Substitution. . . . 91. 
Ernst Schering in Góttingen. 
Zahlentheoretische Bemerkung. (Auszug aus einem Briefe an Herrn 
Kronecker vom 14. Mai 1863.) + ee s. s. s. (0 \07 
Artur Schoenflies in Göttingen. 
Zur Theorie der Bewegung starrer räumlicher Systeme. 98. 


Ueber diejenigen Flächen zweiten Grades, welche durch ‘gleichwinkelige 
reciproke Strahlenbiindel erzeugt werden. . + + + 


66* 


311—316 
240—246 
442—446 
319—321 
349—351 
331—944 

89— 97 
425—435 
230—241 
341—348 
447 —448 
265—280 
195—204 


922 Inhalisverzeichniss der Bände 91 bis 100. 
H. Weber in Marburg. 


Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. (Vgl. auch 
R. Dedekind.) . NN LM 


A. Weiler in Zürich. 


Einfache Erzeugung einiger Complexe zweiten Grades. . 


J. Weingarten in Berlin. 


Ueber die Eigenschaften des Linienelementes der Flächen von constantem 
Krümmungsmass. . 

Zu der Abhandlung: Ueber die Eigenschaften des Linienelementes der 
Fláchen von constantem Krümmungsmass. . 

Note über die Brennlinien eines unendlich dünnen Strahlenbündels. 

Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren Fläche... 


Ed. Wiltheiss in Halle a. S. 


Zur Theorie der Transformation hyperelliptischer Functionen zweier 
Argumente. . . 

Ueber die partiellen Differentialgleichungen zwischen den Ableitungen 
der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Parametern und 
nach den Argumenten. ee 


Paul Wolfskehl in Darmstadt. 


Beweis, dass der zweite Factor der Klassenanzahl für die aus den 
elften und dreizehnten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen gleich 
Eins ist. . en 


J. Worpitzky in Berlin. 


Studien über die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. . 


H. G. Zeuthen in Kopenhagen. 


Constructions du huitieme point commun aux surfaces du second ordre 
qui passent par sept points donnes. MM + 0 


Band 


92. 


95. 


99. 


99. 


94. 


99. 


Seite 
181—290 
140—146 
181—202 
325—329 
281—283 
296—310 

17— 35 


236—251 


173—178 


203— 232 


320—323 


Taf | 





922 Inhaltsverseichniss der Bände 91 bis 100. 


H. Weber in Marburg. 


Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. | (gl. auch 
R. Dedekind.) . MEM 


A. Weiler in Zürich. 


Einfache Erzeugung einiger Complexe zweiten Grades. . 


J. Weingarten in Berlin. 


Ueber die Eigenschaften des Linienelementes der Flächen von constantem 
Krümmungsmass. . 

Zu der Abhandlung: Ueber die Eigenschaften des Linienelementes der 
Flächen von constantem Krümmungsmass. . 

Note über die Brennlinien eines unendlich dünnen Strahlenbündels. 

Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren Fláche.. 


Ed. Wiltheiss in Halle a. S. 


Zur Theorie der Transformation hy perelliptischer Functionen zweier 
Argumente. . . 

Ueber die partiellen Differentialgleichungen zwischen den "Ableitungen 
der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Parametern und 
nach den Argumenten. . 


Paul Wolfskehl in Darmstadt. 


Beweis, dass der zweite Factor der Klassenanzahl für die aus den 
elften und dreizehnten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen gleich 
Eins ist. INN 


J. Worpitzky in Berlin. 


Studien über die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. . 


H. G. Zeuthen in Kopenhagen. 


Constructions du huitiéme point commun aux surfaces du second ordre 
qui passent par sept points donnés. 


Band 


92. 


95. 


96. 


99. 


99. 


94. 


99. 


Seite 
181—290 
140—146 
181—202 
325—329 
281—283 
296—310 

17— 35 
236—221 
113—118 
203—239 
320—323 


Taf | 











